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Resumen  

La operación de la cristalización es de gran importancia para la industria farmacéutica en la 

producción de medicamentos, la industria alimentaria en la producción de azúcar e incluso para 

la industria agropecuaria en la producción de fertilizantes. Lo anterior mencionado, demuestra la 

importancia de este proceso, pero, así como presenta grandes ventajas, también tiene algunas 

desventajas, siendo una de las más importantes el monitoreo de la misma. Actualmente el 

monitoreo en línea de la cristalización requiere de instrumentación muy costosa y, que, en 

muchas ocasiones, la empresa que requiere de este proceso no posee el presupuesto para instalar 

tal instrumentación. Una alternativa viable para el monitoreo de la cristalización son los 

observadores de estado; los cuales son software diseñados a partir de modelos matemáticos que 

representan un proceso en específico.  

El objetivo de este trabajo fue diseñar observadores lineales Luenberger Proporcionales (P) y 

Proporcionales-Integrales (PI) de orden completo mediante las fórmulas de Ackermann para la 

estimación de parámetros no medibles directamente en la operación unitaria de la cristalización 

de sulfato de amonio y agua. Para ello, se partió de un modelo no lineal presentado por Mesbah 

et al., (2011), tal sistema fue linealizado para facilitar el estudio del mismo. Después se utilizó la 

fórmula de Ackermann para la sintonización de observadores, para posteriormente diseñar los 

observadores y finalmente evaluar el desempeño que presentaron mediante una métrica. 

Como resultado, se obtuvo que el observador Proporcional-Integral (PI) de manera global 

presenta un mejor desempeño que el observador Proporcional (P) en la estimación de 

parámetros de no medibles directamente en la operación unitaria de cristalización.  

Palabras clave: observador de estado, cristalización, Software 
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Abstract 

The crystallization has great importance for the pharmaceutical industry in the production of 

medicines, the food industry in the production of sugar and even for the agricultural industry in 

the production of fertilizers. The aforementioned, demonstrates the importance of this process, 

but, as it has great advantages, it also has some disadvantages, being one of the most important 

monitoring of it. Currently, the online monitoring of crystallization requires very expensive 

instrumentation and, in many cases, the company that requires this process does not have the 

budget to install such instrumentation. A viable alternative for crystallization monitoring is the 

state observers; which are software designed from mathematical models that represent a specific 

process. 

The main aim of this work was to design full-order Proportional (P) and Proportional-Integral (PI) 

linear observers using the Ackermann formulas for the estimation of parameters not directly 

measurable in the unit operation of the crystallization of ammonium sulfate and water. For this, 

it was based on a non-linear model presented by Mesbah et al., (2011), such a system was 

linearized to facilitate its study. Then the Ackermann formula was used for tuning observers, to 

later design the observers and finally evaluate the performance they presented using a metric. 

As a result, it was obtained that the Proportional-Integral Observer (PI) presents a better 

performance than the Proportional Observer (P) in the estimation of non-measurable parameters 

directly in the unit operation of crystallization. 

 

Keywords: state observers, crystallization, software 
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1. Introducción 

El presente capítulo, introduce al lector sobre las generalidades sobre cristalización y estimación. 

Para lo cual, se inicia con una descripción de esta operación unitaria y posteriormente una 

descripción de la estimación de estados. La estimación de estados se utiliza cuando se requiere 

reconstruir al sistema mediante muy poca información disponible. 

 

1.1 Generalidades sobre cristalización 

La cristalización es una operación unitaria utilizada para la separación de algún soluto que se 

encuentre presente en una mezcla mediante la formación de partículas (cristales) y de este modo 

obtener este producto con un alto nivel pureza. La cristalización es realizada a partir de una 

solución sobresaturada, muchas veces para la obtención de una mezcla con esta característica se 

utilizan procesos como evaporación, enfriamiento, adición de solventes, adición de precipitantes 

u otros químicos que inducen a las moléculas del soluto a unirse y comenzar la nucleación 

(formación de cristales) y crecimiento (Nagy & Braatz, 2012). 

Como todo proceso presenta desventajas operativas, en las que se encuentran la formación de 

incrustaciones en las paredes de los intercambiadores de calor, así como el diseño adecuado para 

la descarga del producto final y la obtención de un tamaño de cristal pequeño (Velázquez et al., 

2009). 

La cristalización es un proceso con un gran número de aplicaciones en la obtención de muchos 

productos a nivel industrial. Algunos de los ejemplos más conocidos es el uso de esta operación 

en la producción de azúcar tal como se describe en el trabajo de Bolaños et al., (2014) donde 

realizan el modelado y la optimización de un tanque de cristalización utilizado para producir 

azúcar. 

Ya sea como proceso final o intermedio en los productos en su forma sólida es donde la 

cristalización juega un papel clave como operación unitaria de separación y purificación (Lewiner 

et al., 2002). 
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El uso de esta operación también tiene alcances en diferentes industrias: 

• Industria farmacéutica: obtención de paracetamol (Sanzida & Nagy, 2013; Power et al., 

2015) y en la producción de naproxeno (Icten et al., 2016),  

• Industria alimentaria: producción de ácido succínico (Klapwijk et al., 2016).   

• Industria agropecuaria: producción de fertilizantes, tal es el caso del ácido glutámico (Ma 

& Wang, 2012) que se utiliza como fertilizante foliar (fertilizante que actúa sobre las hojas 

del cultivo), obtención del ácido amino benzoico (Simone et al., 2016). 

• Industria química: obtención de sulfato de potasio (K2SO4) y nitrato de potasio (KNO3) 

(Nagy & Braatz, 2003). 

En el proceso de cristalización y también en la mayoría de los procesos particulados, la 

distribución del tamaño de partícula influye en la calidad del producto final. Sin embargo, el 

monitoreo en línea del desempeño de este indicador representa un reto. Por lo tanto, se pueden 

utilizar técnicas de estimación para obtener este parámetro ya sea para reconstruir al sistema 

para detectar posibles fallas o bien para realizar un control por retroalimentación de estados. 

 

1.2 Generalidades sobre estimación 

Generalmente, las técnicas utilizadas para la medición se encuentran basadas en un análisis fuera 

de línea, mientras que la instrumentación en línea es costosa y difícil de calibrar, por lo tanto, es 

adecuado utilizar estimadores de estado o detectores. En cualquier proceso que se realice se 

tendrá que considerar diferentes clases de problemas, sin importar si este tipo de proceso sea de 

carácter industrial o de menor escala, la única diferencia entre los problemas generados por uno 

o por otro es la magnitud o la cantidad de estos. Por supuesto, la cristalización no es la excepción. 

El monitoreo en línea de este proceso toma en cuenta la distribución del tamaño de partícula y el 

buen desempeño de este representa un gran reto. Por otro lado, existen los observadores de 

estado los cuales permiten suponer variables de interés a partir del modelo que se esté utilizando 

y de las mediciones obtenidas del sistema. La efectividad de este tipo de estimadores depende 

de dos factores: la observabilidad y la detectabilidad (Ali et al., 2015). 

Se dice que el sistema es completamente observable si el estado se determina por la observación 

de la salida medida en un intervalo de tiempo finito. El concepto de observabilidad es útil al 
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resolver el problema de reconstruir variables de estado no medibles a partir de variables que sí 

lo son en un tiempo mínimo posible. Por otro lado, un sistema es detectable si todos los estados 

que no son observables son estables.  
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2. Descripción de la cristalización y sus modelos matemáticos 

En el presente capítulo se menciona los tipos de equipos utilizados para lograr el proceso de la 

cristalización, generalidades sobre modelos matemáticos de cristalizadores (balance de 

población, relaciones constitutivas, balance de masa, balance de energía para el interior del 

cristalizador), soluciones generales del balance de población y algunos modelos de aplicación de 

la cristalización. 

 

2.1 Tipos de cristalizadores 

La operación unitaria de la cristalización se realiza con el uso de diferentes equipos, también 

conocidos como cristalizadores. Estos equipos se pueden clasificar según la forma en la que 

operan, es decir: continuos y por lotes. Una de las partes más importantes para que se logre la 

cristalización es la sobresaturación de la mezcla. No todos los equipos realizan la sobresaturación 

de la misma manera, es aquí donde se puede crear otra clasificación, la cual es (Geankoplis, 1998): 

1. Sobresaturación producida por el enfriamiento de la solución con evaporación 

despreciable. 

2. Sobresaturación producida por la evaporación del disolvente con poco enfriamiento o sin 

enfriamiento.  

3. Sobresaturación por combinación de enfriamiento y evaporación en evaporadores 

adiabáticos.  

Otra clasificación es según el tipo de cristalizador, es decir, el equipo que se utiliza es: 

• Evaporador-cristalizador con circulación de líquido. 

En este equipo la sobresaturación se produce por evaporación. El líquido circulante se extrae con 

una bomba hacia el interior del tubo calentador por condensación del vapor de agua. El líquido 

caliente fluye después al espacio de vapor donde se produce una vaporización repentina que 

produce sobresaturación. Como se muestra en la Figura 1. 
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Figura 1. Evaporador-cristalizador con circulación de líquido (Geankoplis, 1998). 

 

• Cristalizador al vacío con circulación de magma. 

En este equipo la suspensión de cristales (magma) fluye por el exterior del cuerpo principal del 

cristalizador a través de un tubo de circulación. Como se muestra en la Figura 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Cristalizador al vacío con circulación de magma.  
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• Cristalización de tubo de aspiración deflector (Harriot et al., 2002).  

El cuerpo de este cristalizador se encuentra equipado con un tubo de aspiración que a su 

vez actúa como una placa deflectora que actúa para controlar a la agitación de la 

suspensión de cristales (magma) y como un agitador de turbina dirigido hacia abajo para 

proporcionar una circulación controlable dentro del cristalizador. Como se muestra en la 

figura 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3 Cristalizador de tubo de aspiración deflector (Harriot et al., 2002). 

 

El mejor equipo para cualquier proceso de cristalización que se desee realizar será aquel que se 

adapte mejor a las necesidades del usuario. Se debe considerar todos los aspectos necesarios, 

desde la cantidad de materia que se cristalizará hasta los costos de producción que este 

represente. Los equipos para la operación unitaria para la cristalización son representados por 

medio de modelos matemáticos. 
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2.2 Generalidades sobre modelos matemáticos de cristalizadores 

Las características que debe poseer un modelo matemático para la operación unitaria de la 

cristalización según Rawlings et al., (1993) son: 

• Balance de población: 

El cual muestra la distribución del tamaño de cristal (DTC), número de cristales, longitud, área y 

volumen del cristal. El balance de población se encuentra basado en la distribución de la densidad 

de población 𝑛(𝐿), y esta distribución se obtiene utilizando el número de partículas (cristales) 

que existe en un volumen determinado. 

• Balance de materia y energía. 

• Relaciones constitutivas: Las cuales son el crecimiento y nucleación, y sus parámetros. 

A continuación, se muestra la descripción de estas características para un modelo matemático 

utilizado en la cristalización. 

 

2.2.1 Balance de población 

En la mayoría de las industrias que utilizan la cristalización no cuentan con un control adecuado 

para las condiciones de operación que les permita obtener una distribución de tamaño de cristal 

uniforme. Las velocidades de nucleación y crecimiento son los principales parámetros cinéticos 

que determinan la distribución de tamaño de cristal (DTC).  

El concepto de balance de población proporciona una teoría de distribución variable en los 

procesos de partículas, fue introducido por Hulbert & Katz, (1964) y posteriormente formulado 

detalladamente para el proceso de cristalización por Randolph & Larson, (1978). Este balance de 

población está basado en la distribución de densidad de población 𝑛(𝐿), la cual se obtiene a partir 

del número de partículas por unidad de volumen (𝑁), en el intervalo de tamaño de cristal (∆𝐿), 

originando una ecuación diferencial parcial hiperbólica. 

𝑛 = lim
∆𝐿→0

∆𝑁

∆𝐿
=

𝑑𝑁

𝑑𝐿
 

 

  

(1) 
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En un período diferencial de tiempo, los cristales que son más pequeños que 𝐿, pueden crecer dentro del 

intervalo de tamaño 𝐿 + 𝑑𝐿 y los cristales ubicados de 𝐿 a 𝐿 + 𝑑𝐿 pueden crecer fuera del intervalo (Figura 

4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Cambio del número de cristales por unidad de volumen para el rango de tamaño de 

cristal de 𝑳 y 𝑳 + 𝒅𝑳 (Mersmann, 1995). 

La ecuación de balance de población expresada en términos generales con respecto al tiempo es 

(Mersmann, 1995): 

 

𝜕𝑛

𝜕𝑡
+

𝜕(𝐺𝑛)

𝜕𝐿
+ 𝑛

𝜕𝑉

𝑉𝜕𝑡
+ 𝐷(𝐿) − 𝐵(𝐿) + ∑

𝑛𝑘𝑄𝑘

𝑉
= 0

𝑘

 

 

donde el término  𝜕𝑛/𝜕𝑡  representa el cambio en el número de densidad con respecto al tiempo 

en un cristalizador batch y tiene el valor de cero en un equipo operado en continuo o en estado 

estable. La expresión (𝜕(𝐺𝑛))/𝜕𝐿 describe la diferencia entre cristales creciendo dentro y fuera 

de un intervalo de tamaño de cristal 𝑑𝐿 debido a la velocidad de crecimiento del cristal 𝐺 =

𝑑𝐿/𝑑𝑡. El término 𝑛(𝜕𝑉/𝜕𝑡) toma en cuenta los cambios en el volumen con respecto al tiempo. 

Los parámetros 𝐷(𝐿) y 𝐵(𝐿) representan la velocidad de muerte y velocidad de nacimiento, 

respectivamente; las cuales surgen debido a la aglomeración de los cristales, a su agotamiento o 

a su rompimiento. Finalmente, como el proceso es de tipo batch el término que da la suma de 

todos los flujos de partículas entrando y saliendo del cristalizador es ∑
𝑛𝑘𝑄𝑘

𝑉
= 0𝑘 .  Por lo tanto, la 

Ecuación 2 queda de la siguiente forma: 

(2) 
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𝜕(𝑛𝑉)

𝜕𝑡
+

𝑉𝜕(𝐺𝑛)

𝜕𝐿
= 𝑉(𝛼(𝐿)) 

con la condición de frontera: 

𝑛(𝐿0, 𝑡) =
𝐵0

𝐺𝐿=𝐿0

 𝑎 𝐿 = 0 

donde 𝐵0(# 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡./(𝑐𝑚3)(min) es la velocidad de nucleación de los cristales de tamaño cero 

por unidad de volumen, 𝐺(𝑐𝑚/min ) es la velocidad de crecimiento y 𝑛(# 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡./

(𝑐𝑚3 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑐𝑜𝑟)(𝑐𝑚) es la densidad de población (número) por unidad de volumen, y con la 

condición inicial:   

𝑛(𝐿, 𝑡) = 𝑛0(𝐿, 0)  𝑎  𝑡 = 0  

Además del balance de población, se deben de considerar los parámetros de crecimiento 

nucleación y muerte de cristales los cuales conforman las relaciones constitutivas. 

 

2.2.1.1 Soluciones generales del balance de población 

Por lo general, los modelos matemáticos para cristalización consisten en una serie de ecuaciones 

integro-diferenciales no lineales. Las integrales se presentan porque la transferencia de masa de 

la población a la fase sólida se considera como la suma sobre las velocidades para cada cristal 

individual. Así, los balances de masa y energía involucran integrales sobre la distribución. La 

solución del modelo completo requiere una solución numérica (Rawlings et al., 1993). 

Las soluciones para la ecuación de balance de población se han agrupado en dos categorías: la 

ecuación de balance de población discretizada (EBPD) y la aplicación del método de pesos 

residuales (MPR). La solución por el método de pesos residuales aproxima la función de densidad 

de población a una combinación lineal de un conjunto conocido de funciones base 𝜓𝑖(𝐿). 

𝑛(𝐿, 𝑡) ≈ ∑ 𝑎𝑖(𝑡)𝜓𝑖(𝐿)𝑁
𝑖=1    

 

La aproximación es sustituida dentro de la ecuación de balance de población definida como un 

residual  𝑟(𝐿, 𝑡)  y este es forzado para ser ortogonal a un segundo conjunto de funciones de peso 

y 𝑤𝑖(𝐿) dentro de un dominio de 𝐿. 

 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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∫ 𝑤𝑖(𝐿)𝑟(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿 = 0
𝐿′′

𝐿′  

por lo tanto, existen variaciones de estas dos clasificaciones de solución generales: 

• Variación del método de momentos. 

• Métodos de caracterización. 

• Simulación de Monte Carlo. 

• Métodos espectrales. 

• Método del elemento finito. 

• Método del volumen finito 

• Método de clases  

• Método de pesos residuales  

Cada uno de estos métodos tienen ventajas de desventajas como lo menciona Omar & Rohani, 

(2017) por ejemplo, obtener un número excesivo de ecuaciones diferenciales mediante 

discretización a comparación de los métodos de pesos. 

 

2.2.1.2 Solución del balance de población mediante el método de pesos residuales 

La solución llevada a cabo por este método hace que la función de densidad de población se 

aproxime a una combinación lineal de un conjunto de funciones conocidas con base 𝜓𝑖(𝐿).  

𝑛(𝐿, 𝑡) ≈ ∑ 𝑎𝑖(𝑡)
𝑁
𝑖=1 𝜓𝑖(𝐿)                                                                                                    

∫ 𝑤𝑖
𝐿2

𝐿1
(𝐿)𝑟(𝐿, 𝑡)𝑑𝑡 = 0                                                                                                         

𝑤𝑖(𝐿) = 𝐿3−1                                                                                                                       

𝑑𝜇0

𝑑𝑡
= 𝐵 

𝑑𝜇𝑖

𝑑𝑡
= 𝑖𝐺µ𝑖−1 

(7) 

(9) 

(10) 

(8) 

(11) 

(12) 
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La forma de las Ecuaciones (11) y (12) depende del tipo de operación y representan el momento 

0, 1, … , 𝑛 de la DTC. Por ejemplo, si es que existe variación de volumen o si este se mantiene 

constante. 

 

2.2.2 Relaciones constitutivas 

Para complementar el modelado del proceso de cristalización, se requieren de las relaciones 

constitutivas para conocer el proceso de manera completa considerando: la nucleación y el 

crecimiento de cristales. Estos dos fenómenos compiten en el cambio de fase desde la solución 

hacia la fase sólida. Hay varios factores que afectan la formación de cristales como son: la carga 

hidrostática, la temperatura, las impurezas disueltas o en suspensión, entre otros. La relación 

existente entre el balance de población, tomando como coordenada interna el tamaño de cristal, 

y las relaciones constitutivas (cinética de nucleación y crecimiento), se establece al definir el 

parámetro “densidad de población de cristales del tamaño del núcleo” (𝑑𝑛/𝑑𝐿)𝐿→0, la cual es 

una suposición que simplifica la función distribuida de nacimientos 𝐵(𝐿), y se puede utilizar como 

condición frontera (Randolph & Larson, 1978). 

La velocidad de nucleación 𝐵0(# 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡./(𝑐𝑚3)(min) está dada por la Ecuación (13), la 

velocidad de crecimiento del cristal 𝐺(𝑐𝑚/min  ) se representa por la Ecuación (14) la masa total 

de cristales (𝑔/𝑐𝑚3) está dada por la Ecuación (15), donde 𝜇3  expresa el tercer momento de la 

distribución de cristales (𝑚3/𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑐𝑜𝑟) y se considera independiente del tamaño de 

cristal dado en la Ecuación (16). El factor de transformación de malla esta dado por la Ecuación 

(17), la sobresaturación relativa (𝑎𝑑𝑖𝑚)está dada por la Ecuación (18) considerando la 

concentración en dominio del tiempo y concentración de saturación, la velocidad de producción 

– reducción de cristales de tamaño (𝐿) está dada por la Ecuación (19). 

𝐵0 = 𝐾𝑏𝑆𝑟𝑏𝑀𝑇
𝑗
𝑁𝑟

𝑝
                                                                

𝐺 = 𝐾𝑔𝑆𝑟𝑔𝑁𝑟
𝑞

                                                                                     

𝑀𝑇 = 𝜌𝑐𝐾𝑣𝜇3(𝑡)                                                                                                                                                

𝜇3(𝑡) = ∫ 𝑛𝐿3𝑑𝐿
∞

0
                                                                                                                                              

𝐹𝑇𝑀 = ∆𝐿 (
𝑛𝑖

𝑛0
) × 1000                                                                                                       

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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𝑆𝑟 =
𝐶−𝐶𝑠𝑎𝑡

𝐶𝑠𝑎𝑡
                                                                                                                       

𝛼(𝐿) = 𝐵𝑒 + 𝐵𝑐 + 𝐵𝑎 − 𝐷(𝐿) = 𝐾𝑎𝑆𝑟𝑎𝑀𝑇
𝑘𝑁𝑟

𝑟𝐹𝑇𝑀                                                           

donde 𝜌𝑐(𝑔/𝑐𝑚3) es la densidad del cristal, 𝐾𝑣(𝑎𝑑𝑖𝑚) es el factor de forma del cristal, 𝐿(𝑐𝑚) es 

la longitud característica del cristal. Los parámetros (𝐾𝑏 , 𝑏, 𝑗, 𝑝, 𝐾𝑔, 𝑔, 𝑞) son ajustados a partir de 

datos experimentales mediante un método de optimización de ajuste de parámetros 

multivariable si es que se realiza experimentación. 

 

2.2.3 Balance de masa 

Las relaciones constitutivas son funciones de la sobresaturación y de la temperatura. Por lo tanto, 

uno de los balances que se requiere para complementar la descripción del proceso de 

cristalización es el de masa. El balance de masa para el soluto en fase continúa es (Rawlings et al., 

1993): 

𝑑(𝑉𝑐𝐶)

𝑑𝑡
= −∑𝜀𝑘𝑄𝑘𝐶𝑘 − 𝑅

𝑘

 

donde 𝑉𝑐(𝑐𝑚
3) es el volumen libre de sólidos o la fase continua, 𝐶(𝑔 𝑑𝑒 𝑎𝑧ú𝑐𝑎𝑟/𝑔 𝑑𝑒 𝑎𝑔𝑢𝑎) es 

la concentración del soluto, 𝜀 fracción libre de sólidos (𝑉𝑐/𝑉), 𝑄𝑘 (𝑚3/𝑠) es la velocidad de flujo 

volumétrico, 𝑘 es el subíndice que indica la 𝑘-ésima corriente y 𝑅 es la velocidad global de 

transferencia de masa del soluto de la solución hacia los cristales.  Para un cristalizador por lotes 

se tiene la siguiente ecuación: 

𝑑(𝐶)

𝑑𝑡
= −𝜌𝑐𝐾𝑣ℎ [3∫ 𝐺𝑛𝐿2𝑑𝐿 + 𝐵0𝐿0

3
∞

0

] 

 estableciéndose como condición inicial: 

𝐶(𝑡) = 𝐶0 𝑎 𝑡 = 0                                                  

donde 𝐶(𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜/𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒𝑛𝑡𝑒) es la concentración del soluto y 

ℎ(𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑙𝑖𝑐𝑜𝑟/𝑚𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒𝑛𝑡𝑒) es un factor de conversión. Si la velocidad de 

crecimiento 𝐺 se considera independiente del tamaño del cristal en las relaciones constitutivas 

de la Ecuación (21), 𝐺 sale del término integral en la Ecuación (21) y el resto del término 

(18) 

(20) 

(21) 

(22) 

(19) 
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corresponde al segundo momento de la distribución de cristales, el cual representa el área total 

de cristales por volumen de licor. Por el contrario, si 𝐺 es dependiente del tamaño de cristal, la 

Ecuación (21) debe resolverse numéricamente incluyendo la expresión para la velocidad de 

crecimiento.  

2.2.4 Balance de energía para el interior del cristalizador 

El balance de energía para el interior de un cristalizador es: 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑈 + 𝐾𝐸 + 𝑃𝐸) = − ∑𝜌𝑘𝑄𝑘(𝑈𝑘

∗ + 𝐾𝐸𝑘
∗ + 𝑃𝐸𝑘

∗)

𝑘

+ 𝐻𝑒𝑥𝑡 + 𝑊 

Donde 𝑈 es la energía interna, 𝐾𝐸 y 𝑃𝐸 son las energías cinética y potencial respectivamente; 𝑄𝑘 

y 𝜌𝑘 son el flujo volumétrico y la densidad de la 𝑘-ésima corriente, respectivamente, 𝐻𝑒𝑥𝑡 es el 

calor neto adicionado (incorporando efectos del sistema de calentamiento, entradas de energía 

debido al mezclado y perdida a los alrededores); 𝑊 es la velocidad neta de trabajo desempeñado 

por el fluido de transporte sobre el sistema. El superíndice “*” denota base por unidad de masa.  

El balance general de energía que puede modificarse para variaciones de volumen es: 

𝜌𝑉𝐶𝑝
𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑𝑃𝑉

𝑑𝑡
− 𝐻𝑒𝑣𝐹𝑒𝑣 − ∆𝐻𝑐𝜌𝑐𝐾𝑣𝑉[3∫ 𝐺𝑛𝐿2𝑑𝐿 + 𝐵0𝐿0

3∞

0
] + 𝑈1𝐴1(𝑇𝑗 − 𝑇)                                             

Con la condición inicial: 

𝑇(𝑡) = 𝑇0 𝑎 𝑡 = 0                                                                                                                                      

donde 𝜌(𝑔/𝑐𝑚3), es la densidad de la solución, 𝑉(𝑐𝑚3) es el volumen del licor,             

𝐶𝑝(𝑐𝑎𝑙/𝑔 °𝐶), es el calor especifico del licor, 𝑇(°𝐶) es la temperatura del interior del cristalizador, 

𝑃(𝑖𝑛𝐻𝑔) es la presión de la cámara de evaporación, 𝐻𝑒𝑣(𝑐𝑎𝑙/𝑔) es la entalpía del agua 

evaporada, 𝐹𝑒𝑣(𝑔/min) es el flujo de agua evaporada, ∆𝐻𝑐 (𝑐𝑎𝑙/𝑔) es el cambio de entalpía de 

cristalización (calor de cristalización), 𝑈1(𝑐𝑎𝑙/(°𝐶) (min) (𝑐𝑚2)) es el coeficiente global de 

transferencia de calor (vapor-acero-licor), 𝐴1(𝑐𝑚
2) es el área de transferencia de calor y 𝑇𝑗(°𝐶) 

es la temperatura de la chaqueta de calentamiento. 

Como se ha expuesto en esta sección los modelos matemáticos para la cristalización pueden ser 

generalizados además de que pueden tener diferentes aplicaciones. 

 

(23) 

(24) 

(25) 
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2.3 Modelos de aplicación de cristalización 

En esta sección se exponen algunos modelos matemáticos para la cristalización con aplicaciones: 

cristalización de sulfato de amonio y agua (Mesbah et al., 2011), cristalización de paracetamol 

(Nagy et al., 2008), cristalización de sulfato de potasio (García et al., 2012), cristalización de 

nitrato de potasio (Nagy & Braatz, 2004), cristalización-evaporación por lotes a vacío (Carrillo, 

2006), cristalización por enfriamiento por lotes (Bolaños et al., 2014). 

 

2.3.1 Cristalización de sulfato de amonio y agua (Mesbah et al., 2011) 

Este modelo describe un proceso de cristalización en un recipiente de 75 L, el aparato utilizado 

es semiindustrial de un único compartimento, con una corriente de entrada y dos de salida. La 

operación es por lote alimentado para compensar las pérdidas en el volumen de cristalización 

debido a la evaporación del disolvente que en este caso es el agua. La operación de este 

cristalizador es descrita con un modelo constituido de ecuaciones diferenciales, ecuaciones 

auxiliares y parámetros: 

• Ecuaciones diferenciales: 

                                                                                     

𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
= 0𝑖𝐵0 + 𝑖𝐺𝑚𝑖−1 −

𝑚𝑖𝑄𝑝

𝑉
 

   

𝑑𝐶

𝑑𝑡
=

(
𝑄𝑝(𝐶∗ − 𝐶)

𝑉
) + 3𝐾𝑣𝐺𝑚2(𝑘1 + 𝐶)

1 − 𝑘𝑉𝑚3
+

𝑘2𝐻𝑖𝑛

1 − 𝐾𝑣𝑚3
 

                                                           

donde  𝑚𝑖(𝑡0) = 𝑚𝑖,0, para 𝑖 = 0,… , 4 y 𝐶(𝑡0) = 𝐶0. 

 

 

 

(26) 

(27) 

(28) 
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• Ecuaciones auxiliares y parámetros: 

𝑘1 =
𝐻𝑣𝐶

∗

𝐻𝑣 − 𝐻𝐿
(
𝜌𝐶

𝜌𝐿
− 1 +

𝜌𝐿𝐻𝐿 − 𝜌𝐶𝐻𝐶

𝜌𝐿𝐻𝑉
) −

𝜌𝐶

𝜌𝐿
 

𝑘2 =
𝐶∗

𝑉𝜌𝐿(𝐻𝑣 − 𝐻𝐿)
 

𝐵0 = 𝑘𝑏𝑚3𝐺 

𝐺 = 𝑘𝑔(𝐶 − 𝐶∗)𝑔     

 

Donde 𝐶∗ = 0.46 𝑘𝑔𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜/𝑘𝑔 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛, G[=] adim, 𝐻𝐶 = 60.75𝑘𝐽/ 𝐾𝑔 ,𝐻𝐿 = 69.86 𝑘𝐽/𝑘𝑔, 

𝐻𝑉 = 2.56 × 103 𝑘𝐽/𝑘𝑔, 𝐾𝑣 = 0.43 adim,  𝐾𝑏 = 1.02 × 1014 #/𝑚4, 𝑘𝑔 = 7.50 × 10−5 𝑚/𝑠,  

𝑄𝑝 = 1.73 × 10−6𝑚3/𝑠, 𝑉 = 7.50 × 10−2𝑚3, 𝜌𝐶 = 767.35 𝑘𝑔/𝑚3, 𝜌𝐿 = 1248.93 𝑘𝑔/𝑚3. 

Los detalles de este modelo se pueden consultar en Mesbah et al., (2011). 

 

2.3.2 Cristalización de paracetamol (Nagy et al., 2008) 

Este modelo describe un proceso de cristalización por lotes donde se utiliza el sembrado de una 

semilla, es decir, el sembrado de un cristal ya formado en la solución a cristalizar. Aunque esta 

técnica reduce la productividad del lote, se puede tener un producto final más consistente. En 

este caso esta técnica es utilizada para la cristalización de paracetamol (4-acetamidofenol). La 

operación de este cristalizador es descrita con un modelo constituido de ecuaciones diferenciales 

y parámetros: 

• Ecuaciones diferenciales: 

𝑑𝜇0

𝑑𝑡
= 𝐵 

𝑑𝜇1

𝑑𝑡
= 𝐺𝜇0 + 𝐵𝑟0 

𝑑𝜇2

𝑑𝑡
= 2𝐺𝜇1 + 𝐵𝑟0

2 

𝑑𝜇3

𝑑𝑡
= 3𝐺𝜇2 + 𝐵𝑟0

3 

Conjunto de ecuaciones (29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 
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𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −𝜌𝐶𝑘𝑉(3𝐺𝜇2 + 𝐵𝑟0

3) 

  

donde 𝐶(0) = 𝑐𝑖. 

 

Los valores de los parámetros: 𝜌𝐶 = 1.296 𝑔/𝑐𝑚3, 𝑘𝑉 = 0.24 𝑎𝑑𝑖𝑚, 𝑐𝑖 = 0.0256 𝑔/𝑔 𝑎𝑔𝑢𝑎, 𝑟0 

es el tamaño del cristal en la nucleación. 

Los detalles de este modelo se pueden consultar en Nagy et al., (2008).  

 

2.3.3 Cristalización de sulfato de potasio (García et al., 2012) 

En este caso, se considera la cristalización por lotes de sulfato de potasio con sembrado de 

semilla, de operación isotérmica. El comportamiento de esta cristalización es descrito por un 

modelo matemático constituido por ecuaciones diferenciales, también propuesto por Shi et al., 

(2006): 

• Ecuaciones diferenciales: 

𝑑𝜇0
𝑛

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡) 

𝑑𝜇𝑖
𝑛

𝑑𝑡
= 𝑖𝐺(𝑡)𝜇𝑖−1

𝑛 (𝑡) 

 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −3

Δ𝐻

𝐶𝑝
3𝜌𝑐𝑘𝑣𝐺(𝑡)𝜇2 −

𝑈𝐴

𝑀𝐶𝑝
(𝑇(𝑡) − 𝑇𝑗(𝑡)) 

𝑑𝜇0
𝑠

𝑑𝑡
= 𝑐𝑡𝑒 

𝑑𝜇𝑖
𝑠

𝑑𝑡
= 𝑖𝐺(𝑡)𝜇𝑖−1

𝑛 (𝑡) 

Los detalles del modelo se pueden consultar en García et al., (2012). 

 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 
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2.3.4 Cristalización de nitrato de potasio (Nagy & Braatz, 2004) 

En este artículo, el modelo matemático que presenta es utilizado para un cristalizador por lotes, 

en el cual la sustancia a cristalizar es sulfato de potasio. Se considera la cristalización mediante 

semilla. El comportamiento de esta cristalización es descrito por un modelo matemático 

constituido por ecuaciones diferenciales: 

• Ecuaciones diferenciales: 

𝑑𝜇0

𝑑𝑡
= 𝐵 

𝑑𝜇1

𝑑𝑡
= 𝐺𝜇0 + 𝐵𝑟0 

𝑑𝜇2

𝑑𝑡
= 2𝐺𝜇1 + 𝐵𝑟0

2 

𝑑𝜇3

𝑑𝑡
= 3𝐺𝜇2 + 𝐵𝑟0

3 

𝑑𝜇4

𝑑𝑡
= 4𝐺𝜇3 + 𝐵𝑟0

4 

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −𝜌𝑐𝑘𝑣(3𝐺𝜇2 + 𝐵𝑟0

3) 

 

donde  𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,1 = 𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,0, 𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,2 = 2𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,1, 𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,3 = 2𝐺µ𝑠𝑒𝑒𝑑,2. 

 Los detalles del modelo se pueden consultar en Nagy & Braatz, (2004). 

 

2.3.5 Cristalización de azúcar mediante evaporación a vacío (Carrillo, 2006) 

En este trabajo se realiza el modelamiento del proceso de cristalización por lotes considerando el 

término de variación de volumen, lo cual afecta directamente en las ecuaciones la DTC se 

considera un proceso más eficiente que la cristalización por enfriamiento, pero requiere 

relativamente más energía. Este modelo fue ajustado para cristalización de azúcar. El 

comportamiento de esta cristalización es descrito por un modelo matemático constituido por 

ecuaciones diferenciales y ecuaciones auxiliares: 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 
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• Ecuaciones diferenciales: 

𝑑𝜇0

𝑑𝑡
= 𝐵0 

𝑑𝜇1

𝑑𝑡
= 𝐺𝜇0(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝜇2

𝑑𝑡
= 2𝐺𝜇1(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝜇3

𝑑𝑡
= 3𝐺𝜇2(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝜇4

𝑑𝑡
= 4𝐺𝜇3(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝜇5

𝑑𝑡
= 5𝐺𝜇4(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −3𝜌𝑐𝐾𝑣ℎ(𝐺𝜇2 + 𝐵𝐿0

3) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑃𝑉)

𝑑𝑡
𝑐 − 𝐻𝑒𝑣𝐹𝑒𝑣 − 3∆𝐻𝑐𝜌𝑐𝐾𝑣ℎ(𝐺𝜇2 + 𝐵𝐿0

3) +
𝐻𝑒𝑥𝑡

𝜌𝑉𝐶𝑝
 

𝑉𝑗

𝑑𝜌𝑗

𝑑𝑡
= 𝐹𝑠𝜌𝑠 − 𝑊𝑐 

𝑑𝑀𝐴

𝑑𝑡
= −𝐹𝑒𝑣 

• Ecuaciones auxiliares:  

𝑞𝑒𝐴 = [1 − (
𝐵𝑥

100
)]𝑀𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  

𝐹𝑒𝑣 = 𝐶𝑣√𝑃2
𝑐𝑎𝑚𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑙 − 𝑃2

𝑐𝑜𝑛 

𝑀𝐼 = [(
𝐵𝑥

100
) (1 −

𝑃𝑥

100
)]𝑀𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  

                                                             

 

Los detalles del modelo se pueden consultar en Carrillo, (2006). 

(52) 

(51) 

(50) 

(49) 

(48) 

(57) 

(56) 

(55) 

(54) 

(53) 

 Conjunto de ecuaciones (58) 

3)) 
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2.3.6 Cristalización de azúcar mediante evaporación (Bolaños et al., 2014) 

En Bolaños et al., (2014) se considera la cristalización de azúcar por evaporación. La operación del 

equipo es por lotes. Las cinéticas de crecimiento y nucleación son obtenidas experimentalmente. 

El comportamiento de esta cristalización es descrito por un modelo matemático constituido por 

ecuaciones diferenciales y ecuaciones auxiliares: 

• Ecuaciones diferenciales: 

𝑑𝜇0

𝑑𝑡
= 𝐵0 

𝑑𝜇𝑘

𝑑𝑡
= 𝑘𝐺𝜇𝑘−1(1 + 𝐿𝑛(𝑉)) 

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −3𝜌

𝑐
𝐾𝑣ℎ(𝐺𝜇2 + 𝐵𝐿0

3) 

donde 𝑘 = 1, . . . , 5                    

• Ecuaciones auxiliares: 

𝐵0 = 𝑘𝑏𝑆𝑟
𝑏𝑀𝑇

𝑗
𝑁𝑟

𝑝 

𝐺 = 𝐾𝑔𝑆𝑟
𝑔
𝑁𝑟

𝑞
                                        

𝑆𝑟 =
𝐶−𝐶𝑠𝑎𝑡

𝐶𝑠𝑎𝑡
          

𝑀𝑇 = 𝜌𝑐𝑘𝑤𝜇3(𝑡) 

                                                      

 

Los detalles del modelo se pueden consultar Bolaños et al., (2014) 

 

Como se ha mostrado en la presente sección, existen diferentes aplicaciones para la cristalización 

a nivel industrial y planta piloto. Los modelos que se presentaron en esta sección tienen una 

estructura semejante entre sí. Al tener esta semejanza, se puede estudiar la cristalización aplicada 

para cualquier sustancia. 

(59) 

3)) 
(60) 

3)) 
(61) 

3)) 
(62) 

3)) 

Conjunto de ecuaciones (63) 

3)) 
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Considerando los modelos matemáticos de la cristalización como no lineales y que en algunos 

casos se requieran de ciertos parámetros para estudiarlos (o controlarlos), se requiere de realizar 

observación para poder determinar estos parámetros en línea.  
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3. Observadores de estado: Estructuras y aplicaciones 

El presente capítulo, se expone una introducción al tema de observadores de estado, estructuras 

de observadores comúnmente utilizadas (proporcional y proporcional-integral), además de otros 

tipos de estructuras de observadores más complejas utilizadas en ingeniería en general, en 

ingeniería química y biotecnológica. 

 

3.1 Observadores de estado 

3.1.1 Generalidades de observadores de estado 

El concepto de la observabilidad es un concepto fundamental en la estimación de parámetros 

(control automático, detección de fallos entre otros) relacionando al concepto de sistema y de 

regulación. Teóricamente, si el sistema es observable es posible reconstruir las variables de 

estado a partir de las mediciones tomadas de las salidas y del conocimiento de las entradas. Con 

las condiciones de observabilidad, el problema de la observación consiste en la búsqueda de la 

estimación de estado, por medio de un sistema dinámico auxiliar denominado observador 

(Almarza et al., (2005)). Este observador cuyas entradas son las entradas y salidas del sistema y 

sus salidas son los estados estimados (Figura 5). 

 

 

 

 

 

Figura 5. Representación de un proceso con un observador de estado. 

Para sistemas lineales determinísticos, uno de los observadores más utilizados es el observador 

tipo Luenberger. Este tipo de observador es diseñado de tal modo que las diferencias entre los 

estados actuales del sistema y los estados del observador converjan en cero para todas las 

condiciones iniciales 𝑥(0), entradas 𝑢 y las condiciones estimadas inicialmente, 𝑥̂(0). 

Comúnmente, para realizar la estimación se hace uso de software lo cual permite realizar la 

simulación numérica de los observadores de estado. Se puede definir a un observador de estado 
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como un dispositivo o expresión matemática que puede ser utilizado para obtener las variables a 

partir de muy poca información del sistema original (Figura 5). Existen dos tipos de observadores 

de estado, los de orden completo y los de orden reducido. Los de orden completo, utilizan las 

variables de salida para reconstruir a todo el sistema completamente. Por otro lado, se tienen los 

observadores de estado de orden reducido, los cuales reconstruyen una parte del sistema 

específicamente en las variables de interés. Además de diferentes estructuras de observadores 

entre las más comunes: observadores con acción proporcional y acción proporcional-integral. 

 

3.1.2 Estructuras de observadores de estado 

3.1.2.1 Observadores Proporcionales 

Se puede considerar a continuación un sistema lineal o linealizado de la forma: 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 

 

𝑦 = 𝐶𝑥 

 

donde 𝑥 es el vector de variables de estado, 𝑢 es el vector de variables de entrada (que pueden 

considerarse como señales de control y/o entradas exógenas), 𝑦 es el vector de salidas medidas 

que pueden ser tomadas para realizar observación, y las matrices 𝐴, 𝐵 y 𝐶 representan la 

linealización en un estado estacionario. Por otro lado, la expresión de observación es la siguiente: 

𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥̃ + 𝐵𝑢 + 𝐾𝑒(𝑦 − 𝐶𝑥̃) 

donde 𝑥̃ es el vector de estado estimado y 𝐾𝑒 es el vector de ganancias del observador.  

Realizando manipulación algebraica para determinar el error de observación:  

𝑥̇ − 𝑥̃ = 𝐴𝑥 − 𝐴𝑥̃ − 𝐾𝑒(𝐶𝑥 − 𝐶𝑥̃) = (𝐴 − 𝐾𝑒𝐶)(𝑥 − 𝑥̃)          

𝑒 = (𝑥 − 𝑥̃)                                                                                                                         

𝑒̇ = (𝐴 − 𝐾𝑒𝐶)𝑒                                                                                                                  

 

(64) 

3)) 

(65) 

3)) 

(66) 

3)) 

(67) 

3)) (68) 

3)) 
(69) 

3)) 
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Se considera que la estabilidad del sistema-observador es representada por la matriz 𝐴 − 𝐾𝑒𝐶.  

Un observador tipo Luenberger es relativamente de fácil implementación, sin embargo, es 

fuertemente dependiente de la precisión de los parámetros y de las medidas. La estructura que 

se ha mostrado en la Ecuación 66 representa a un observador proporcional. 

 

3.1.2.2 Observadores Proporcional-Integral 

El principio de un observador proporcional integral es el uso adicional del término de error 

integral, por la adición de una variable complementaria, 𝑤 la cual está definida por 𝑤̂ =

∫ (𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡))
𝑡

0
𝑑𝑡.       

 

 

 

 

Figura 6. Representación de un proceso con un observador proporcional-integral. 

La estructura de un observador proporcional integral se encuentra descrita por las siguientes 

ecuaciones: 

𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝐾𝑝(𝑦 − 𝑦̂) + 𝐾𝐼𝑤̂ 

𝑤̂ = 𝑦 − 𝑦̂ 

𝑦̂ = 𝐶𝑥̂ 

donde 𝐾𝑝 es la ganancia proporcional y 𝐾𝐼 es la ganancia integral. Por tanto, el error 

de la ecuación se encuentra dado por: 

(

𝑑𝑒𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑒𝑤

𝑑𝑡

) = (
𝐴 − 𝐾𝑝𝐶 𝐾𝐼

𝐶 0
) (

𝑒𝑥

𝑒𝑤
) 

(70) 

3)) 
(71) 

3)) 
(72) 

3)) 

(73) 

3)) 
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se considera que la estabilidad del sistema-observador es representada por la matriz:  

(
𝐴 − 𝐾𝑝𝐶 𝐾𝐼

𝐶 0
) 

además de estas estructuras existen otras modificaciones a las mismas, aunque tienen en común 

la estabilidad del sistema-observador (Ecuaciones 69 y 74). 

 

3.1.2.3 Otros tipos de estructuras de observadores 

Según Ali et al., (2015) existen diferentes tipos de observadores de estado, los cuales varían en 

estructura y para diferentes usos. Algunos tipos de observadores de estado de manera general se 

pueden clasificar como Observador tipo Luenberger (OL), Observadores para Sistemas de 

Observación Finita (OSOF), Estimador Bayesiano (EB), Observadores de Detección de Fallas y 

Disturbio (ODFD), Observadores basados en Inteligencia Artificial (OIA) y Observadores Híbridos 

(OH). Además, existen diferentes variantes entre esta clasificación general. 

• Observador tipo Luenberger (OL): 

𝑑𝑥̂

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥̂ + 𝐵𝑢 + 𝐿𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝐶𝑥̂) 

• Observadores para Sistemas de Observación Finita (OSOF): 

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝐹𝜉 + 𝐺𝑥1 − 𝐿𝑈1 + 𝑈2 

• Estimador Bayesiano (EB): 

𝑃𝑘|𝑘−1 = 𝐹𝑘−1|𝑘−1𝐹𝑘−1
𝑇 + 𝑅𝑣 

• Observadores de Detección de Fallas y Disturbio (ODFD): 

𝐷̂(𝑠) = 𝐷̂1(𝑠) + 𝐷̂2(𝑠) + ⋯+ 𝐷̂𝑛(𝑠) 

• Observadores basados en Inteligencia Artificial (OIA): 

Son acordes a los elementos de IA, por ejemplo, utilizan lógica difusa donde la regla es IF-

THEN. 

 

 

(74) 

3)) 

(75) 

3)) 

(76) 

3)) 

(77) 

3)) 

(78) 

3)) 
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• Observadores Híbridos (OH): 

𝑑𝑍(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐷(𝑡)𝑍(𝑡) + 𝐴1𝑢1(𝑡) + 𝐴2𝑢2(𝑡) 

 

Los observadores de estado mencionados anteriores presentan sus atributos, ventajas, 

limitaciones y usos en la ingeniería en general como se muestra en la Tabla 1 (Ali et al., 2015). 

Tabla 1. Características de observadores de estado para ingeniería. 

 

 

 

 

 

 

 

Tipo Atributos Ventajas Limitaciones Usos en la ingeniería 

OL 

Extensión de un 

observador 

Luenberger clásico 

Métodos 

computacionales 

simples 

El diseño siempre está 

basado en el perfecto 

conocimiento de los 

parámetros del sistema 

Para sistemas lineales 

no complejos. Este tipo 

de observador es 

suficiente para la 

estimación de un 

parámetro importante 

OSOF 

El conocimiento de 

la cinética del 

proceso no es 

necesario 

Implementación y 

formulación 

relativamente sencilla 

El factor de convergencia 

depende fuertemente las 

condiciones de operación 

Adaptable para sistemas 

con poca información 

sobre la cinética 

EB 

Basados en la 

probabilidad de 

distribución y la 

inferencia 

matemática del 

sistema 

Estimación rápida 

basada en la predicción y 

corrección del método y 

estimadores versátiles 

La complejidad de su 

método computacional, 

en ocasiones, lo hace poco 

factible para sistemas 

altamente dimensionales 

Para la estimación 

rápida de resultados 

basado en la teoría de la 

probabilidad 

(79) 

3)) 
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Tabla 1. Características de observadores de estado para ingeniería (continuación). 

 

3.2 Aplicaciones de los observadores de estado 

En esta sección se presenta las aplicaciones de los observadores de estado primeramente para 

ingeniería química y biotecnológica y posteriormente para el proceso de cristalización. 

3.2.1 Observadores de estado aplicados para ingeniería química y biotecnológica 

En la tabla 2, se muestran ejemplos de observadores de estado y su aplicación en la ingeniería 

química (Ali et al., 2015). 

 

 

 

 

 

 

Tipo Atributos Ventajas Limitaciones Usos en la ingeniería 

ODFD 

Se enfoca en la 

estimación de los 

disturbios y en la 

detección de fallas 

dentro del sistema. 

Eficiente al momento 

de estimar disturbios y 

predecir fallas antes 

de que puedan afectar 

la operación de la 

planta. 

Podría ignorar algunas 

incertidumbres durante 

el proceso. 

Si el objetivo es la 

estimación de disturbios y 

parámetros para predecir 

fallas, entonces este tipo de 

observadores son 

apropiados. 

OIA 

Combinación de 

observadores con 

elementos de IA. 

Se sobrepone a las 

limitaciones de un solo 

observador y es 

utilizable en sistemas 

que tienen un modelo 

de estructura 

incompleta. 

Consume tiempo para la 

implementación en 

línea, los elementos de 

IA primero deben ser 

adaptados al sistema. 

Para sistemas altamente no 

lineales con un 

conocimiento incompleto o 

desconocimiento del 

modelo. 

 

OH 

Combinación de dos 

o más observadores. 

Se sobrepone a las 

limitaciones de un solo 

observador 

La selección de una 

combinación correcta 

puede ser tedioso. 

Este tipo de observadores 

es aplicable cuando la 

precisión de un solo 

modelo no es suficiente. 



27 
 

Tabla 2. Aplicaciones a la ingeniería química y biotecnológica de observadores. 

 

Como se expone en tabla 2, existen diferentes tipos de observadores enfocados para diferentes 

problemáticas la elección entre un tipo y otro depende de la complejidad del modelo. Para el 

presente trabajo de investigación la estimación de estados se realizará para el proceso de 

cristalización. 

 

 

 

Tipo Objetivo Sistema Puntos positivos Referencia 

UKF 
Concentración de 

biomasa. 
Fermentador. 

Estimación efectiva a pesar del uso de un 

modelo mecanicista simple. 

Wang et al., 

(2010) 

UKF 
Parámetros 

inciertos. 

Sistema de tanque 

híbrido. 

Estimación satisfactoria de acuerdo al 

margen de error permisible y control 

efectivo. 

Prakash et al., 

(2010) 

EnKF 
Perturbaciones 

inmedibles. 

Sistema de tanque 

hibrido. 

Estimación satisfactoria de acuerdo al 

margen de error permisible y control 

efectivo. 

Prakash et al., 

(2010) 

AFKF 
Composición de 

productos. 

Columna de 

destilación por 

lotes. 

Estimación precisa a pesar de las 

condiciones de ruido. 

Venkateswarlu & 

Avantika (2001) 

AFKF Temperatura. 
Intercambiador de 

calor. 

Estimación satisfactoria de acuerdo al 

margen de error permisible con 

coeficiente de ajuste. 

Bagui et al., 

(2004) 

PF 
Parámetro de 

rendimiento. 
Fermentador. 

Estimación satisfactoria de acuerdo al 

margen de error permisible basada en la 

maximización del algoritmo teórico. 

Chitralekha et 

al., (2010) 
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3.2.2 Observadores de estado aplicados para el proceso de cristalización 

En la tabla 3, se mencionan algunos ejemplos de los distintos tipos de observadores utilizados en 

el proceso de cristalización. 

Tabla 3. Observadores de estado para la cristalización. 

 

El diseño de la estructura del observador requiere de una apropiada ganancia (Dochain, 2003) y 

esta es seleccionada basada en la estabilidad de la dinámica del error del sistema (Busawon & 

Kabore, 2001). La ganancia del observador puede ser encontrada utilizando el polinomio de 

Butterworth, la fórmula de Ackermann (Di Ruscio, 2009) y de la ecuación de Riccati (Farza et al., 

2011). Además, la decisión de cada estructura de control de cuál parámetro es el que se requiera 

estimar. Por ejemplo, en el trabajo de Carrillo, (2006) se consideró una misma salida para el 

diseño de los observadores (Luenberger y no lineal de alta ganancia tipo proporcional) y cada uno 

estimaba parámetros diferentes. 

 

Observador Objetivo 
Sistema de 

cristalización 
Puntos positivos Referencia 

ELO Masa de cristales. 
Unidad de 

cristalización. 

Buena estimación 

sin condiciones 

iniciales. 

Damour et al., 

(2010a,b) 

ELO 

Concentración del soluto. Por lote alimentado. 

Robustez contra 

desviaciones del 

modelo. Mesbah et al., 

(2011) EKF 

Modelo robusto 

contra la desviación. 
UKF 

EnKF 

MHE 

ELO Grados Brix. 

Lote semi alimentado 

en un contenedor al 

vacío. 

Masa del cristal, 

sacarosa, agua. 

Damour et al., 

(2010a & 

2010b) 

OL 

Temperatura del interior del 

cristalizador, momento tres de 

la DTC y concentración 
 

Por lotes a vacío, 

evaporación. 

Buena estimación 

sin condiciones 

iniciales. 

(Carrillo, 2006) 

OLAG 

Momento cero, uno de DTC, 

temperatura del interior, 

densidad del vapor. 

Buena estimación 

sin condiciones 

iniciales. 

(Carrillo, 2006) 
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3.3 Sintonización de observadores  

Algunos métodos de sintonización de observadores comúnmente conocidos son las técnicas de 

ubicación o de asignación de polos, además del incremento de convergencia entre el modelo 

original y el estimado. Se considera que todas las variables de estado son medibles y que están 

disponibles Si se demuestra que, si el sistema considerado es de estado completamente 

controlable, los polos del sistema en lazo cerrado se pueden ubicar en cualquier posición deseada 

mediante una retroalimentación del estado a través de una matriz de ganancias. Una de las 

fórmulas muy difundidas es la de Ackermann (Ogata, 2003).  

 

3.3.1 Metodología de sintonización del criterio de Ackermann   

Considerando un sistema lineal o linealizado de la forma (Ecuación 64). Donde se usa el estado 

de retroalimentación de control 𝑢 = −𝐾𝑥. Se asume que el sistema es completamente de estado 

controlable. También se asume que los estados del sistema son completamente controlables 𝑠 =

𝜇1, 𝑠 = 𝜇2, … , 𝑠 = 𝜇𝑛.  Por lo tanto, las características deseadas son (Ogata, 2003): 

|𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐾| = |𝑠𝐼 − 𝐴̃| = (𝑠 − 𝜇1)(𝑠 − 𝜇2)… (𝑠 − 𝜇𝑛) = 𝑠𝑛 + 𝛼𝑠𝑛−1 + ⋯𝛼𝑛−1𝑠 + 𝛼𝑛 = 0 

 

El teorema de Cayley-Hamilton establece que 𝐴̃ satisface su propia ecuación característica, por 

lo tanto: 

∅(𝐴̅) = 𝐴̃𝑛 + 𝛼1𝐴̃
𝑛−1 + ⋯+ 𝛼𝑛−1𝐴̃ + 𝛼𝑛𝐼 = 0    

Utilizando la Ecuación (81) para derivar la fórmula de Ackermann. Para simplificar la derivación, 

se considerará el caso donde 𝑛 = 3. Con las siguientes identidades: 

𝐼 = 𝐼                       

𝐴̃ = 𝐴 − 𝐵𝐾                                 

𝐴̃2 = (𝐴 − 𝐵𝐾)2 = 𝐴2 − 𝐴𝐵𝐾 − 𝐵𝐾𝐴̃                  

𝐴̃3 = (𝐴 − 𝐵𝐾)3 = 𝐴3 − 𝐴2𝐵𝐾 − 𝐴𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐵𝐾𝐴̃2    

             

(80) 

3)) 

(81) 

3)) 

Conjunto de Ecuaciones (82) 

3)) 
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multiplicando las ecuaciones anteriores por 𝛼3, 𝛼2, 𝛼1 y 𝛼0 (donde 𝛼0 = 1). Respectivamente y 

agregando los resultados se obtiene: 

𝛼3𝐼 + 𝛼2𝐴̃ + 𝛼1𝐴̃
2 + 𝐴̃3= 

𝛼3𝐼 + 𝛼2(𝐴 − 𝐵𝐾) + 𝛼1(𝐴
2 − 𝐴𝐵𝐾 − 𝐵𝐾𝐴̃) + 𝐴3 − 𝐴2𝐵𝐾 − 𝐴𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐵𝐾𝐴̃2 

𝛼3𝐼 + 𝛼2𝐴 + 𝛼1𝐴
2 + 𝐴̃3 − 𝛼2𝐵𝐾 − 𝛼2𝐴𝐵𝐾 − 𝛼1𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐴2𝐵𝐾 − 𝐴𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐵𝐾𝐴2 

 

considerando la Ecuación (81), se tiene: 

𝛼3𝐼 + 𝛼2𝐴̃ + 𝛼1𝐴̃
2 + 𝐴̃3 = ∅(𝐴̃) = 0                                                        

𝛼3𝐼 + 𝛼2𝐴̃ + 𝛼1𝐴̃
2 + 𝐴̃3 = ∅(𝐴̃) ≠ 0                            

Sustituyendo las últimas dos ecuaciones en la Ecuación (83): 

∅(𝐴̃) = ∅(𝐴) − 𝛼2𝐵𝐾 − 𝛼1𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐵𝐾𝐴̃2 − 𝛼1𝐴𝐵𝐾 −  𝐴𝐵𝐾𝐴̃ − 𝐴2𝐵𝐾                         

desde ∅(𝐴̃) = 0 se obtiene: 

∅(𝐴) = 𝐵(𝛼2𝐾 + 𝛼1𝐾𝐴̃ + 𝐾𝐴̃2) + 𝐴𝐵(𝛼1𝐾 + 𝐾𝐴̃) + 𝐴2𝐵𝐾 

= [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵] [
𝛼2𝐾 + 𝛼1𝐾𝐴̃ + 𝐾𝐴̃2

𝛼1𝐾 + 𝐾𝐴̃
𝐾

]                 

El sistema es un estado completamente controlable, la inversa de la matriz controlable existe 

[𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵]. Premultiplicando ambos lados de la Ecuación (86) por el inverso de la matriz 

controlable, se obtiene: 

[𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵]−1∅(𝐴) = [
𝛼2𝐾 + 𝛼1𝐾𝐴̃ + 𝐾𝐴̃2

𝛼1𝐾 + 𝐾𝐴̃
𝐾

]                  

pre-multiplicando ambos lados de la ecuación por [0 0 1]: 

(83) 

3)) 

(84) 

3)) 
(85) 

3)) 

(86) 

3)) 

(87) 

3)) 

(88) 

3)) 
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[0 0 1][𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵]−1∅(𝐴) = [0 0 1] [
𝛼2𝐾 + 𝛼1𝐾𝐴̃ + 𝐾𝐴̃2

𝛼1𝐾 + 𝐾𝐴̃
𝐾

] = 𝐾                 

la cual puede ser reescrita como: 

[0 0 1][𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵]−1∅(𝐴) = 𝐾                   

Ésta última ecuación da el requerimiento de la retroalimentación de estado de la ganancia de la 

matriz K.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(89) 

3)) 

(90) 

3)) 
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4. Síntesis de antecedentes, hipótesis, justificación y objetivos 

En el presente capítulo se expone la síntesis de antecedentes, justificación, objetivo general y 

específicos del presente trabajo de investigación. 

 

4.1 Síntesis de Antecedentes 

La estimación por medio de observadores de estados es una estrategia de la automatización para 

poder determinar con las salidas medidas todos los estados del sistema o bien algunos estados 

que son de interés. Los usos de los observadores se encuentran en la estimación de fallas y para 

el desarrollo posterior de control por retroalimentación. La importancia que tiene la estimación 

se encuentra en los resultados que podrían obtenerse sin necesidad de instrumentos costosos o 

bien que no podrían implementarse in situ. Se considera que un observador tipo Luenberger 

puede ser utilizado para sistemas no complejos (sin no-linealidades duras) pudiéndose utilizar 

para el proceso de cristalización (Carrillo 2006; Carrillo et al., 2008). Además, el resultado de la 

convergencia de la estimación y de los estados estimados varía con el procedimiento de 

sintonización y de la estructura del observador. 

 

4.2 Hipótesis 

La colocación de polos de la matriz del sistema-observador en diferentes regiones del semiplano 

izquierdo del plano complejo proporcionará una mejor estimación de estados para las diferentes 

estructuras de observadores utilizadas en la cristalización por lotes de sulfato de amonio y agua.   

 

4.3 Justificación 

Se han analizado diferentes trabajos de investigación que utilizan estructuras de observadores los 

cuales tienen su origen del observador tipo Luenberger. La sintonización de estos observadores 

se ha realizado conforme a la estabilidad de la ecuación del error tanto en el caso proporcional o 

proporcional integral variando en metodologías. Por lo tanto, el presente trabajo de investigación 

presenta áreas de oportunidad obtenidas de revisión bibliográfica: 
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1)  Evaluación global de diferentes estructuras de observadores con la misma metodología de 

sintonización. 

2) Determinar si es que comparten ambas estructuras soluciones compartidas. 

 

4.4 Objetivo General 

Diseñar observadores lineales Luenberger P y PI de orden completo mediante las fórmulas de 

Ackermann para la estimación de parámetros no medibles directamente en la operación unitaria 

de la cristalización de sulfato de amonio y agua. 

 

4.5 Objetivos Específicos 

• Diseñar un observador lineal tipo Luenberger P (Proporcional) y PI (Proporcional-Integral) 

para un modelo matemático específico para la operación unitaria de la cristalización. 

• Sintonizar las estructuras de observadores mediante la fórmula de Ackermann en 

diferentes regiones de colocación y polos 

• Realizar simulación numérica en el dominio del tiempo de cada tipo de observador. 

• Comparar los diferentes tipos de observadores propuestos para evaluar el que 

proporciona la mejor estimación.  
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5. Metodología 

El presente capitulo muestra la metodología que hizo posible la realización del trabajo, partiendo 

de cómo se linealizó el sistema original presentado en Mesbah et al., (2011) para después generar 

los observadores proporcional y proporcional-integral y a su vez sintonizarlos bajo el criterio de 

Ackerman y la posterior evaluación de ambos observadores de estado. 

5.1 Metodología general del trabajo de investigación 

El presente trabajo de investigación considera la siguiente metodología general (Figura 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Metodología general del trabajo de investigación. 

A continuación, se describe con mayor detalle la metodología del trabajo de investigación. 

 

 

 

Modelo no lineal del 

cristalizador utilizado por 

Mesbah et al., (2011)  

Modelo linealizado a partir 

del método utilizado por 

Carrillo et al., (2014) 

Sintonización de los 

observadores por medio del 

criterio de Ackerman  

Diseño del observador 

Proporcional (P) 

Diseño del observador 

Proporcional-Integral (PI) 

Evaluación de la estructura de 

los observadores mediante la 

Ecuación (100) 
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5.2 Caso de estudio: Modelo no lineal de un Cristalizador Evaporador Semi-industrial de Lote 

Alimentado  

El caso de estudio es el propuesto por Mesbah et al., (2011) descrito por las Ecuaciones (26)-(28) 

de la sección 2.3.1. Se trata de la cristalización de sulfato de amonio y agua. La cristalización toma 

lugar en un tubo cristalizador de aspiración 75 L. El cristalizador Semi-industrial de un único 

compartimento con mezclado perfecto con una entrada y dos corrientes de salida. La operación 

de alimentación del lote se ejerce para compensar las pérdidas en el volumen de cristalización 

debido a la evaporación del solvente y agua. Por lo tanto, el cristalizador se alimenta 

continuamente durante la ejecución del lote con una corriente de alimentación libre de cristales 

que contiene amonio. Por otro lado, la salida fluye desde el cristalizador incluye una corriente de 

eliminación de producto no clasificado también como una corriente de vapor que está libre de 

cristal y soluto. El flujo del producto es retirado del cristalizador en intervalos regulares de tiempo 

de unos 100 segundos. El flujo del producto es diluido con la solución saturada de alimentación 

cada 20 segundos para facilitar la medición en línea de CSD con un instrumento de difracción de 

láser. 

Neuman & Kramer, (2002) demostraron que la evolución de CSD en cristalizadores industriales 

puede ser adecuadamente medida en la base del láser principalmente cuando la concentración 

del sólido es baja 1.5 % en volumen. Cabe señalar que la siembra se lleva a cabo para garantizar 

la reproducibilidad de los lotes y el logro de las especificaciones de calidad del producto deseado. 

Las corridas experimentales por lotes se inician insertando ciertas cantidades de semillas molidas 

de un tamiz conocido para la fracción en el cristalizador.  

En este trabajo de investigación se realizan simulaciones sobre la dinámica del sistema 

específicamente sobre la variación de condiciones iniciales y parámetros utilizando plataforma 

Matlab®. 
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5.3 Metodología de linealización 

Es conveniente, al analizar un sistema no lineal (Ecuaciones 25 a 27), comenzar linealizando el 

sistema alrededor de algún punto de operación y estudiar al sistema lineal resultante. Sin 

embargo, esto no es suficiente debido básicamente a dos razones (Byrnes & Isidori., 1989): 

• La linealización sólo predice el comportamiento local, no sirve para estudiar el 

comportamiento lejos del punto de operación. 

• La dinámica de un sistema no lineal es mucho más compleja que la de un sistema lineal 

debido a la presencia de fenómenos no lineales como: escape en tiempo finito, múltiples 

puntos de operación aislados, etc. 

 

Empleando la linealización del modelo no lineal, se tiene un modelo lineal alrededor de un 

punto de operación (𝑥, 𝑢) = (𝑥0, 𝑢0): Ecuación 64 y 65. 

donde 𝐴 (Ecuación 64) es la matriz del sistema, 𝐵 (Ecuación 64) es la matriz de distribución de las 

entradas manipulables, 𝐶 (Ecuación 65) es la matriz de distribución de salidas observables o 

informativas, además 𝑥 (Ecuaciones 64 y 65) es el vector de estado del sistema, 𝑢 (Ecuación 64) 

es el vector de entradas manipulables del sistema. Las matrices 𝐴, 𝐵 𝑦 𝐶tienen la siguiente forma: 

𝐴 = (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑢)

𝑑𝑥
)
𝑥=𝑥0,𝑢=𝑢0

 

𝐵 = (
𝜕𝑓(𝑥, 𝑢)

𝑑𝑥
)
𝑥=𝑥0,𝑢=𝑢0

 

𝐶 = (
𝜕𝑔(𝑥, 𝑢)

𝑑𝑥
)
𝑥=𝑥0,𝑢=𝑢0

 

 

Considerando al vector 𝑓(𝑥, 𝑢) como los estados del sistema y al vector 𝑔(𝑥, 𝑢) como las salidas 

del sistema. La linealización permite tener una buena aproximación del comportamiento del 

sistema en un punto de operación nominal. Lo cual es fundamental para poder emplear las 

siguientes metodologías de sintonización. 

 

(91) 

3)) 
(92) 

3)) 

(93) 

3)) 
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5.3.1 Linealización del sistema de estudio descrito por Mesbah et al., (2011) 

Para linealizar el modelo presentado por Mesbah et al., (2011) se utilizó el método empleado por 

Carrillo et al., (2014) en el cual un sistema no lineal puede estar definido por las ecuaciones: 

𝑑𝒙

𝑑𝑡
= 𝑓(𝒙, 𝒖,𝒘) 

𝒚 = 𝑔(𝒙, 𝒖,𝒘) 

donde 𝒙 es el vector de estado del proceso, 𝒘 es el vector de entradas exógenas, y es el vector 

de salidas medidas y 𝒖 es el vector de señales de control. 

Por otro lado, según García-Alvarado & Ruíz-López (2010) y Carrillo et al., (2011) un sistema lineal 

puede definirse por las ecuaciones: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑤 + 𝐵2𝑢 

𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐷11𝑤 + 𝐷12𝑢 

donde las matrices 𝐴,  𝐵1,  𝐵2, 𝐶1, 𝐷11, 𝐷12 son producto de la linealización de las ecuaciones 

diferenciales representadas por  𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5 y  𝑓6: 

𝑓1 = 01𝐵0 + 0𝐺𝑥1 −
𝑥1𝑄𝑝

𝑉
                                            

𝑓2 = 02𝐵0 + 𝐺𝑥2 −
𝑥2𝑄𝑝

𝑉
                                

𝑓3 = 03𝐵0 + 2𝐺𝑥3 −
𝑥3𝑄𝑝

𝑉
                                            

𝑓4 = 04𝐵0 + 3𝐺𝑥4 −
𝑥4𝑄𝑝

𝑉
                                

𝑓5 = 04𝐵0 + 4𝐺𝑥5 −
𝑥5𝑄𝑝

𝑉
                  

𝑓6 =
(
𝑄𝑝(𝐶∗−𝑥6)

𝑉
)+3𝐾𝑣𝐺𝑥3(𝑘1+𝑥6)

1−𝑘𝑉𝑥4
+

𝑘2𝑢1

1−𝐾𝑣𝑥4
       

 

 

(94) 

3)) (95) 

3)) 

(96) 

3)) (97) 

3)) 

Conjunto de ecuaciones (98) 

3)) 
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Considerando que 𝑢1 es igual a 𝑤1(entrada exógena). Por lo tanto, las matrices 

𝐴, 𝐵1, 𝐷11, 𝐷12 𝑦 𝐶1  tienen la siguiente representación: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2𝑠

⋯
⋯

𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2𝑠

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛𝑠]

 
 
 
 
 
 
 

                                              𝐵1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑓1
𝜕𝑢2𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑢2𝑠

⋯
⋯

𝜕𝑓1
𝜕𝑢𝑐𝑠

𝜕𝑓2
𝜕𝑢𝑐𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑢2𝑠

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑢𝑐𝑠]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐶1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑔1

𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑔1

𝜕𝑥2𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑥2𝑠

⋯
⋯

𝜕𝑔1

𝜕𝑥𝑛𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑥𝑛𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑟

𝜕𝑥1𝑠

𝜕𝑔𝑟

𝜕𝑥2𝑠
⋯

𝜕𝑔𝑟

𝜕𝑥𝑛𝑠]
 
 
 
 
 
 
 

                                      𝐷11 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑔1

𝜕𝑤1𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑤1𝑠

𝜕𝑔1

𝜕𝑤2𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑤2𝑠

⋯
⋯

𝜕𝑔1

𝜕𝑤𝑚𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑤𝑚𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑤1𝑠

𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑤2𝑠
⋯

𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑤𝑚𝑠]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐷12 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑔1

𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑔1

𝜕𝑢2𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑢2𝑠

⋯
⋯

𝜕𝑔1

𝜕𝑢𝑐𝑠

𝜕𝑔2

𝜕𝑢𝑐𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑢1𝑠

𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑢2𝑠
⋯

𝜕𝑔𝑛

𝜕𝑢𝑐𝑠]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

donde los subíndices 𝑛 representan la dimensión de los estados, c representa la dimensión de las 

entradas al sistema, 𝑚 representa la dimensión de las señales exógenas en las salidas medidas y 

s representa al estado estacionario en el punto de operación.  Considerando también que la 

matriz de perturbación es 𝐸 = 𝐷11.  

 

 

 

 

 

Conjunto de ecuaciones (99) 

3)) 
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5.4 Metodología de sintonización de observadores para el sistema de estudio 

Se utilizará la fórmula de Ackerman para la colocación de polos en regiones deseadas del plano 

complejo del sistema-observador para la estructura del observador P y del PI. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Colocación de polos del sistema-observador en el plano complejo mediante el 

criterio de sintonización de Ackerman. 

 

Con este comparativo, se podrá tener una apreciación global del comportamiento de cada 

estructura del observador por ejemplo cuál de las dos presenta una mayor estabilidad que otra. 

 

5.5 Metodología para el diseño de observadores proporcionales y proporcionales integrales 

Utilizado la metodología propuesta por Ackermann es posible realizar la sintonización de 

observadores proporcionales y proporcionales integrales. La metodología propuesta en este 

trabajo de investigación es la siguiente:  

a) Determinar los valores propios del sistema de lazo abierto.  

b) La colocación de polos para el observador proporcional utilizando la metodología de 

Ackermann debe de ser muy semejante a los valores propios del sistema de lazo abierto, 

considerando la estabilidad del sistema (todos los valores propios deben ser menores que 

cero).  
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c) A partir de a la colocación de polos inicial, se realizó una variación del 5 % del valor original 

de los polos hasta tener una variación total del 100 %. 

d) Con las ganancias obtenidas correspondientes a las variaciones arriba mencionadas. se 

realizaron simulaciones en dominio del tiempo empleando el método Runge-Kuttha de 

cuarto orden programado en la plataforma Matlab®. 

e) Se realiza una evaluación del desempeño mediante la Ecuación (100) de todos los posibles 

observadores que pueden ser aplicados para ese sistema de estudio. 

 

5.6 Evaluación de diferentes estructuras de observadores  

Para realizar la evaluación de diferentes estructuras de observadores, se utilizaron métricas 

desempeño para evaluar la convergencia entre el estado estimado y el estado original; la 

condición inicial del estado estimado y del estado original es diferente en orden de magnitud. Se 

realizó simulación numérica utilizando el método de Runge-Kuttha de 4to orden para resolver las 

ecuaciones diferenciales. Se utilizó como plataforma de programación el software Matlab®. 

𝑥𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 = ∑|𝑥𝑛𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙
− 𝑥𝑛𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑑𝑜

|

𝑛

𝑖=1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(100) 

3)) 
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6. Resultados 

En este capítulo se presentan todos los resultados obtenidos en el presente trabajo de 

investigación. Se incluyen las simulaciones de modelo original utilizado por Mesbah et al., (2011), 

así como las estructuras y los resultados obtenidos de las simulaciones realizadas en Matlab® de 

los observadores Proporcionales (P) y los observadores Proporcionales-Integrales (PI). 

 

6.1 Resultados de la simulación de modelo no lineal del cristalizador 

El modelo no lineal descrito por el conjunto de ecuaciones diferenciales (26) y (27) con 𝑖 = 1, 2, 3, 

y el momento hipotético 4 (𝑖 = 4),  ecuaciones algebraicas 𝐵0 y 𝐺  del conjunto de Ecuaciones 

(29) y con los parámetros:  𝐶𝑠𝑎𝑡 = 0.46 𝑚𝑜𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜/𝐿 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛, 𝐺 = 1.0 𝑚/𝑠, 𝐻𝐶 =

60.75 𝑘𝐽/𝑘𝑔, 𝐻𝐿 = 69.86 𝑘𝐽/𝑘𝑔, 𝐻𝑣 = 2.59 × 103 𝑘𝐽/𝑘𝑔, 𝑘𝑣 = 0.43,  𝑘𝑏 = 1.02 × 1014/𝑚4, 

𝑘𝑔 = 7.5 × 105 𝑚/𝑠, 𝑄𝑝 = 1.73 × 10−6𝑚3/𝑠, 𝑉 = 7.50 × 10−2𝑚3, 𝜌𝑐 = 1767.35𝑘𝑔/𝑚3 ,  

𝜌𝑙 = 1248.931767.35𝑘𝑔/𝑚3, 𝐺𝑚𝑎𝑥 = 2.5 × 10−8𝑚/𝑠. Fue simulado con el método Runge- 

Kuttha de cuarto orden con un tiempo de simulación de 1000 s obteniéndose la siguiente 

dinámica (Figura 9-17). 

Figura 9. Número total de cristales. 
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Figura 10. Longitud total de cristales. 

 

 

Figura 11. Área superficial de cristales. 
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Figura 12. Volumen total de cristales. 

 

 

Figura 13. Respuesta del momento hipotético 4. 

Las Figuras 9 a la 13 tienen una tendencia semejante, cabe mencionar que es considerado un 

tiempo de simulación hasta 1000 s, pero el comportamiento que se observa tiene una tendencia 

a incrementarse para el momento 0, 1, 2, 3 y 4. 
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Figura 14. Velocidad de nucleación. 

En la Figura 14, existe un valor máximo en la velocidad de nucleación de 13 (1/(𝑚3 𝑠) en un 

tiempo aproximado de 400 s. 

Figura 15. Velocidad de crecimiento. 

En la Figura 15 se observa que la velocidad de crecimiento inicia con 3 × 106 (𝑚/𝑠), 

posteriormente hay una fase de decremento que inicia en los 300 s hasta los 600 s, donde 

mantiene un valor constante con tendencia hacia cero hasta el final del tiempo de simulación. 
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Figura 16. Concentración de soluto. 

En la Figura 16 se muestra la concentración de soluto en la mezcla la cual tiene un valor inicial de 

0.5 𝑚𝑜𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜/𝐿 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 manteniéndose un incremento moderado hasta 

aproximadamente 300 s, donde posteriormente hay un decremento de la concentración hasta un 

tiempo aproximado de 500 s. A partir de los 600 s hasta el final de la simulación, se mantiene la 

concentración de manera constante. La concentración es un parámetro importante para generar 

la sobresaturación que es la fuerza motriz de la cristalización. 

Figura 17. Calor de entrada. 

 



46 
 

En la Figura 17 se muestra el calor de entrada, el cual se considera que es una entrada al sistema 

y para la simulación no lineal el valor numérico de este parámetro se considera constante. En esta 

simulación no es considerada una perturbación en la entrada para este parámetro. 

6.2 Sistema linealizado 

Para la representación del modelo linealizado son necesarias las matrices de lazo abierto, estas 

son presentadas en su forma general en el conjunto de Ecuaciones (99) y a continuación se 

muestran las matrices de lazo abierto específicas para el caso de estudio:    

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
−5.82 × 10−5 0 0 306 × 106 0 7.56 × 106

3 × 10−6 −2.3067 × 10−5 0 0 0 7.5 × 10−8

0 6 × 10−6 −2.30 × 10−5 0 0 1.5 × 10−7

0 0 9 × 10−6 −2.3 × 10−5 0 2.25 × 10−7

0 0 0 1.20 × 10−5 −2.3 × 10−5 3 × 10−7

0 0 −2.79 × 10−6 7.14 × 10−6 0 −2.13 × 110−5]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐵1 =

[
 
 
 
 

0
0
0
0
0

1.9495 × 10−6]
 
 
 
 

 

𝐶 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 

𝐸 =

[
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1.9495 × 10−6]

 
 
 
 
 

 

 

 

 

Teniendo en cuenta el conjunto de Ecuaciones (101) el modelo linealizado se encuentra 

representado a continuación (conjunto de Ecuaciones (102)): 

Conjunto de ecuaciones (101) 

3)) 
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𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= −5.82 × 10−5𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 + 306 × 106𝑥4 + 0𝑥5 + 7.65 × 106𝑥6 + 0𝑢1 

 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 3 × 106𝑥1 − 2.3067 × 10−5𝑥2 + 0𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5 + 7.5 × 10−8𝑥6 + 0𝑢1 

 

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 6 × 106𝑥2 − 2.30 × 10−5𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5 + 1.5 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 

 

𝑑𝑥4

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 9 × 10−6𝑥3 − 2.3 × 10−5𝑥4 + 0𝑥5 + 2.25 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 

 

𝑑𝑥5

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 + 1.20 × 10−5𝑥4 − 2.30 × 10−5𝑥5 + 3 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 

 

𝑑𝑥6

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 − 2.79 × 10−6𝑥3 + 7.14 × 10−6𝑥4 + 0𝑥5 + 7.31 × 10−5𝑥6

+ 1.9495 × 10−6𝑢1 

 

 

Con el conjunto de Ecuaciones (101) y (102) es posible realizar un análisis preliminar de 

observabilidad para posteriormente realizar la sintonización de observadores de estado. 

 

6.3 Análisis preliminar de observabilidad  

El cristalizador descrito por Mesbah et al., (2011) tiene los siguientes valores propios utilizando 

la matriz característica 𝐴 obtenida del conjunto de Ecuaciones (101): 

 

 

 

Conjunto de ecuaciones (102) 

3)) 



48 
 

𝐸𝑖𝑔(𝐴) =

[
 
 
 
 
 
 

 −2.3 × 10−5

−0.0149
−0.317 × 10−5 + 0.01𝑖
−0.317 × 10−5 − 0.01𝑖

−0.0149
−0.2321 × 10−5

−0.5 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

Conforme a los valores propios de la matriz característica algunos de ellos contienen números 

complejos y otros se encuentran muy cerca de ser inestables (valores positivos). Por esta razón, 

el sistema tiene una estabilidad general muy sensible ante parámetros de bifurcación que pueden 

afectar la estabilidad del sistema y por lo tanto el diseño de observadores de estado. 

Para poder diseñar cualquier tipo de observador se requiere la matriz de observabilidad para 

saber cuántos estados pueden ser estimados. Para esto, se requiere la matriz 𝐴 y la matriz 𝐶 

obtenidas del conjunto de Ecuaciones (101). Utilizando la función “obsv” de Matlab® la cual es 

descrita a continuación: 

𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 = 𝑜𝑏𝑠𝑣(𝐴, 𝐶) 

 

𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑛𝑜 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝐴) − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶) 

 

El número de estados no observables para este sistema es cero, por lo tanto, es posible estimar 

todos los estados del sistema de estudio. 

 

6.4 Resultados para el observador proporcional 

Mediante la matriz Est1com del conjunto de Ecuaciones (106), la cual es la matriz del sistema y el 

observador es posible determinar como parámetro de estabilidad el valor máximo de la parte real 

de los valores propios de esta matriz como se muestra a continuación: 

 

𝑅1 = 𝐴 − (𝑘𝑝)(𝐶), 𝑅2 = 𝐸, 𝑅3 = −𝑘𝑖(𝐶), 𝑅4 = 0(1×1), 𝐸𝑠𝑡1𝑐𝑜𝑚 = [𝑅1, 𝑅2 ;  𝑅3, 𝑅4], 𝐸𝑖𝑔𝑀𝑎𝑥 =

max (𝑅𝑒(𝑒𝑖𝑔(𝐸𝑠𝑡1𝑐𝑜𝑚))          

 

(103) 

3)) 

(104) 

3)) 

(105) 

3)) 

Conjunto de ecuaciones (106) 

3)) 
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De la Ecuación (103) se observa que no todos los valores propios de A tienen parte real negativa, 

por lo tanto, este sistema es inestable.  La colocación de polos debe de tener la característica de 

estabilidad, de tal modo que los polos elegidos deben tener una parte real negativa para 

garantizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado, así que la primera aproximación que se 

consideró con los siguientes polos: 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 =

[
 
 
 
 
 

−0.230
−0.014

−0.317 + 0.01𝑖
−0.317 − 0.01𝑖

−0.014
−0.232 ]

 
 
 
 
 

 

A partir de los valores mostrados en la Ecuación (107) se realizan variaciones del 5% hasta el 100% 

de su valor tendiendo hacia una zona con mayor estabilidad. Esta variación se muestra de manera 

más detallada en la Tabla 4 variación de los valores propios a partir de la Ecuación (107). 

De la misma manera en la Tabla 5 valores de EigMax se muestra los valores de EigMax obtenidos 

con cada variación de los valores mostrados en la Ecuación (107). 

Tabla 4. Variación de los valores propios a partir de la Ecuación (107). 

Porcentaje Polos 

0 -0.23 -0.014 -0.317+0.01i -0.317-0.01i -0.014 -0.232 

5 -0.2415  -0.0147  -0.3329 + 0.0105i -0.3329 - 0.0105i   -0.0147    -0.2436  

10 -0.2530  -0.0154  -0.3487 + 0.0110i -0.3487 - 0.0110i   -0.0154   -0.2552  

15  -0.2645 -0.0161 -0.3645 +0.0115i -0.3645 - 0.0115i   -0.0161    -0.2668  

20 -0.2760  -0.0168  -0.3804 +0.0120i -0.3804 - 0.0120i   -0.0168    -0.2784  

25 -0.2875  -0.0175  -0.3962 +0.0125i -0.3962 - 0.0125i   -0.0175    -0.2900  

30 -0.2990  -0.0182  -0.4121 +0.0130i -0.4121 - 0.0130i   -0.0182    -0.3016  

35 -0.3105  -0.0189  -0.4280 +0.0135i -0.4280 - 0.0135i   -0.0189    -0.3132  

40 -0.3220 -0.0196  -0.4438 +0.0140i -0.4438 - 0.0140i   -0.0196    -0.3248  

45 -0.3335 -0.0203  -0.4597 +0.0145i -0.4597 - 0.0145i   -0.0203    -0.3364  

50 -0.3450  -0.0210  -0.4755 +0.0150i -0.4755 - 0.0150i   -0.0210    -0.3480  

55 -0.3565  -0.0217  -0.4914 +0.0155i -0.4914 - 0.0155i   -0.0217    -0.3596  

60 -0.3680  -0.0224  -0.5073 +0.0160i -0.5073 - 0.0160i   -0.0224    -0.3712  

65 -0.3795  -0.0231  -0.5232 +0.0165i -0.5232 - 0.0165i   -0.0231    -0.3828  

70 -0.3910  -0.0238  -0.5391 +0.0170i -0.5391 - 0.0170i   -0.0238    -0.3944  

75 -0.4025  -0.0245  -0.5549 +0.0175i -0.5549 - 0.0175i   -0.0245    -0.4060  

80 -0.4140  -0.0252  -0.5708 +0.0180i -0.5708 - 0.0180i   -0.0252    -0.4176  

85 -0.4255  -0.0259  -0.5866 +0.0185i -0.5866 - 0.0185i   -0.0259    -0.4292  

90 -0.4370  -0.0266 -0.6025 +0.0190i -0.6025 - 0.0190i   -0.0266    -0.4408  

95 -0.4485  -0.0273 -0.6184 +0.0195i -0.6184 - 0.0195i   -0.0273    -0.4524  

100 -0.4600    -0.028  -0.6343 +0.0200i -0.6343 - 0.0200i   -0.0280    -0.4640  

(107) 

3)) 
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Tabla 5. Valores de EigMax con respecto a la variación de los valores de la ecuación (107). 

En la Figura 18 se muestran los valores de la Tabla 5 graficados. 

 

 

 

 

 

Porcentaje EigMax 

0 -0.014 

5 -0.0147 

10 -0.0154 

15 -0.0161 

20 -0.0168 

25 -0.0175 

30 -0.0182 

35 -0.0189 

40 -0.0196 

45 -0.0203 

50 -0.021 

55 -0.0217 

60 -0.0224 

65 -0.0231 

70 -0.0238 

75 -0.0245 

80 -0.0252 

85 -0.0259 

90 -0.0266 

95 -0.0273 

100 -0.028 
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Figura 18. Variación del valor máximo del observador proporcional (EigMax). 

La figura 18 muestra como al decrementar el valor numérico de los valores propios de la Ecuación 

(107) con un tamaño de paso del 5% hasta llegar a una variación del 100% se observa que la 

estabilidad es directamente proporcional a la variación, esto es demostrado por la disminución 

del valor máximo (EigMax) 

Conforme a la Tabla 4 Variación de los valores propios a partir de la Ecuación (107), se obtuvieron 

21 observadores proporcionales que pueden ser aplicados al sistema y todos ellos tienen la misma 

estructura proporcional variando únicamente en sus ganancias (𝐾𝑒)(las ganancias del sistema se 

pueden consultar en la sección de Anexos). Se realizó la simulación numérica de estos 

observadores mediante el software Matlab®. De manera representativa, se muestra (conjunto de 

Ecuaciones (108)) la estructura del observador que se obtiene a partir de 0% de la variación de la 

matriz polos (renglón 1, tabla 4). 

La representación general de un observador proporcional está dada por la Ecuación (66). 

La representación específica del observador obtenido con la variación del 0% de la matriz polos 

se muestra a continuación: 
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𝑑𝑥̃1

𝑑𝑡
= −5.82 × 10−5𝑥̃1 + 0𝑥̃2 + 0𝑥̃3 + 306 × 106𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 7.65 × 106𝑥̃6 + 0𝑢1

+ 0.3169(𝑥1 − 𝑥̃1) − 0.01(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 306 × 106(𝑥4 − 𝑥̃4)
+ 0(𝑥5 − 𝑥̃5) + 765 × 104(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

𝑑𝑥̃2

𝑑𝑡
= 3 × 106𝑥̃1 − 2.3067 × 10−5𝑥̃2 + 0𝑥̃3 + 0𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 7.5 × 10−8𝑥̃6 + 0𝑢1

+ 0.01(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0.3169(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 7.5 × 10−8(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

𝑑𝑥̃3

𝑑𝑡
= 0𝑥̃1 + 6 × 106𝑥̃2 − 2.30 × 10−5𝑥̃3 + 0𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 1.5 × 10−7𝑥̃6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 6 × 10−6(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0.2299(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 1.5 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

𝑑𝑥̃4

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 9 × 10−6𝑥3 − 2.3 × 10−5𝑥4 + 0𝑥5 + 2.25 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 9 × 10−6(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0.0139(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 2.25 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

𝑑𝑥̃5

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 + 1.20 × 10−5𝑥4 − 2.30 × 10−5𝑥5 + 3 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 1.2 × 10−5(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0.0139(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 3 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

𝑑𝑥̃6

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 − 2.79 × 10−6𝑥3 + 7.14 × 10−6𝑥4 + 0𝑥5 + 7.31 × 10−5𝑥6

+ 1.9495 × 10−6𝑢1 + (𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) − 2.79 × 10−6(𝑥3 − 𝑥̃3)
+ 7.14 × 10−6(𝑥4 − 𝑥̃4) + (𝑥5 − 𝑥̃5) + 0.2319(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

 

La simulación numérica se realizó en dominio del tiempo que va desde 0 s hasta 1000 s. Para las 

ecuaciones que corresponden al observador proporcional (descrito por el conjunto de Ecuaciones 

108) con una condición inicial para todos los estados estimados de 0.0001. La condición inicial 

elegida para el observador se considera que es adecuada, ya que físicamente los momentos desde 

el 0 hasta el 4 tienen órdenes de magnitud más pequeños (Carrillo, 2006). 

A continuación, se muestran los resultados de la simulación numérica realizada: 

 

Conjunto de ecuaciones (108) 

3)) 
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Figura 19. Número de cristales. 

En la Figura 19, se muestra el primer estado que representa al número de cristales estimado por 

el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con un porcentaje 

de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa al estado original. La 

línea de color magenta representa el estado estimado con valores originales de la matriz polos, 

con un tiempo de estabilización de 16 s, aproximadamente. Mientras que la línea de color verde 

representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo de 

estabilizacion de 10 s. Con todas las ganancias del observador la respuesta, es suave sin ningún 

tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en este estado 

estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  es el que 

proporciona el mejor desempeño. 
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Figura 20. Área de cristales. 

En la Figura 20, se muestra el segundo estado que representa el área superficial de los cristales 

estimada por el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con 

un porcentaje de variación con los valores originales de la matriz polos. La línea color azul 

representa al estado original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los 

polos iniciales del sistema, con un tiempo de estabilización de 15 s, aproximadamente. Mientras 

que la línea de color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, 

con un tiempo de estabilizacion de 10 s. Con todas las ganancias del observador, la respuesta es 

suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en 

este estado estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  

es la que proporciona el mejor desempeño. 
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Figura 21. Longitud de cristales. 

En la Figura 21, se muestra el tercer estado el cual representa la longitud de los cristales estimada 

por el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa al estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con valores originales de la 

matriz polos, con un tiempo de estabilización de 20 s, aproximadamente. Mientras que la línea 

de color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de estabilizacion de 15 s. Con todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es 

suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en 

este estado estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  

es la que proporciona el mejor desempeño. 
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Figura 22. Volumen de cristales. 

En la Figura 22, se muestra el cuarto estado el cual representa el volumen de cristales estimado 

por el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa al estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con valores originales de la 

matriz polos, con un tiempo de estabilización de 350 s, aproximadamente. Mientras que la línea 

de color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de estabilizacion de 20 s. Con todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es 

suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en 

este estado estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  

es la que proporciona el mejor desempeño. 
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Figura 23. Momento hipotético 4. 

En la Figura 23, se muestra el quinto estado el cual representa el momento hipotético número 4 

estimado por el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con 

un porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa al 

estado original. La línea de color magenta representa el estado estimado con valores originales 

de la matriz polos, con un tiempo de estabilización de 350 s, aproximadamente. Mientras que la 

línea de color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un 

tiempo de estabilizacion de 200 s. Con todas las ganancias del observador se observa que la 

respuesta es suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede 

decir que en este estado estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos 

modificados al 100%  es la que proporciona el mejor desempeño. 
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Figura 24. Concentración de soluto. 

En la Figura 24, se muestra el quinto estado el cual representa la concentración del soluto 

estimada por el observador proporcional. Cada línea representa una estimación del estado con 

un porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa al 

estado original. La línea de color magenta representa el estado estimado con valores originales 

de la matriz polos, con un tiempo de estabilización de 20 s, aproximadamente. Mientras que la 

línea de color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un 

tiempo de estabilizacion de 15 s. Con todas las ganancias del observador se observa que la 

respuesta es suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede 

decir que en este estado estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos 

modificados al 100%  es la que proporciona el mejor desempeño. 

 

La tabla 6, muestra el valor máximo y mínimo de la métrica (Ecuación (100)) para cada estado 

estimado y su correspondiente variación de polos. Con estos datos es posible determinar el mejor 

desempeño al momento de la simulación, lo cual es complementario a la estabilidad del sistema 

mostrado en la Figura 18. 
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Tabla 6. Métricas del observador proporcional (P). 

Conforme a la tabla 5, el orden de los estados que tienen mayor convergencia es:  

𝑥̃2 > 𝑥̃1 > 𝑥̃6 > 𝑥̃3 > 𝑥̃4 = 𝑥̃5 

 

6.5 Resultados para el observador proporcional integral  

Mediante la matriz Est1com (conjunto de Ecuaciones (109)), la cual es la matriz del sistema y el 

observador es posible determinar como parámetro de estabilidad el valor máximo de la parte real 

de los valores propios de esta matriz como se muestra a continuación: 

 

𝑅1 = 𝐴 − 𝑘𝑝(𝐶), 𝑅2 = 𝐸, 𝑅3 = −𝑘𝑖(𝐶), 𝑅4 = 0(1×1), 𝐸𝑠𝑡1𝑐𝑜𝑚 = [𝑅1, 𝑅2 ;  𝑅3, 𝑅4], 𝐸𝑖𝑔𝑀𝑎𝑥 =

max (𝑅𝑒(𝑒𝑖𝑔(𝐸𝑠𝑡1𝑐𝑜𝑚)) 
 

 

 

 
Los valores propios de la matriz característica de la matriz en lazo abierto (𝐴) son los siguientes: 

 
 

𝐸𝑖𝑔(𝐴) =

[
 
 
 
 
 
 

 −2.3 × 10−5

−0.0149
−0.317 × 10−5 + 0.01𝑖
−0.317 × 10−5 − 0.01𝑖

−0.0149
−0.2321 × 10−5

−0.5 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

Se observa que no todos los valores propios de 𝐴 tienen parte real negativa, por lo tanto, este 

sistema es inestable.  La colocación de polos debe de tener la característica de estabilidad, por lo 

tanto, los polos elegidos deben tener la parte real negativa para garantizar la estabilidad del 

sistema en lazo cerrado, por lo tanto, la primera aproximación que se considera son los siguientes 

polos: 

Estado Máximo % Polos Mínimo  % Polos Desviación Media 

𝑥̃1 0.00330171 0 0.00167619 100 0.00049274 0.00231295 

𝑥̃2 0.0031029 0 0.00157696 100 0.00046262 0.00217467 

𝑥̃3 0.00439762 0 0.00222428 100 0.00065891 0.00307629 

𝑥̃4 0.07147871 0 0.03576446 100 0.01082603 0.04976458 

𝑥̃5 0.07147871 0 0.03576446 100 0.01082603 0.04976458 

𝑥̃6 0.00436046 0 0.00220539 100 0.00065321 0.0030503 

Conjunto de ecuaciones (109) 

3)) 

 (110) 

3)) 
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𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 =

[
 
 
 
 
 

−0.230
−0.014

−0.317 + 0.01𝑖
−0.317 − 0.01𝑖

−0.014
−0.232
−0.5 ]

 
 
 
 
 

 

 

A partir de los valores mostrados en la Ecuación (111) se realizan variaciones del 5% hasta el 100% 

de su valor tendiendo hacia una zona con mayor estabilidad. Esta variación se muestra de manera 

más detallada en la Tabla 7 variación de los valores propios a partir de la Ecuación (111). 

De la misma manera en la Tabla 8 valores de EigMax se muestra los valores de EigMax obtenidos 

con cada variación de los valores mostrados en la Ecuación (111). 

Tabla 7. Variación de los valores propios a partir de la Ecuación (111). 

 

 

 

 

Porcentaje Polos 

0 -0.230 -0.14 -0.317+0.01i -0.317-0.01i -0.15 -0.232 -0.5 

5 -0.2415   -0.0147   -0.3329 + 0.0105i   -0.3329 - 0.0105i   -0.0147    -0.2436    -0.5250  

10 -0.2530   -0.0154   -0.3487 + 0.0110i   -0.3487 - 0.0110i   -0.0154    -0.2552    -0.5500  

15 -0.2645   -0.0161    -0.3645+ 0.0115i   -0.3645 - 0.0115i   -0.0161    -0.2668    -0.5750  

20 -0.2760   -0.0168   -0.3804 + 0.0120i   -0.3804 - 0.0120i   -0.0168    -0.2784    -0.6000  

25 -0.2875   -0.0175   -0.3962 + 0.0125i   -0.3962 - 0.0125i   -0.0175    -0.2900    -0.6250  

30  -0.2990   -0.0182   -0.4121 + 0.0130i   -0.4121 - 0.0130i   -0.0182    -0.3016    -0.6500  

35 -0.3105   -0.0189   -0.4280 + 0.0135i   -0.4280 - 0.0135i   -0.0189    -0.3132    -0.6750  

40 -0.3220    -0.0196   -0.4438 + 0.0140i   -0.4438 - 0.0140i   -0.0196    -0.3248    -0.7000  

45 -0.3335   -0.0203   -0.4597 + 0.0145i   -0.4597 - 0.0145i   -0.0203    -0.3364    -0.7250  

50 -0.3450   -0.0210   -0.4755 + 0.0150i   -0.4755 - 0.0150i   -0.0210    -0.3480    -0.7500  

55  -0.3565   -0.0217   -0.4914 + 0.0155i   -0.4914 - 0.0155i   -0.0217    -0.3596    -0.7750  

60  -0.3680   -0.0224   -0.5072 + 0.0160i   -0.5072 - 0.0160i   -0.0224    -0.3712    -0.8000  

65  -0.3795   -0.0231   -0.5231 + 0.0165i   -0.5231 - 0.0165i   -0.0231    -0.3828    -0.8250  

70  -0.3910   -0.0238   -0.5389 + 0.0170i   -0.5389 - 0.0170i   -0.0238    -0.3944    -0.8500  

75  -0.4025   -0.0245   -0.5547 + 0.0175i   -0.5547 - 0.0175i   -0.0245    -0.4060    -0.8750  

80  -0.4140   -0.0252   -0.5706 + 0.0180i   -0.5706 - 0.0180i   -0.0252    -0.4176    -0.9000  

85  -0.4255    -0.0259   -0.5865 + 0.0185i   -0.5865 - 0.0185i   -0.0259    -0.4292    -0.9250  

90 -0.4370    -0.0266   -0.6023 + 0.0190i   -0.6023 - 0.0190i   -0.0266    -0.4408    -0.9500  

95  -0.4485    -0.0273   -0.6181 + 0.0195i   -0.6181 - 0.0195i   -0.0273    -0.4524    -0.9750  

100 -0.4600    -0.0280   -0.6340 + 0.0200i   -0.6340 - 0.0200i   -0.0280    -0.4640    -1.0000  

 (111) 
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Porcentaje EigMax 

0 -0.014 

5 -0.0147 

10 -0.0154 

15 -0.0161 

20 -0.0168 

25 -0.0175 

30 -0.0182 

35 -0.0189 

40 -0.0196 

45 -0.0203 

50 -0.021 

55 -0.0217 

60 -0.0224 

65 -0.0231 

70 -0.0238 

75 -0.0245 

80 -0.0252 

85 -0.0259 

90 -0.0266 

95 -0.0273 

100 -0.028 

Tabla 8. Valores de EigMax con respecto a la variación de los valores de la ecuación (111). 

En la Figura 25 se muestran los valores de la Tabla 8 graficados. 
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Figura 25. Variación del valor máximo del observador proporcional integral (EigMax). 

La figura 25 muestra como al decrementar el valor numérico de los valores propios de la Ecuación 

(107) con un tamaño de paso del 5% hasta llegar a una variación del 100% se observa que la 

estabilidad es directamente proporcional a la variación, esto es demostrado por la disminución 

del valor máximo (EigMax). 

 

Conforme a la Tabla 7 Variación de los valores propios a partir de la Ecuación (111), se obtuvieron 

21 observadores proporcionales-integrales que pueden ser aplicados al sistema y todos ellos 

tienen la misma estructura proporcional variando únicamente en sus ganancias (𝐾𝑒) )(las 

ganancias del sistema se pueden consultar en la sección de Anexos). Se realizó la simulación 

numérica de estos observadores mediante el software Matlab®. De manera representativa, se 

muestra (conjunto de Ecuaciones (108)) la estructura del observador que se obtiene a partir de 

0% de la variación de la matriz polos (renglón 1, tabla 4). 

La representación general de un observador proporcional está dada por la Ecuación (70). 

La representación específica del observador obtenido con la variación del 0% de la matriz polos 

se muestra a continuación: 
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𝑑𝑥̃1

𝑑𝑡
= −5.82 × 10−5𝑥̃1 + 0𝑥̃2 + 0𝑥̃3 + 3.06 × 108𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 7.65 × 106𝑥̃6 + 0𝑢1

− 3.12 × 10−1(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
− 1.13 × 10−3(𝑥6 − 𝑥̃6) + 0(𝑥7 − 𝑥̃7) + 𝐾1 

 

𝑑𝑥̃2

𝑑𝑡
= 3 × 106𝑥̃1 − 2.3067 × 10−5𝑥̃2 + 0𝑥̃3 + 0𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 7.5 × 10−8𝑥̃6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

− 5 × 10−1(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5) + 0(𝑥6 − 𝑥̃6)
+ 0(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾2 

 

𝑑𝑥̃3

𝑑𝑡
= 0𝑥̃1 + 6 × 106𝑥̃2 − 2.30 × 10−5𝑥̃3 + 0𝑥̃4 + 0𝑥̃5 + 1.5 × 10−7𝑥̃6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 0(𝑥2 − 𝑥̃2) − 1.4 × 10−2(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5) + 0(𝑥6 − 𝑥̃6)
+ 0(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾3 

 

𝑑𝑥̃4

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 9 × 10−6𝑥3 − 2.3 × 10−5𝑥4 + 0𝑥5 + 2.25 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) − 1.4 × 10−2(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5) + 0(𝑥6 − 𝑥̃6)
+ 0(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾4 

 

𝑑𝑥̃5

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 + 1.20 × 10−5𝑥4 − 2.30 × 10−5𝑥5 + 3 × 10−7𝑥6 + 0𝑢1 + 0(𝑥1 − 𝑥̃1)

+ 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) − 2.3 × 10−1(𝑥5 − 𝑥̃5) + 0(𝑥6 − 𝑥̃6)
+ 0(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾5 

 

𝑑𝑥̃6

𝑑𝑡
= 0𝑥1 + 0𝑥2 − 2.79 × 10−6𝑥3 + 7.14 × 10−6𝑥4 + 0𝑥5 + 7.31 × 10−5𝑥6

+ 1.9495 × 10−6𝑢1 − 4.34 × 10−1(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3)
+ 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5) − 5.54 × 10−1(𝑥6 − 𝑥̃6)
+ 1.95 × 10−6(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾6 

𝑑𝑥̃7

𝑑𝑡
= −7.41 × 104(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)

− 3.87 × 104(𝑥6 − 𝑥̃6) + 0(𝑥7 − 𝑥̃7)+𝐾7 

 

 

 

 

 

 

 

 

Conjunto de ecuaciones (112) 

3)) 
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𝐾1 = 3.12 × 10−1(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 3.06 × 108(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 7.65 × 106(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾2 = 3 × 106(𝑥1 − 𝑥̃1) + 5 × 10−1(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 7.5 × 10−8(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾3 = 0(𝑥1 − 𝑥̃1) + 6 × 10−6(𝑥2 − 𝑥̃2) + 1.4 × 10−2(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 1.5 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾4 = 0(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 9 × 10−6(𝑥3 − 𝑥̃3) + 1.4 × 10−2(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 2.25 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾5 = 0(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 1.2 × 10−5(𝑥4 − 𝑥̃4) + 2.3 × 10−1(𝑥5 − 𝑥̃5)
+ 3 × 10−7(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾6 = 4.34 × 10−1(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) − 2.79 × 10−6(𝑥3 − 𝑥̃3) + 7.14 × 10−6(𝑥4 − 𝑥̃4)

+ 0(𝑥5 − 𝑥̃5) + 5.54 × 10−1(𝑥6 − 𝑥̃6) 

𝐾7 = 7.41 × 104(𝑥1 − 𝑥̃1) + 0(𝑥2 − 𝑥̃2) + 0(𝑥3 − 𝑥̃3) + 0(𝑥4 − 𝑥̃4) + 0(𝑥5 − 𝑥̃5)

+ 3.87 × 104(𝑥6 − 𝑥̃6) 

 

 

 

La simulación numérica se realizó en dominio del tiempo que va desde 0 s hasta 1000 s. Para las 

ecuaciones que corresponden al observador proporcional-integral (descrito por el conjunto de 

Ecuaciones 112 y 113) con una condición inicial para todos los estados estimados de 0.0001. La 

condición inicial elegida para el observador se considera que es adecuada, ya que físicamente los 

momentos desde el 0 hasta el 4 tienen órdenes de magnitud más pequeños (Carrillo, 2006). 

A continuación, se muestran los resultados de la simulación numérica realizada: 

 

 

 

 

Conjunto de ecuaciones (113) 

3)) 
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Figura 26. Número de cristales. 

En la Figura 26, se muestra el primer estado el cual representa el número de cristales estimado 

por el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La linea color azul representa el estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales del 

sistema, con un tiempo de estabilización de 20 s, aproximadamente. Mientras que la línea de 

color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100%. La linea de color 

negro representa una variación de polos del 95% y un tiempo de asentamiento de 10 s, siendo 

este observador el que muestra el mejor desempeño en este estado en especifico. Con todas las 

ganancias del observador, la respuesta es suave sin ningún tipo de sobre salto, bajo salto ni 

oscilación. Para evaluar este comportamiento se realizó una evaluación del desempeño de cada 

trayectoria para este estado en especifico mediante la métrica mostrada en la Ecuación (100) y 

los resultados de esta son mostrados en la Figura 27. 
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Figura 27. Desempeño de los observadores con respecto a la variación de polos. 

Conforme la Figura 26 y la Figura 27, se muestra que la trayectoria que tiene la mayor estabilidad 

no necesariamente es el que tiene el mejor desempeño esto se debe al criterio de sintonización 

de los observadores, el cual establece la estabilidad global de sistema, aunque para ello implique 

sacrificar el desempeño en algún estado, como sucede en el estado del número de cristales. En la 

figura 27, el estado con una variación de polos del 95% (punto de color negro) es el que tiene el 

mejor desempeño, mientras que la variación del 100% es representada por el punto color verde 

de la figura 27. 
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Figura 28. Área superficial de cristales. 

En la Figura 28 se muestra el segundo estado, el cual representa  el área de cristales estimada por 

el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La linea color azul representa el estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales del 

sistema, con un tiempo de estabilización de 10 s, aproximadamente. Mientras que la línea de 

color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de estabilizacion de 6 s, siendo este un tiempo menor que el que el observador proporcional 

necesitó. Con todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es suave sin ningún 

tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en este estado 

estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  es el que 

presenta un mejor desempeño. 
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Figura 29. Longitud de cristales. 

En la Figura 29 se muestra el tercer estado, el cual representa la longitud de cristales estimada 

por el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representra el color 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales del 

sistema, con un tiempo de estabilización de 350 s, aproximadamente. Mientras que la línea de 

color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de 200 s. Con todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es suave sin ningún 

tipo de sobre salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en este estado 

estimado el observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  es el que 

presenta un mejor desempeño. 
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Figura 30. Volumen de cristales. 

En la Figura 30 se muestra el cuarto estado, el cual representa el volumen de los cristales estimado 

por el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La línea color azul representa el estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales del 

sistema, con un tiempo de estabilización de 350 s, aproximadamente. Mientras que la línea de 

color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de estabilizacion  de 350 s, semejante al estado estimado por el observador proporcional. Con 

todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es suave sin ningún tipo de sobre 

salto, bajo salto, ni oscilación.  Por lo tanto, se puede decir que en este estado estimado el 

observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  es el que presenta un 

mejor desempeño. 
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Figura 31. Momento hipotético 4. 

En la Figura 31 se muestra el quinto estado, el cual representa el momento hipotético 4 estimado 

por el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La linea color azul representa el estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales del 

sistema, con un tiempo de estabilización de 20 s, aproximadamente. Mientras que la línea de 

color verde representa el estado estimado con una variación de polos del 100 %, con un tiempo 

de estabilizacion  de 15 s, semejante al estado estimado por el observador proporcional. Con 

todas las ganancias del observador se observa que la respuesta es suave sin ningún tipo de sobre 

salto, bajo salto, ni oscilación. Por lo tanto, se puede decir que en este estado estimado el 

observador con las ganancias obtenido por los polos modificados al 100%  es el que presenta un 

mejor desempeño. 
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Figura 32. Concentración de soluto. 

En la Figura 33 se muestra el sexto estado, el cual representa la concentración del soluto estimada 

por el observador proporcional integral. Cada línea representa una estimación del estado con un 

porcentaje de variación de polos diferente en cada caso. La linea color azul representa el estado 

original. La línea de color magenta representa el estado estimado con los polos iniciales, 

mostrando un tiempo de asentamiento de 20 s, mientras que la linea verde representa el estado 

estimado con una variación del 100 % de los polos mostrando un tiempo de asentamiento de 10 

s. Por otro lado, el peor desempeño se obtuvo con una variación de polos del 20%, el cual 

corresponde a la linea punteada de color negro la cual tiene un tiempo de asentamiento de 25 s.  

Como se observa en la Figura 33, los observadores proporcionan diferente trayectorias, tiempos 

de asentamiento diferentes, sobre saltos y bajo saltos de este estado en especifico. Para evaluar 

este comportamiento tan diverso se realizó una evaluación del desempeño de cada trayectoria 

para este estado en especifico mediante la métrica de la Ecuaci{on (100), lo resultados se 

muestran a continuación: 
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Figura 33. Desempeño de los observadores con respecto a la variación de los polos. 

En la figura 33, el punto color magenta representa el desempeño del observador evaluado con 

los valores iniciales de la Ecuación (111). Mientras que el punto color verde representa el 

desempeño del observador evaluado con una variacion del 100%, en este estado la variación del 

100% coincide con el mejor desempeño de los observadores. Por otro lado, el punto negro de la 

gráfica corresponde a la variación del 20% de polos, con la cual se obtuvo el observador con el 

peor desempeño. 

La tabla 9, muestra el valor máximo y mínimo de la métrica ecuación(100) para cada estado 

estimado y su correspondiente variación de polos. Con estos datos es posible determinar el mejor 

desempeño al momento de la simulación, lo cual es complementario a la estabilidad del sistema 

mostrado en la Figura 33. 

 

 

 

 

 

 

Tabla 9. Métricas del observador proporcional-Integral (PI). 

Estado Mínimo % polos Máximo % polos Media  Desviación 

𝑥̃1 0.00167059 100 0.004350067 5 0.002632372 6.84E-04 

𝑥̃2 0.00105104 100 0.002050679 5 0.001442728 3.03E-04 

𝑥̃3 0.035764464 100 0.049764579 5 0.071478711 1.08E-02 

𝑥̃4 0.035764464 100 0.049764579 5 0.071478711 1.08E-02 

𝑥̃5 0.002224285 100 0.004397622 5 0.003076295 6.59E-04 

𝑥̃6 0.001214654 100 0.009361523 5 0.002882318 2.21E-03 
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Conforme a la tabla 9, el orden de los estados que tienen mayor convergencia es:  

𝑥̃2 > 𝑥̃6 > 𝑥̃1 > 𝑥̃5 > 𝑥̃4 = 𝑥̃3 

 

 

6.6 Comparativo de las estructuras del observador proporcional y proporcional- integral 

Conforme a las Figuras 18 y 25 la estabilidad de las dos estructuras de control es igual conforme 

a la variación de los polos. Esto se debe que para el diseño de ambas estructuras de observadores 

se utilizó la misma metodología de sintonización y la misma variación de polos para cada uno. 

Con respecto al desempeño (Tabla 10) de ambas estructuras de observadores, se puede observar 

de dos puntos de vista diferentes: (a) de manera específica, con el observador tiene un mejor 

desempeño en el estado 𝑥3 estimado, para el estado 4 ambos observadores tienen el mismo 

desempeño; (b) de manera global, el observador Proporcional-Integral (PI) presenta un mejor 

desempeño que el observador Proporcional (P) debido a su calificación menor de 0.0776895 contra 

0.07921.  

Tabla 10. Desempeño de los observadores Proporcional (P) y Proporcional-Integral (PI). 

Por lo tanto, teniendo como criterios de decisión la estabilidad y desempeño de cada estructura 

de los observadores se puede considerar con respecto a los resultados obtenidos que el 

observador Proporcional-Integral (PI) es más adecuado para la cristalización del caso de estudio 

que el observador Proporcional (P). 

 

 

 

 

 

Estado Mínimo (Observador P)  Mínimo (Observador PI)  

𝑥̃1 0.00167619 0.00167059 

𝑥̃2 0.00157696 0.00105104 

𝑥̃3 0.00222428 0.035764464 

𝑥̃4 0.03576446 0.035764464 

𝑥̃5 0.03576446 0.002224285 

𝑥̃6 0.00220539 0.001214654 

Sumatoria(calificación) 0.07921174 0.0776895 
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7. Conclusiones 

Se diseñaron observadores lineales tipo Luenberger proporcionales (P) y proporcionales-

integrales (PI) para la operación unitaria de la cristalización de sulfato de amonio y agua. 

Se sintonizaron los observadores proporcionales (P) y proporcionales-integrales (PI) mediante la 

fórmula de Ackermann en diferentes regiones de colocación y polos. 

Sé realizó la simulación numérica en dominio del tiempo de los observadores proporcionales (P) 

y proporcionales-integrales (PI). 

Se compararon los observadores proporcionales (P) y proporcionales-integrales (PI) para evaluar 

cual proporciona una mejor estimación bajo el margen de error permisible. 

El sistema que se tomó como caso de estudio y que es mostrado por Mesbah et al., (2011), se 

encontraba al límite de la estabilidad, lo cual en las simulaciones del mismo dio como resultado 

que los valores de algunos parámetros se incrementaran con el tiempo, incluso a mayores 

tiempos de simulación que los mostrados en el presente trabajo de investigación. 

La metodología de Ackermann para la sintonización de observadores fue aplicada dando 

resultados adecuados para ambas estructuras de observadores. 

La variación de los polos de la matriz sistema-observador tuvo efectos en la estabilidad de los 

observadores desarrollados para la cristalización por lotes de sulfato de amonio y agua. 

Para tener una evaluación global de una estructura de un observador de estados en específico es 

necesario tener un conjunto de soluciones factibles que puedan ser aplicadas al sistema, lo cual 

con la metodología de Ackermann es posible tener con un mapeo en la colocación de polos. 

Entre diferentes estructuras de observadores sintonizados con la misma metodología de 

sintonización presentan la misma estabilidad, siempre y cuando se utilicen las mismas 

condiciones de diseño. 

Para el caso de estudio, el observador Proporcional-Integral (PI) tiene un mejor desempeño que 

el observador Proporcional (P). Esto se debe a la acción integral del observador PI que ayuda a 

minimizar el error entre el estado estimado y el estado original del observador PI.   
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Conforme a los resultados obtenidos, esta metodología puede ser aplicada a sistemas estables 

con múltiples estados, con una señal exógena y con múltiples salidas. 
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Anexos  

A continuación, se muestran las matrices de ganancias (L) y la matriz Est1com para cada variación 

de la Ecuación (107) del observador proporcional: 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

0% 

3.2E-01 -1.0E-02 0.0E+00 3.1E+08 0.0E+00 7.7E+06 

1.0E-02 3.2E-01 0.0E+00 0.0E+00 0.0E+00 7.5E-08 

0.0E+00 6.0E-06 2.3E-01 0.0E+00 0.0E+00 1.5E-07 

0.0E+00 0.0E+00 9.0E-06 1.4E-02 0.0E+00 2.3E-07 

0.0E+00 0.0E+00 0.0E+00 1.2E-05 1.4E-02 3.0E-07 

0.0E+00 0.0E+00 -2.8E-06 7.1E-06 0.0E+00 2.3E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

5% 

3.33E-01 -1.05E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.05E-02 3.33E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.41E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.47E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.47E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 2.44E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

10% 

3.49E-01 -1.10E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.10E-02 3.49E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.53E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.54E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.54E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 2.55E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

15% 

3.64E-01 -1.15E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.15E-02 3.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.61E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.61E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 2.67E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

20% 

3.80E-01 -1.20E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.20E-02 3.80E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.76E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.68E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.68E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 2.78E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

25% 

3.96E-01 -1.25E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.25E-02 3.96E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.87E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.75E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.75E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 2.90E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

30% 

4.12E-01 -1.30E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.30E-02 4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.99E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.82E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.82E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.02E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

35% 

4.28E-01 -1.35E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.35E-02 4.28E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.10E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.89E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.89E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.13E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

40% 

4.44E-01 -1.40E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.40E-02 4.44E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.22E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.96E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 1.96E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.25E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

45% 

4.60E-01 -1.45E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.45E-02 4.60E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.33E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.03E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.03E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.36E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

50% 

4.75E-01 -1.50E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.50E-02 4.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.45E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.10E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.10E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.48E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

55% 

4.91E-01 -1.55E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.55E-02 4.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.56E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.17E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.60E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

60% 

5.07E-01 -1.60E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.60E-02 5.07E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.68E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.24E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.24E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.71E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

65% 

5.23E-01 -1.65E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.65E-02 5.23E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.79E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.31E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.31E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.83E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

70% 

5.39E-01 -1.70E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.70E-02 5.39E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 3.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.38E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.38E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 3.94E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

75% 

5.55E-01 -1.75E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.75E-02 5.55E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.02E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.45E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.45E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.06E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

80% 

5.71E-01 -1.80E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.80E-02 5.71E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.14E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.52E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.52E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.18E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

85% 

5.86E-01 -1.85E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.85E-02 5.86E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.59E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.59E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.29E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

90% 

6.02E-01 -1.90E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.90E-02 6.02E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.37E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.66E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.66E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.41E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

95% 

6.18E-01 -1.95E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

1.95E-02 6.18E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.73E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.73E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.52E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
L 

100% 

6.34E-01 -2.00E-02 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

2.00E-02 6.34E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 4.60E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.80E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.80E-02 3.00E-07 

0.00E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 4.64E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

0% 

-0.317 0.01 0 0 0 0 

-0.01 -0.317 0 0 0 0 

0 0 -0.23 0 0 0 

0 0 0 -0.014 0 0 

0 0 0 0 -0.014 0 

0 0 0 0 0 -0.232 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

5% 

-0.3329 0.0105 0 0 0 0 

-0.0105 -0.3329 0 0 0 0 

0 0 -0.2415 0 0 0 

0 0 0 -0.0147 0 0 

0 0 0 0 -0.0147 0 

0 0 0 0 0 -0.2436 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

10% 

-0.3487 0.011 0 0 0 0 

-0.011 -0.3487 0 0 0 0 

0 0 -0.253 0 0 0 

0 0 0 -0.0154 0 0 

0 0 0 0 -0.0154 0 

0 0 0 0 0 -0.2552 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

15% 

-0.3645 0.0115 0 0 0 0 

-0.0115 -0.3645 0 0 0 0 

0 0 -0.2645 0 0 0 

0 0 0 -0.0161 0 0 

0 0 0 0 -0.0161 0 

0 0 0 0 0 -0.2668 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

20% 

-0.3804 0.012 0 0 0 0 

-0.012 -0.3804 0 0 0 0 

0 0 -0.276 0 0 0 

0 0 0 -0.0168 0 0 

0 0 0 0 -0.0168 0 

0 0 0 0 0 -0.2784 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

25% 

-0.3962 0.0125 0 0 0 0 

-0.0125 -0.3962 0 0 0 0 

0 0 -0.2875 0 0 0 

0 0 0 -0.0175 0 0 

0 0 0 0 -0.0175 0 

0 0 0 0 0 -0.29 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

30% 

-0.4121 0.013 0 0 0 0 

-0.013 -0.4121 0 0 0 0 

0 0 -0.299 0 0 0 

0 0 0 -0.0182 0 0 

0 0 0 0 -0.0182 0 

0 0 0 0 0 -0.3016 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

35% 

-0.428 0.0135 0 0 0 0 

-0.0135 -0.428 0 0 0 0 

0 0 -0.3105 0 0 0 

0 0 0 -0.0189 0 0 

0 0 0 0 -0.0189 0 

0 0 0 0 0 -0.3132 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

40% 

-0.4438 0.014 0 0 0 0 

-0.014 -0.4438 0 0 0 0 

0 0 -0.322 0 0 0 

0 0 0 -0.0196 0 0 

0 0 0 0 -0.0196 0 

0 0 0 0 0 -0.3248 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

45% 

-0.4597 0.0145 0 0 0 0 

-0.0145 -0.4597 0 0 0 0 

0 0 -0.3335 0 0 0 

0 0 0 -0.0203 0 0 

0 0 0 0 -0.0203 0 

0 0 0 0 0 -0.3364 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

50% 

-0.4755 0.015 0 0 0 0 

-0.015 -0.4755 0 0 0 0 

0 0 -0.345 0 0 0 

0 0 0 -0.021 0 0 

0 0 0 0 -0.021 0 

0 0 0 0 0 -0.348 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

55% 

-0.4914 0.0155 0 0 0 0 

-0.0155 -0.4914 0 0 0 0 

0 0 -0.3565 0 0 0 

0 0 0 -0.0217 0 0 

0 0 0 0 -0.0217 0 

0 0 0 0 0 -0.3596 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

60% 

-0.5072 0.016 0 0 0 0 

-0.016 -0.5072 0 0 0 0 

0 0 -0.368 0 0 0 

0 0 0 -0.0224 0 0 

0 0 0 0 -0.0224 0 

0 0 0 0 0 -0.3712 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

65% 

-0.5231 0.0165 0 0 0 0 

-0.0165 -0.5231 0 0 0 0 

0 0 -0.3795 0 0 0 

0 0 0 -0.0231 0 0 

0 0 0 0 -0.0231 0 

0 0 0 0 0 -0.3828 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

70% 

-0.5389 0.017 0 0 0 0 

-0.017 -0.5389 0 0 0 0 

0 0 -0.391 0 0 0 

0 0 0 -0.0238 0 0 

0 0 0 0 -0.0238 0 

0 0 0 0 0 -0.3944 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

75% 

-0.5547 0.0175 0 0 0 0 

-0.0175 -0.5547 0 0 0 0 

0 0 -0.4025 0 0 0 

0 0 0 -0.0245 0 0 

0 0 0 0 -0.0245 0 

0 0 0 0 0 -0.406 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

80% 

-0.5706 0.018 0 0 0 0 

-0.018 -0.5706 0 0 0 0 

0 0 -0.414 0 0 0 

0 0 0 -0.0252 0 0 

0 0 0 0 -0.0252 0 

0 0 0 0 0 -0.4176 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

85% 

-0.5865 0.0185 0 0 0 0 

-0.0185 -0.5865 0 0 0 0 

0 0 -0.4255 0 0 0 

0 0 0 -0.0259 0 0 

0 0 0 0 -0.0259 0 

0 0 0 0 0 -0.4292 
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Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

90% 

-0.6023 0.019 0 0 0 0 

-0.019 -0.6023 0 0 0 0 

0 0 -0.437 0 0 0 

0 0 0 -0.0266 0 0 

0 0 0 0 -0.0266 0 

0 0 0 0 0 -0.4408 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

95% 

-0.6181 0.0195 0 0 0 0 

-0.0195 -0.6181 0 0 0 0 

0 0 -0.4485 0 0 0 

0 0 0 -0.0273 0 0 

0 0 0 0 -0.0273 0 

0 0 0 0 0 -0.4524 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(107) 

 
Est1Com 

100% 

-0.634 0.02 0 0 0 0 

-0.02 -0.634 0 0 0 0 

0 0 -0.46 0 0 0 

0 0 0 -0.028 0 0 

0 0 0 0 -0.028 0 

0 0 0 0 0 -0.464 
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A continuación, se muestran las matrices de ganancias (L), la matriz Est1com y las matrices Ki y 

Kp para cada variación de la Ecuación (111) del observador Proporcional-Integral: 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

0% 

3.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.30E-01 3.00E-07 

4.34E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 5.54E-01 

7.41E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 3.87E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

5% 

3.22E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.47E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.47E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.41E-01 3.00E-07 

-6.09E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 5.88E-01 

-1.07E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.35E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

10% 

3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.54E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.54E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.53E-01 3.00E-07 

3.63E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 6.05E-01 

2.51E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.58E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

15% 

2.67E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.61E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.61E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.64E-01 3.00E-07 

9.79E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.29E-01 

2.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.82E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

20% 

3.05E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.68E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.68E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.76E-01 3.00E-07 

-9.79E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.34E-01 

-1.93E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.91E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

25% 

3.95E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.75E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.75E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.87E-01 3.00E-07 

5.32E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 6.87E-01 

2.81E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.91E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

30% 

4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.82E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.82E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.99E-01 3.00E-07 

-1.44E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.14E-01 

-1.29E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.38E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

35% 

3.13E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.89E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.89E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.10E-01 3.00E-07 

4.53E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.56E-01 

1.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.41E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

40% 

4.44E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.96E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.96E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.22E-01 3.00E-07 

1.19E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.69E-01 

1.15E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.40E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

45% 

4.53E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.03E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.03E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.33E-01 3.00E-07 

-6.01E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.03E-01 

-1.49E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 8.12E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

50% 

3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.10E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.10E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.45E-01 3.00E-07 

6.90E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 9.51E-01 

2.01E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.16E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

55% 

4.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.56E-01 3.00E-07 

1.68E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.51E-01 

1.80E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.08E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

55% 

4.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.56E-01 3.00E-07 

1.68E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.51E-01 

1.80E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.08E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

60% 

3.71E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.24E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.24E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.68E-01 3.00E-07 

-5.02E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.01E+00 

-1.56E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.32E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

65% 

3.83E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.31E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.31E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.79E-01 3.00E-07 

4.34E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.05E+00 

1.39E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.40E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

70% 

5.52E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.38E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.38E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.91E-01 3.00E-07 

-1.31E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 9.20E-01 

-5.23E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.07E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

75% 

4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.45E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.45E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.02E-01 3.00E-07 

5.76E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.10E+00 

1.59E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.56E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

80% 

4.18E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.52E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.52E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.14E-01 3.00E-07 

1.84E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.14E+00 

6.40E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.67E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

85% 

5.81E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.59E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.59E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.25E-01 3.00E-07 

-6.60E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.02E+00 

-2.12E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.31E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

90% 

5.58E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.66E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.66E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.37E-01 3.00E-07 

-1.53E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.09E+00 

-4.80E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.50E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

95% 

6.17E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.73E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.73E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.48E-01 3.00E-07 

-4.80E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.07E+00 

-6.25E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.44E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

L 

100% 

4.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 1.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.80E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.80E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.60E-01 3.00E-07 

1.25E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.27E+00 

4.86E+02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 2.06E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

0% 

-3.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.13E-03 

0.00E+00 -5.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.40E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.40E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.30E-01 0.00E+00 

-4.34E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -5.54E-01 

-7.41E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.87E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

5% 

-3.22E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.41E-03 

0.00E+00 -5.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.47E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.47E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.42E-01 0.00E+00 

6.09E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -5.88E-01 

1.07E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.35E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

10% 

-3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.45E-03 

0.00E+00 -5.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.54E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.54E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.53E-01 0.00E+00 

-3.63E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.05E-01 

-2.51E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.58E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

15% 

-2.67E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -9.27E-05 

0.00E+00 -5.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.61E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.61E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.65E-01 0.00E+00 

-9.79E-03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -7.29E-01 

-2.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.82E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

20% 

-3.05E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 2.01E-03 

0.00E+00 -6.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.68E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.68E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.76E-01 0.00E+00 

9.79E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -7.34E-01 

1.93E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.91E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

25% 

-3.95E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.06E-03 

0.00E+00 -6.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.75E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.75E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.88E-01 0.00E+00 

-5.32E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.87E-01 

-2.81E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -5.91E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

30% 

-4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -5.46E-03 

0.00E+00 -6.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.82E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.82E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.99E-01 0.00E+00 

1.44E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -7.14E-01 

1.29E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.38E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

35% 

-3.13E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.27E-05 

0.00E+00 -6.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.89E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.89E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.11E-01 0.00E+00 

-4.53E-03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -8.56E-01 

-1.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -9.41E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

40% 

-4.44E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.64E-03 

0.00E+00 -7.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -1.96E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.96E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.22E-01 0.00E+00 

-1.19E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -7.69E-01 

-1.15E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -7.40E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

45% 

-4.53E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.60E-03 

0.00E+00 -7.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.03E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.03E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.34E-01 0.00E+00 

6.01E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -8.03E-01 

1.49E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -8.12E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

50% 

-3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -6.53E-05 

0.00E+00 -7.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.10E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.10E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.45E-01 0.00E+00 

-6.90E-03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -9.51E-01 

-2.01E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.16E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

55% 

-4.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.64E-03 

0.00E+00 -7.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.17E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.17E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.57E-01 0.00E+00 

-1.68E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -8.51E-01 

-1.80E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -9.08E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

60% 

-3.72E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.81E-04 

0.00E+00 -8.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.24E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.24E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.68E-01 0.00E+00 

5.02E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.01E+00 

1.56E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.32E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

65% 

-3.83E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.10E-05 

0.00E+00 -8.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.31E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.31E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.80E-01 0.00E+00 

-4.34E-03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.05E+00 

-1.39E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.40E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

70% 

-5.52E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 2.39E-03 

0.00E+00 -8.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.38E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.38E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.91E-01 0.00E+00 

1.31E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -9.20E-01 

5.23E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.07E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

75% 

-4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.78E-03 

0.00E+00 -8.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.45E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.45E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.03E-01 0.00E+00 

-5.76E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.10E+00 

-1.59E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.56E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

80% 

-4.18E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.74E-04 

0.00E+00 -9.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.52E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.52E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.14E-01 0.00E+00 

-1.84E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.14E+00 

-6.40E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.67E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

85% 

-5.81E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.92E-03 

0.00E+00 -9.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.59E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.59E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.26E-01 0.00E+00 

6.60E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.02E+00 

2.12E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.31E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

90% 

-5.58E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 3.28E-03 

0.00E+00 -9.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.66E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.66E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.37E-01 0.00E+00 

1.53E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.09E+00 

4.80E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.50E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

95% 

-6.17E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -3.60E-03 

0.00E+00 -9.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.73E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.73E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.49E-01 0.00E+00 

4.80E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.07E+00 

6.25E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.44E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Est1Com 

100% 

-4.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.18E-05 

0.00E+00 -1.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 -2.80E-02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.80E-02 0.00E+00 0.00E+00 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -4.60E-01 0.00E+00 

-1.25E-03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -1.27E+00 

-4.86E+02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 -2.06E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
0% 

3.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.30E-01 3.00E-07 

4.34E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 5.54E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
5% 

3.22E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.47E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.47E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.41E-01 3.00E-07 

-6.09E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 5.88E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
10% 

3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.54E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.54E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.53E-01 3.00E-07 

3.63E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 6.05E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
15% 

3.05E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.68E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.68E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.76E-01 3.00E-07 

-9.79E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.34E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
20% 

3.95E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.75E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.75E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.87E-01 3.00E-07 

5.32E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 6.87E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
25% 

4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.82E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.82E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.99E-01 3.00E-07 

-1.44E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.14E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
30% 

3.13E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 6.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.89E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.89E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.10E-01 3.00E-07 

4.53E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.56E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
35% 

4.44E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.96E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.96E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.22E-01 3.00E-07 

1.19E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 7.69E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
40% 

4.53E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.03E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.03E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.33E-01 3.00E-07 

-6.01E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.03E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
45% 

3.48E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.10E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.10E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.45E-01 3.00E-07 

6.90E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 9.51E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
50% 

4.91E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 7.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.17E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.56E-01 3.00E-07 

1.68E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 8.51E-01 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
55% 

3.71E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.24E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.24E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.68E-01 3.00E-07 

-5.02E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.01E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
60% 

3.83E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.31E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.31E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.79E-01 3.00E-07 

4.34E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.05E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
65% 

5.52E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.38E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.38E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 3.91E-01 3.00E-07 

-1.31E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 9.20E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
70% 

4.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 8.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.45E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.45E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.02E-01 3.00E-07 

5.76E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.10E+00 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
75% 

4.18E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.52E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.52E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.14E-01 3.00E-07 

1.84E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.14E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
80% 

5.81E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.25E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.59E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.59E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.25E-01 3.00E-07 

-6.60E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.02E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
85% 

5.58E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.50E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.66E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.66E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.37E-01 3.00E-07 

-1.53E+00 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.09E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
90% 

6.17E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 9.75E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.73E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.73E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.48E-01 3.00E-07 

-4.80E-02 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.07E+00 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
95% 

4.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 1.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 2.80E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 2.80E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 4.60E-01 3.00E-07 

1.25E-03 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 1.27E+00 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Kp 

 
100% 

3.12E-01 0.00E+00 0.00E+00 3.06E+08 0.00E+00 7.65E+06 

3.00E-06 5.00E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.50E-08 

0.00E+00 6.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 0.00E+00 1.50E-07 

0.00E+00 0.00E+00 9.00E-06 1.40E-02 0.00E+00 2.25E-07 

0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.20E-05 2.30E-01 3.00E-07 

4.34E-01 0.00E+00 -2.79E-06 7.14E-06 0.00E+00 5.54E-01 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

0% 7.41E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 3.87E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

5% -1.07E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.35E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

10% 2.51E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.58E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

15% 2.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.82E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

20% -1.93E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.91E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

25% 2.81E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.91E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

30% -1.29E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 6.38E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

35% 1.18E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.41E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

40% 1.15E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 7.40E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

45% -1.49E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 8.12E+04 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

50% 2.01E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.16E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

55% 1.80E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.08E+04 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

60% -1.56E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.32E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

65% 1.39E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.40E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

70% -5.23E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.07E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

75% 1.59E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.56E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

80% 6.40E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.67E+05 
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Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

85% -2.12E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.31E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

90% -4.80E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.50E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

95% -6.25E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.44E+05 

 

Variación 
de 

Ecuación 
(111) 

Ki 

100% 4.86E+02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 2.06E+05 

 

 

 

 


