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Resumen

En las ultimas dos decadas se empezaron a desarrollar modelos denominados de presion 
social. Estos modelos intentan explicar como influye la presián del grupo social que rodea a 
una persona en su recuperacián de situaciones consideradas comportamientos antisociales. 
Los modelos planteados se basaron en modelos anteriores que habáan sido probados por la 
epidemiologáa, particularmente los modelos S IR  que considera individuos susceptibles (S ), 
individuos infecciosos ( I ) e individuos recuperados (R), y los modelos S IS  que consideran 
individuos susceptibles (S) e individuos infecciosos (I), y una vez recuperados los infectados 
vuelven a ser susceptibles (S ). Algunos resultados del análisis de los modelos de presion social 
mostraron que si los individuos recuperados se apoyan entre si en la decisioán de no reincidir 
en hábitos daninos, el numero de individuos con trastorno disminuye, mientras que se observá 
que si los recuperados debilitan su conviccián al sentirse presionados por sus pares hay un 
incremento en el nuámero de individuos con trastornos.
En esta tesis se revisaráan modelos del tipo S IR  y S IS  para comprender su dinaámica y se ana­
lizara un modelo que considere la presion positiva de los pares. Particularmente se estudiara 
la aparicián del fenomeno denominado bifurcacion hacia atrás, ya que esta nos ayudará a 
determinar si la recaáda en los contextos anteriores es insuperable para los individuos recupe­
rados, dependiendo de su interaccion con ambientes que conducen o refuerzan la persistencia 
de estos trastornos.

P alabras C laves: Presión Social, Pares, Bifurcación Hacia Atrás, Modelo, SIR, SIS.
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Abstract

In the last two decades the researchers began to develop the so-called peer pressure mo- 
dels. These models explain how the social pressure around an individual contributes in his 
recovery of situation considered anti-social behaviours.
The proposed model was based on previous models that had been tried by the epidemiology, 
particularly the S IR  model which considers susceptible individuals, (S), infected individuals 
(I) and recovered individuals (R) and the SIS models which considers susceptible individuals 
(S) and infected individuals (I), and in this case, susceptible individuals will be in the sus­
ceptible class again when they have been recovered from the infectious disease. Some results 
of the analysis of peer pressure models showed that if recovered individual from antisocial 
behaviours supported themselves in the decision of no-relapse into harmful habits then the 
number of individuals with antisocial behaviours decrease, on the other hand, it was obser- 
ved that if the recovereds weaken their conviction by the pressured by their peer there is an 
increase in the number of individuals with disorders.
In this thesis, models type S IR  and S IS  was analyzed to understand their dynamics, and 
we analyze a model which consider positive peer pressure. Particularly we studied a phe- 
nomenon called backward bifurcation, which it will help us to determine if the relapse in 
previous context is insuperable for recovered individuals depending on their interaction with 
environments that lead or re-inforce the persistence of these disorders.

K eyw ord s: Peer Pressure, Peers, Backward Bifurcation, Model, SIR, SIS.
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Capítulo 1 

Introducción

1.1. Planteamiento del problema
La presión social negativa es la influencia que ejerce una o varias personas sobre otra 

para que adquieran conductas antisociales, que afecten la integridad física y emocional de 
esta ultima, por ejemplo, los individuos presionados podrían caer en el consumo de drogas o 
presentar trastornos de alimentación como bulimia o anorexia. Cuando la presión social es 
ejercida sobre individuos con los cuales se comparten intereses, por ejemplo, estudiantes en 
una universidad, empleados en una industria, es llamada presion social por pares.
Los modelos matematicos que estudian la presion por pares negativa revelan la aparición del 
fenomeno denominado bifurcacion hacia atrós.
En este trabajo se construiró y analizaró un modelo matemótico considerando: una poblacion 
totalmente susceptible de presentar conductas antisociales debido a la presión de los pares 
y el efecto de la presion social positiva en dicha poblacion (Johnson (2012); Gonzalez et al. 
(2003); McMillon et al. (2014); Sanchez et al. (2007); Song et al. (2006)). Es decir, a diferencia 
de trabajos anteriores se consideraróa la presióon social positiva en lugar de la negativa y se 
determinara si este fenomeno es suficiente para que el modelo propuesto no presente una 
bifurcacióon hacia atróas.

1.2. Objetivos 

Objetivo General
Comprender y analizar a traves de modelos matematicos el efecto de la presion positiva 

de los pares, en poblaciones susceptibles a problemas sociales.

Objetivos Específicos
♦  Construir un modelo matemótico para describir la dinamica de una poblacion total­

mente susceptible a que sus individuos presenten conductas antisociales.
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♦  Determinar la direccion de la bifurcación cuando R 0 =  1 y su implicacion en la exis­
tencia de estados de equilibrios endóemicos.

♦  Comprender los mecanismos sociales que llevan a la existencia de equilibrios endóemicos 
para R0 >  1.

♦  Comprender los mecanismos sociales que llevan a la existencia de equilibrios endóemicos 
múltiples cuando R0 <  1.

1.3. Metodología
1. Revisar los modelos clósicos de la epidemiología matematica, particularmente los mo­

delos S IR  y S IS .

2. Calcular el nómero reproductivo basico, R0, asociado a cada modelo epidemiologico.

3. Aplicar resultados de la teoría de los sistemas dinómicos continuos para el analisis de 
los modelos S IR  y S IS  .

4. Proponer un modelo que involucre la presion social por pares positiva.

5. Aplicar la teoría de sistemas dinamicos para el anólisis y desarrollo del modelo mencio­
nado.

6 . Simular y explicar posibles escenarios para las soluciones del modelo.

1.4. Justificación
Los estudios actuales en modelos de presióon social revelan la aparicioón de una bifurcacióon 

hacia atrós debido a la presion social negativa, esta tesis tiene su justificación en el estudio 
de lo que sucede cuando en lugar de enfrentarse a una presioón social por pares negativa los 
individuos involucrados en alguón problema social se enfrentan a la presióon social positiva por 
parte de sus pares.

A continuación se mencionaran conceptos y teoremas ótiles para el desarrollo de esta te­
sis, posteriormente en el capítulo 3 presentaremos los preliminares de presion social, así como 
los modelos S IR  y S IS  que son base para el modelo que se propondró mós adelante. En el 
capótulo 4 propondremos un modelo general con presión social positiva, el cual analizaremos 
usando los conceptos y resultados mencionados en el capótulo 2. En este mismo capótulo se 
presentaró el analisis del modelo utilizando una funcion particular, ademós se mostrara el 
comportamiento de este con un conjunto de parámetros. Finalmente, en el capótulo 5 daremos 
algunas conclusiones sobre el trabajo realizado.

2



3

Capítulo 2 

Preliminares de Sistemas Dinámicos 
Continuos

Un modelo matemótico es una representacion (abstracta) e idealizacion de un fenomeno
o aspecto real, esta constituido por expresiones y formalismo matematico, como pueden ser 
ecuaciones diferenciales, ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones en diferencias, variables 
aleatorias, distribuciones de probabilidad, integrales, entre otros. Estos modelos pueden ser 
estáticos, es decir, permanecen constantes en el tiempo o dinómicos, lo que significa que 
algunos elementos del modelo no permanecen constantes (se consideran como funciones de 
tiempo).
Las ecuaciones diferenciales ordinarias tienen aplicaciones en problemas del ‘mundo real’. 
Con la teoría y resultados que se han obtenido a traves de los años se han podido abordar 
problemas diversos, y darles una interpretacion; aunque las soluciones, la mayoría de las veces 
no son exactas, pueden ser muy cercanas a lo que realmente esta pasando y con ello se puede 
ayudar a predecir o tener una idea de lo que podría ocurrir en un tiempo futuro.
Como primer paso para construir un modelo, se plantea claramente el problema, con ello 
formulamos una o móas ecuaciones diferenciales que constituyen el modelo, aunque no se logre 
encontrar una solucion explócita, con un buen analisis se puede obtener informacion sobre el 
comportamiento de las soluciones del modelo. Cuando hay patámetros en estos sistemas de 
ecuaciones se presentan bifurcaciones.
Varias ecuaciones diferenciales representan un sistema el cual puede ser lineal (donde cada 
ecuacion es de primer grado) o no lineal. Si tenemos un sistema no lineal podemos obtener 
una aproximación a un sistema lineal (linealizacion). En primer lugar se obtendtán los puntos 
de equilibrio de nuestro sistema, pues aquó el sistema no varía, posteriormente calculamos 
su derivada que en este caso sera el jacobiano y con ello se podra utilizar la teoría de los 
sistemas lineales (esto es posible, aplicando un teorema que se mencionara mas adelante).
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*
2.1. Definiciones de Algebra Lineal

Los sistemas dinamicos se auxilian del algebra lineal, ya que al trabajar con sistemas no 
lineales estos se llevan a una linealizacion, obteniendo asó una expresión matricial de ellos. Por 
este motivo, a continuacióon se introduciróan los conceptos y teoremas necesarios de aólgebra 
lineal (ver Hoffman et al. (1973)) que facilitaran la comprension de las siguientes secciones.

D efin ición  2.1.1. Sea F  un conjunto de objetos x, y, z, . . .  y dos operaciones sobre los 
elementos de F ; la primera operacion, llamada adicion, asocia a cada par de elementos x, y 
E F  un elemento (x +  y) E F ; la segunda operacion llamada multiplicacion, asocia a cada 
par x, y E F , un elemento xy E F  .S e  designa por F  el conjunto de los numeros reales o el 
conjunto de los nuómero complejos, las operaciones mencionadas anteriormente satisfacen lo 
siguiente:

1. La adicióon es conmutativa,
x +  y =  y +  x,

para cualquier x e y E F.

2. La adicióon es asociativa
x +  (y +  z) =  (x +  y) +  z,

para cualquier x, y, z de F.

3. Existe un elemento ónico 0 E F  tal que

x +  0 =  0 +  x,

para todo x en F.

4. A cada elemento x de F  corresponde un elemento ónico (—x) E F  tal que

x +  (—x) =  0 .

5. La multiplicacióon es conmutativa,
xy =  y x

para cualquier elemento x e y E F.

6 . La multiplicacióon es asociativa,

x (yz) =  (xy K

para cualquier x, y, z E F.

7. Existe un elemento e E F , no nulo y unico, tal que para todo x E F , cumple que
¿D ry-‘  ------ rf ' ------ 'T*
\_y t v  t v  \Ls t v  •

4
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8 . A cada elemento no nulo x E F  le corresponde un ónico elemento x 1 E F  tal que
-1 -1  1/V» /V» -- /V» /V» -- I-1- •

9. La multiplicacion es distributiva respecto de la adición; esto es x(y +  z ) =  xy +  y z , para 
cualesquiera x, y, z E F.

El conjunto F , junto con las operaciones anteriormente mencionadas, es llamado cuerpo.

D efin ición  2.1.2. Un espacio vectorial o tambien llamado espacio lineal, consta de lo si­
guiente:

1. Un cuerpo F  de escalares.

2. Un conjunto V  de objetos llamados vectores.

3. Una regla u operación llamada adicion, que asocia a cada par de vectores a, 5  E V , un 
vector a  +  5  E V , al cual se le llama suma de a  y 5  .L a  adicion cumple las siguientes 
propiedades:

a) La adicion es conmutativa, a  +  5  = 5  +  a.

b) La adición es asociativa, a  +  (5 +  y) =  (a +  5) +  Y.
c) Existe un uónico vector 0 E V, llamado vector nulo, tal que a  +  0 =  0 +  a  =  a, 

para todo a  E V.

d) Para cada vector a  E V , existe un unico vector —a E V , tal que a  +  ( - a )  =  0.

4. Una regla u operación llamada multiplicacion por escalar, que asocia cada escalar c de 
F  y cada vector a  E V  a un vector ca E V , llamado producto escalar de c y a  de tal 
modo que:

a) 1a =  a  para todo a  E V ,

b) (cic2)a  =  c i(c2a),

c) c(a  +  5 ) =  ca +  c5 ,
d) (c1 +  c2)a  =  c1 a  +  c2a.

Esta definicióon establece, que un espacio vectorial es un objeto compuesto, el cual consta 
de un cuerpo, de un conjunto de ‘vectores’ y de dos operaciones con ciertas propiedades es­
peciales.

D efin ición  2.1.3. Sea V  un espacio vectorial sobre F. Un subconjunto S de V  se dice 
linealmente dependiente, si existen vectores distintos a 1, . . . ,  an E S y escalares c1, . . . ,  cn E F , 
no nulos, tales que

c1a 1 +  • • • +  cn«n =  0 .

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente.

5



CAPÓTULO 2. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁ.MICOS CONTINUOS

D efin ición  2.1.4. Sea W  un subconjuto de un espacio vectorial V . Sean v1, v2, . . . ,  vm; 
cualquier conjunto finito de vectores en W  y escalares cualesquiera a1, a2, . . . ,  am; se dice que 
la suma a1v1 +  • • • +  amvm es una combinación lineal finita sobre W .

D efin ición  2.1.5. El conjunto de generadores de W  (Span(W )), es el conjunto de vectores 
V  que son combinaciones lineales finitas en W , este recibe el nombre de subespacio de V 
generado por W.

D efin ición  2.1.6. Sea V  un espacio vectorial. Una base de B  es un conjunto de vectores 
linealmente independiente de V  que genera al espacio V , es decir, V  =  Span(B ).

Si B  es una base del espacio vectorial V , entonces todo vector v E V  se puede escribir 
como combinacióon lineal finita en B.

D efin ición  2.1.7. Sea V  un espacio vectorial sobre el cuerpo F  y sea T  un operador lineal 
sobre V . Un valor propio de T  es un escalar A de F  tal que existe un vector no nulo v con 
Tv =  Av. Si A es un valor propio de T , entonces:

♦  Cualquier v tal que Tv =  Av se llama vector propio de T  asociado al valor propio A.

♦  La coleccióon de todos los v tal que Tv =  Av se llama espacio propio asociado a A.

Los valores propios suelen recibir otro tipo de nombres, raices características, eigenvalo- 
res, valores característicos, etc. Si T  es cualquier operador y A cualquier escalar, el conjunto 
de los vectores v que cumple Tv =  Av es un subespacio de V.

T eorem a 2.1.8. Sea T  un operador lineal sobre un espacio V  de dimensión finita y sea A 
un escalar. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es valor propio de T .

2. El operador (T — AI) es singular, es decir, no invertible.

3. det(T — AI) =  0.

La propiedad 3 del Teorema 2.1.8 es muy importante, debido a que indica como encontrar 
los valores propios del operador lineal T.
Por otra parte p(A) =  det(T — AI) es un polinomio de grado m en la variable A. Las raóces 
de dicho polinomio son llamadas valores propios de la matriz T.

D efin ición  2.1.9. Si A es una matriz n x  n sobre el cuerpo F , un valor propio de A  en F  
es un escalar A E F  tal que la matriz (A — AI) es singular (no invertible).

Nótese que A es un valor propio de la matriz A si y solo só, det(A — AI) =  0 o si 
det(AI — A) =  0.

6



CAPÓTULO 2. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁ.MICOS CONTINUOS

Supóngase que A es una matriz de n x n con elementos reales o complejos. Sea A1 un 
valor propio de A, y v un vector columna tal que Av =  A1v. Entonces el sistema lineal 
(A — A1I)v  =  0 tiene una solución v no trivial.
A continuación se define p(A) de manera explócita.

p(A) =  det(A — AI)

an — A 
a21

an1

a 12 
a22 — A

an2

a1n
a2n

A

=  (—1)nAn +  (—1)n -1(an +  • • • +  ann)An-1 +  • • • +  det(A).

p(A) =  det(A — AI) recibe el nombre de polinomio característico de la matriz cuadrada A, el 
cual es un polinomio de grado n.

D efin icion  2.1.10. El nómero A es un valor propio de A de multiplicidad k si A es una raóz 
de multiplicidad k del polinomio característico p(A). Los valores propios de multiplicidad 1 
se denominan valores característicos simples.

T eorem a 2 .1 .11 . Si los valores propios A1, A2, . . . ,  An de una matriz A de n x n, son reales 
y distintos, entonces existe un conjunto de vectores propios correspondiente {v 1,v2, . .. ,vn}, 
los cuales forman una base para Rn. La matriz P  =  [v1v2 . . .  vn] es invertible y

P -1A P  =  diag [A1, . . .  An] .

D efin icion  2.1.12. El operador norma de T  se define como

||T| =  max|x|<1 | T (x ) |,

donde | x | denota la norma Euclidiana de x E Rn, es decir,

1 x i= y  x 1 + . . . + xn.

Para S ,T  E L (R n), se tiene:

a) ||T|| >  0 y ||T|| =  0 si y solo si T  =  0.

b) ||kT| =  | k | |T| para k E R.

c) |S +  T  ||<||S | +  ||T |.

Lem a 2.1.13. Sean S, T  E L (R n) y x E Rn, entonces se cumple:

♦  | T (x ) |< ||T|| | x |.

♦  l|TS| <  ||T|||S|.

♦  ||Tfc | <  ||T f  para k =  0,1, 2, 3 , . . . .

ann
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2.2. Sistemas Lineales de Ecuaciones Diferenciales Or­
dinarias

En esta sección se tomarán en cuenta los conceptos básicos del álgebra lineal que fue­
ron mencionados en la seccion anterior. De esta forma se introducirán algunas definiciones 
y teoremas importantes sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, los 
cuales se pueden encontrar en (Perko (2008)).

Un sistema está compuesto por un conjunto de elementos (componentes) y una estructura. 
Supongase que F  es un cuerpo. Se considera el problema de encontrar n escalares, es decir, 
n elementos de F , x ^ x 2, . . .  , xn, que satisfagan las siguientes condiciones:

A n xi +  A 12X2 +  
A 21X1 +  A 22X2 +

+  A 1nxn =  yb 
+  A 2nxn =  y2,

(2 .1)

Donde y1, . . .  ,ym y A j  con 1 <  i <  m, 1 <  j  <  n, son los elementos de F . El sistema (2.1) 
es llamado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.
Una solucián del sistema (2.1) son los elementos x 1, . . . ,  G F  que satisfacen las ecuaciones 
del mismo simultáneamente. Si y1 =  y2 =  ■ ■ ■ =  ym =  0, se dice que el sistema es homogeneo,
o que cada una de las ecuaciones que lo componen es homogenea.
Un sistema de ecuaciones lineales se puede representar de forma matricial, con esto no seraá 
necesario seguir escribiendo las incognitas, x 1, . . .  ,x n, ya que realmente se operará con los 
coeficientes A jj y los escalares y¿ del sistema (2.1). Además, esto facilitara el análisis del 
sistema y sera posible utilizar la teoría del álgebra lineal.
El sistema de ecuaciones lineales esta dado por:

Ax =  y,

donde

A
A 1 A 111 ■ ■ ■ A 1n

A An m1

x 1 y 1
x = y=y

xn 4
1

8
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En este caso A recibe el nombre de matriz de los coeficientes del sistema.
Sea A una matriz de m x n sobre un cuerpo F , una funcion del conjunto de los pares enteros 
(i, j ), con 1 <  i <  m, 1 <  j  <  n. Los elementos de esta matriz son los escalares A j,j, x se 
define como una matriz de n x 1 e y una matriz de m x 1.
Ax =  y es una notacián abreviada del sistema lineal. En la mayoría de los casos suele ser 
conveniente describir de esta manera un sistema de ecuaciones lineales.

D efin ición  2.2.1. Para el sistema general (2.1), supongase que se seleccionan m escalares 
c1, . . . ,  cm. Se multiplica a la j-esima ecuacion por Cj y posteriormente se suman todos estos 
productos. Entonces se obtiene la ecuacioán

(c1 A 11 +  ■ ■ ■ +  CmA m1)x 1 +  (c1 A 1n +  ' ' ' +  CmAmra)xra =  c1F1 +  ' ' ' +  cmym.

A esta ecuacion se le llama combinacion lineal de las ecuaciones de (2.1).

D efin ición  2.2.2. Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes, si cada ecuacion de 
cada sistema es una combinacioán lineal de la ecuaciáon del otro sistema.

D efin ición  2.2.3. Supongase que la matriz A de n x n tiene k valores propios negativos 
A1, . . . ,  Ak y n — k valores propios positivos Ak+1, . . . ,  An, todos distintos.
Sean {v 1, . . . , v n} el conjunto correspondiente de vectores propios. Entonces el subespacio 
estable e inestable de x' =  Ax, los cuales son denotados por E s y E u respectivamente, son 
los espacios generados por v1, . . . ,  y vk+1, . . . ,  vn respectivamente, es decir;

E s =  Span{v1, . . . ,  },
E u =  Span{vfc+1, . . . ,  v „}.

Si la matriz A, tiene valores propios imaginarios puros, existe tambien un subespacio central 
E  c.

Considerese wj =  Uj +  ivj un vector generalizado de la matriz A correspondiente al valor 
propio Aj =  Oj +  ibj.

D efin ición  2.2.4. Sea Aj =  Oj +  ib j, wj =  Uj +  ivj y B  =  {u 1, . . .  ,u k, uk+1, vk+1, . . . ,  vn}, 
una base de Rn, entonces

E s =  S p an {«j ,Vj | Oj <  0},
E c =  S p an {«j ,Vj | Oj =  0},
E u =  Spon{uj ,Vj | Oj >  0},

con j  G N. En otras palabras, E s, E c, E u son los subespacios de Rn generados por la parte 
real o imaginaria de los vectores generalizados Wj los cuales corresponden al valor propio Aj.
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2.2.1. Soluciones de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales
Las variables de estado de un sistema son el conjunto mínimo de variables x 1( t ) , . . . ,  x n(t). 

Si conocemos cada una de estas variables en un tiempo t° y la información de entrada aplicada 
al sistema a partir de dicho tiempo, estas variables permitirán conocer la situacion del sistema 
en cualquier tiempo. Las variables de estado conforman un espacio de estados X  C Rn.
Los sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales (E D O 1 s) en las n variables de 
estado x 1, . . . ,  xn tiene la siguiente forma:

x1 =  au x i +  ai2x2 +  • • • +  ainx n +  F1(t), 
x '2 =  a 21x 1 +  Ü22x2 +  • • • +  &2 nxn +  F^t),

x an1x 1 +  an 2x 2 +  • • • +  annxn +  Fn (t) , (2 .2)

donde los coeficientes a j  y las funciones F¿ son constantes o funciones de t pero no dependen 
de las variables de estado, para i, j  =  1 , . . .  ,n.
El sistema (2.2) se puede escribir en forma matricial, como se muestra a continuacion:

x A x  +  F, (2.3)

donde

A =
a11 • • a1n

, x =
x 1

, y F  =
F1

an1 • • aann xn Fn

Si se tiene una condicion inicial, entonces se tiene un problema con condición inicial

x' =  Ax +  F ,

con

x (t°) =  x 0 =

donde los x ° , . . . ,  x°n son constantes cualesquiera y í0 es un punto del intervalo I , en la mayoría 
de los casos se supone que A es una matriz constante y que I  es la recta real.

T eorem a 2.2.5. Sistemas equivalentes de ecuaciones lineales tienen exactamente las mismas 
soluciones.

x 0Jb 1

x

T eorem a 2 .2 .6 . Considérese el sistema lineal A x  =  b de n x n.

♦  Si det A =  0 entonces el sistema no homogíneo tiene la solución unica x  =  A -1b y el 
sistema homogeneo A x  =  0 tiene solo la solucion trivial x  =  0 .

10
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♦  Si det A =  0 , entonces A es singular, el sistema homogéneo A x  =  0 tiene infinidad de 
soluciones, y el sistema A x  =  b no tiene ninguna solución, o tiene un numero infinito 
de ellas.

♦  A x  =  b tiene una única solucion si y silo si detA  =  0; es decir, si y solo si A es 
invertible.

T eorem a 2.2 .7  (Teorema Fundamental para Sistemas Lineales). Sea A una matriz de n x n. 
Entonces para un x 0 dado, el problema con valor inicial

x' =  Ax, (2.4)

x (0 ) =  x 0,

tiene una única solucion dada por
x(t) =  eAtx0. (2.5)

En analogía con la solución de una ecuación diferencial con una variable de estado, se 
puede suponer que el sistema lineal

x' =  Ax, (2 .6)

tiene una solución de la forma x =  vext para alguna constante A y algun vector v. Sustituyendo 
vext en el sistema (2 .6) se tiene

AveAt =  A vext. (2.7)

Dividiendo entre eAt, la ecuación (2.7) queda expresada de la siguiente manera

Av =  Av. (2 .8 )

Por lo tanto x =  vext es una solucion de (2.7).
En el caso que se esta describiendo donde se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales 
lineales, cuya matriz de coficientes es A, si se supone que tiene valores propios reales distintos 
Ai y A2 con vi, v2 vectores característicos correspondientes, entonces xi =  vieAt, x 2 =  v2ext 
son soluciones de la ecuacioón (2.7).

T eorem a 2.2.8. Supongase que A es una matriz de n x n con elementos reales; todos los 
valores propios Ai con 1 <  i <  n son reales no necesariamente distintos y todos los espacios 
característicos no son necesariamente diferentes. Supongase tambiin que {v 1, . . .  ,vn} es una 
base característica correspondiente de Rn. Entonces para cada x 0 existe un conjunto único de 
constantes c1, . . . ,  cn tal que

x  =  civi eXlt +  • • • +  CnvneXnt (2.9)

es la única solucion del problema con valor inicial x' =  Ax, x (0) =  x 0.

11
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2.3. Sistemas No Lineales de Ecuaciones Diferenciales 
Ordinarias

En la secciáon anterior se enunciaron conceptos y resultados sobre sistemas lineales de la 
forma x' =  Ax. listos tienen una única solucián en cada punto x0 en el espacio fase Rn, la 
cual esta dada por x(t) =  eAtx 0 y que esta definida para todo t G R.
En este sentido es fundamental presentar la teoría de los sistemas no lineales de ecuaciones 
diferenciales, la cual podemos encontrar en (Perko (2008)). Asá mismo, se incluyen algunas 
definiciones, como son, la definicion de estabilidad de un punto crítico y estabilidad de la 
soluciáon del sistema.

De manera general, un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales de la forma:

x' =  f  (x) f  : E  c  Rn ^  Rn (2.10)

no sera posible resolver de manera analática; sin embargo, si se tiene una gran cantidad de 
informacián cualitativa del sistema, esta nos permitirá conocer el comportamiento local de 
la solucion.

D efin ición  2.3.1. Supongamos que V1 y V2 son espacios lineales con normas || ■ ||1 y || ■ ||2 
que satisfacen las condiciones (o — c) de la definicián (2.1.12). Entonces

F  : V  ^  V2

es continua en x0 G V1, si para todo e >  0 existe un 8 >  0 tal que x G V1 y ||x — x0|| <  8 
implica que

IIF(x) — F(xo) ||2 <  e.

Al ser F  continua en un conjunto E  c  V1, F  es continua en cada punto x G E  .S i  F  es 
continua en E  c  V1, escribiremos F  G C (E ).

D efin ición  2.3.2. La funcion f  : Rn ^  Rn es diferenciable en x0 G Rn si hay una transfor- 
macion D f  (x0) G L (Rn) que satisface

v 1 f  (xo +  h) — f  (xo) — D f  (x0)h 1 nlám ----------------------— ----------------------=  0 .
|h| —>0 | h |

La transformacion lineal D f  (x0) es llamada derivada de f  en x0.

T eorem a 2.3.3. Sea f  : Rn ^  Rn una función diferenciable en x0, entonces las derivadas 
parciales f , con i, j  =  1 , . . . ,  n existen en x0 y para todo x G Rn,

D f  (xo)x =  ^  ^  (xo)x j. 
j=1 j

12
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Por tanto, si f  es una funcion diferenciable, la derivada D f  es dada por la matriz Jacobiana:

' dfiD f
dx.

D efin ición  2.3.4. Dada una función vectorial F  diferenciable tal que

F  : Rn ^  Rm

xn), entonces

JF(x i , . . . , xn)

indica la derivada de una funcioón multivariable.

T eorem a 2.3.5. Sea E  un subconjunto abierto de Rn y que f  : E ^  Rn. Entonces f  E C i (E ) 
si y silo si las derivadas parciales J- , i , j  =  1, . . . ,  n, existen y son continuas en E .

=  f i (x 1, . . , xn)
' dyi dyi
dxi dxn

dym dym
_ dxi ' ' ' dxm

Supóngamos que f  (x) es al menos tres veces continuamente diferenciable en una bola 
Br (y) =  {y  E Rn | ||y — x|| <  r }, entonces por el Teorema de Taylor (ver en Spivak (1996)) 
se tiene

f  (x) =  f  (y) +  J  (y )(x  — y ) +  P  (x ) . (2.11)
Donde J(y) es la matriz Jacobiana de f  en y, y P (x) es el termino residual.
Si se supone que f  (y) =  0, se puede escribir x ' =  f  (x) como la siguiente expresion en y

x' =  f  (x ) =  J  (y )(x — y ) +  P  (x ) . (2.12)

Con ayuda de la matriz Jacobiana se puede aproximar linealmente un sistema no lineal.

D efin ición  2.3.6. Una funcion f  : E  ^  Rn se dice que es analótica en el conjunto abierto 
E  C Rn, si cada componente f j (x), j  =  1 , . . . ,  n, es analótica en E , es decir, para j  =  1 , . . . ,  n; 
f j  (x) tiene una serie convergente de Taylor en alguna vecindad de cada punto en E .

D efin ición  2.3.7. Bajo la hipotesis que f  E C i (E ) donde E  es un subconjunto abierto de 
Rn

1 f (x )  — f ( y) |<  K o 1 x — y 1 .
Una e-vecindad de un punto x0 E Rn, se refiere a una bola abierta de un radio positivo e; es 
decir,

Ne(x0) =  {x  E Rn : | x — x0 |< e}.

D efin ición  2.3.8. Sea E  un subconjunto abierto de Rn. Una funcion f  : E  ^  Rn se dice 
que satisface una condicion de Lipschitz en E  si existe una constante positiva K  tal que para 
todo x, y E E,

1 f (x )  — f ( y) |<  K  1 x — y 1 .

13
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D efin ición  2.3.9. La funcion f  se dice que es localmente Lipschitz en E  si para cada punto 
x0 G E  existe una e — vecindad de x0, Ne(x0) c  E  y una constante K 0 >  0 tal que para todo 
x, y G Ne(xo).

Lem a 2.3.10. Sea E  un subconjunto de Rn y f  : E  ^  Rn. Entonces, si f  G C  1(E ), f  es 
localmente Lipschitz en E .

D efin ición  2.3.11. Sea V  un espacio lineal normado, entonces la sucesián {u k} c  V  es 
llamada una sucesion de Cauchy si para todo e >  0 existe un N  tal que k ,m  >  N  implica 
que,

||ufc — um|| <  e.
El espacio V  es llamado completo si toda sucesion de Cauchy en V  converge a un elemento 
en V.

T eorem a 2.3.12. El espacio C (I ) de las funciones continuas en el intervalo I , es un espacio 
lineal normado completo.

Consideremos el sistema autáonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

x ' =  f  ( x )  (2.13)

y el sistema no autoánomo
x ' =  f  (x ,t) (2.14) 

donde la funcioán f  puede depender de la variable independiente t; algunos sistemas no autáono- 
mos (2.14) con x G Rn se pueden escribir como un sistema autonomo (2.13) con x G Rn+1, 
usando xn+1 =  t y xn+1 =  1.
En palabras mas simples un sistema autonomo es aquel donde la funcion es independiente 
del tiempo t.

D efin ición  2.3.13. Supongamos que f  G C (E ) donde E  es un subconjunto abierto de Rn. 
Entonces x(t) es una solucioán de la ecuaciáon

x' =  f  (x), (2.15)

en el intervalo I , si x(t) es diferenciable en I , para todo t G I , x(t) G E  y

x' =  f  (x (t)).

Sea x0 G E, donde x(t) es una soluciáon del problema de valor inicial

x ' =  f  (x), (2.16)

x(to) =  xo,

en un intervalo I , si t0 G I, x (t0) =  x0, más aun x(t) es una solucián de la ecuacion diferencial 
(2.16) en el intervalo I .

14



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS

T eorem a 2.3.14 (Teorema Fundamental de Existencia-Unicidad). Sea E  un subconjunto 
abierto de Rn que contiene a x° y f  E C  1(E ), entonces existe un a >  0 tal que el problema 
de valor inicial

x' =  f  (x ),

x (0) =  x 0,

tiene una unica solucion x (í) en el intervalo [ -a ,  a ] .

D efin ición  2.3.15. Sea V  un espacio lineal normado y T  : V  ^  V  tal que

||T (u)|| — t(v) <  c\\u — v|| (2.17)

para todo u ,v  E V  con 0 <  c <  1. T  es llamada contraccion de mapeos.

T eorem a 2.3.16 (El principio de contracción de mapeos). Sea V  un espacio lineal normado 
completo y T  : V  ^  V  una contracciín de mapeos.
Entonces existe un unico u E V  tal que T (u) =  u.
Sea f  E C  1(E) y x° E E . Para [—a, a] y u E C (I ), tenemos

T (u)(t) =  x° +  í  f(u (s))d s.
0

L em a 2.3.17. Sea E  un subconjunto abierto de Rn que contiene a x° y supongamos que 
f  E C 1(E ). Sea u1(t) y u2 (t) las soluciones del problema de valor inicial ( 2.16) en el intervalo
I 1 e I2. Entonces 0 E I 1 fl I2 y si I  es algún intervalo abierto que contiene al 0 y contenido 
en I 1 f  I2. Se sigue que u1(t) =  u2(t) para todo t E I .

T eorem a 2.3.18. Sea E  un subconjunto abierto de Rn y asumimos que f  E C 1 (E ). Entonces 
para cada punto x° E E , existe un intervalo maximal M  en el cual el problema de valor 
inicial (2 .16) tiene una unica solucion, x (t ) ; es decir, si el problema de valor inicial tiene 
una solucion y(t) en el intervalo I  entonces I  C M  y y(t) =  x(t) para todo t E I . Por tanto, 
el intervalo maximal M  es abierto, M  =  (a ,f l ).

D efin ición  2.3.19. El intervalo (a, fl) en el Teorema (2.3.18) es llamado el intervalo maximal 
de existencia de la solución x(t) del problema de valor inicial (2.16).

T eorem a 2.3.20. Sea E  un subconjunto abierto de Rn que contiene al punto x°, sea f  E 
C 1 (E ) y [a,fl) el intervalo derecho maximal de existencia de la solucion x(t) del problema de 
valor inicial ( 2.16). Se asume que fl <  x>. Entonces, dado algun conjunto compacto K  C E , 
existe un t E (a ,fl ) tal que x(t) E K.

C oro la rio  2.3.21. Sea E  un subconjunto abierto de Rn que contiene x°, además f  E C  1(E ), 
y sea [0 ,f l) el intervalo derecho maximal de existencia de la solucion x (t) del problema con 
valor inicial ( 2.16). Asumimos que existe un conjunto compacto K  C E  tal que
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{y  G Rn | y =  x(t) para algún t G [0 ,3 )} c  K .

Se sigue que 3  =  x>; es decir, el problema de valor inicial ( 2.16) tiene una solucion x(t) en 
[0 , w ) .

T eorem a 2.3.22. Sea E  un subconjunto abierto de Rn que contiene a x 0, además f  G C  1(E ). 
Supongase que el problema de valor inicial ( 2.16) tiene una unica solucion x (t ,x 0) definida 
en un intervalo cerrado [o,b]. Existe un 8 >  0 y una constante positiva K  tal que para todo 
y G N¿(x0) el problema de valor inicial

x ' =  f  (x), (2.18)

x (0) =  y,

tiene una unica solucion x (t ,y ) definida en [o,b], la cual satisface

| x (t,y ) — x(t,xo) |<| y — xo | eK|t|.

Mas aun
lám x (t,y ) =  x (t ,x 0) 

y—xo
uniformemente para todo t G [o,b].

2.3.1. Dependencia de Parómetros y Condiciones Iniciales
El Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad (Teorema 2.3.14), establece que si 

f  G C 1, el problema de valor inicial
x ' =  f  (x), (2.19)

x (0 ) =  y,

tiene una unica solucion x(t) definida en un intervalo maximal de existencia (a, 3 ).
Un problema de valor inicial, como se muestra en (2.19) puede depender de un parámetro 
^ G Rn; en otras palabras, la funcián f  (x) es remplazada por f  (x ,^ ), por tanto la solucion 
ahora esta representada por u (t ,y ,^ ), la cual depende de la condicion inicial y el parámetro 
^.

Lem a 2.3 .23 (Gronwall). Supongase que g(t) es una funcion de valor real que satisface lo 
siguiente, g(t) >  0 y ademas

g (t) <  C  +  K  í  g (s)ds,
0

para todo t G [0,o], donde C  y K  son constantes positivas. Se sigue que para todo t G [0,o], 
g(t) cumple

g(t) <  CeKt.
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T eorem a 2.3.24 (Dependencia de Condiciones Iniciales). Sea E  un subconjunto abierto de 
Rn que contiene a x 0 y f  E C i (E ). Entonces, existe a >  0 y 5 >  0 tal que para todo 
y E N¿(x0) el problema de valor inicial

x' =  f  (x), (2.20)
x (0 ) =  y,

tiene una única soluciin  u (t,y ) con u E C i (G) donde G =  [—a, a] x N¿ C Rn+i; por tanto, 
para cada y E N¿(x0), u (t,y ) es una funciin dos veces continuamente diferenciable en t para 
t E [—a, a] .

D efin ición  2.3.25. Sea
$ ' =  A (t,y 0)$ , (2.21)

$ (0 , y0) =  / ,
con A (t,y0) =  D f  [u(t,y0)] e I  la matriz identidad de n x n.
Sea

(t ,y0) =  $ (t ,y0),

para todo t E [—a,a], donde $ (t ,y 0) es la matriz fundamental de solucion del problema de 
valor inicial (2.21), el cual es continuo en t y en y0 E N s(xo) para todo t E [—a, a].

C oro la rio  2.3.26. Bajo las hipotesis del Teorema ( 2.3 .24 );

*(<•») =  ^  (2 .22)

si y solo sí' $ (t ,y )  es la matriz fundamental de solucion de

$ ' =  D f  [u (t,x)]$ ,

$ (0 ,y ) =  I,
para t E [—a, a], y E N¿(x0).

Si f  E C r(E ), la solucion u(t, y) del problema de valor inicial (2.19) estó en C r(G), donde 
G es definida como en el Teorema (2.3.24). Por otra parte, si f (x )  es una funcióon (real) 
analitica, para x E E, entonces u (t,y ) es analótica en el interior de G.
Ademós de la continuidad de la solucion u (t,y) del problema de valor inicial (2.19), se sigue 
lo siguiente, para cada t E [—a, a]

lóm u(t,y) =  u (t ,x 0).y^xo
T eorem a 2 .3 .27  (Dependencia de Parámetros). Sea E  un subconjunto abierto de Rn+m que 
contiene el punto (x0,^ 0) donde x0 E Rn y ^0 E R m, asumimos que f  E C i (E ). Entonces 
existe a >  0 y 5 >  0 tal que para todo y E N¿(x0) y ^ E N¿(^0), el problema de valor inicial

x ' =  f  (x ,^ ), (2.23) 
x (0 ) =  y,

tiene una única solucion u (t ,y ,^ ) con u E C i (G) donde G =  [—a, a] x N¿(x0) x N¿(^0).
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2.3.2. Teoría Local Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales
Anteriormente se expusieron resultados sobre la dependencia de parámetros en un pro­

blema de valor inicial. En este apartado se enunciaran algunos resultados sobre la teoría local 
cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

x' =  f  (x). (2.24)

Ademaós de algunos teoremas que permiten la linealizacióon de un sistema no lineal, los cuales 
se pueden encontrar en (Perko (2008); Hirsch et al. (1983)).

D efin ición  2.3.28. Sea E  un subconjunto abierto de Rn y f  E C 1(E). Para x° E E , 
supongamos que &(t, x°) es la solucion del problema de valor inicial. Consideremos

x ' =  f  (x), (2.25)

x (0 ) =  x°,

definido en su intervalo de existencia maximal I (x°). Entonces para t E I (x°), el conjunto de 
mapeos &(t) definido por

&t (x°) =  &(t,x°)

es llamado el flujo de la ecuacion diferencial o el flujo definido por (2.24); tambien se 
conoce como flujo del campo vectorial f  (x).

D efin ición  2.3.29. Un subconjunto ordenado en el espacio de estados X, 

a(x°) =  { x  E X  | x  =  &t(x°)para todo t E I  C R }, 

es llamada una órbita (curva solucion o trayectoria), que comienza en el estado inicial x°.

D efin ición  2.3.30. Una orbita a puede descomponerse en dos semiorbitas, una semiorbita 
positiva y una semiórbita negativa, las cuales se definen de la siguiente manera:

a +  :=  { x  E X  | x  =  &t(x°), para todo t >  0}

y

a — :=  { x  E X  | x  =  &t(x°), para todo t <  0}.

D efin ición  2.3.31. Una orbita periodica es aquella que satisface lo siguiente:

at+T (xp) =  at(xp) 

para algun T >  0, y para todo t E I  C R.
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Si consideramos que el punto inicial x0 es fijo, y ademas I  =  I (x 0), entonces el mapeo 
0 (-,x o) : I  ^  E  define una curva solucián o una trayectoria del sistema (2.24) a traves del 
punto x0 G E . El mapeo 0 (-,x o) se identifica con su gráfica en I  x E  y una trayectoria 
se visualiza como un movimiento a lo largo de una curva r  a traves del punto x0 en el 
subconjunto E  del espacio fase Rn. Por otra parte, si x0 varía a lo largo de K  c  E , el flujo 
de la ecuacion diferencial (2.24), : K  ^  E , puede ser visto como el movimiento de todos 
los puntos en el conjunto K .

D efin icion  2.3.32. El conjunto Q c  R x E  es definido como

Q =  { ( t ,x 0) G R x E  | t G I (x 0)}.

T eorem a 2.3.33. Sea E  un subconjunto abierto de Rn y f  G C  1(E ). Entonces Q es un 
subconjunto abierto de R  x E  y 0 G C  1(Q).

T eorem a 2.3.34. Sea E  un subconjunto abierto de Rn y ademas f  G C  1(E ). Entonces para 
todo x 0 G E , si t G I (x 0), s G I (0 (x o)), se sigue que s + 1 G I (x 0) y

0 s+í(xo) =  0 s(0 í(xo)).

T eorem a 2.3.35. Bajo la hipotesis del Teorema ( 2.3.34), si (t ,x 0) G Q, existe una vecindad 
U de x 0 tal que { t }  x U c  Q. De esta manera, el conjunto V  =  0t(U) es un abierto en E , 
ademas

0_í(0 t(x)) =  x para todo x G U

y

0í (0_í (y)) =  y para todo y G V .

D efin icion  2.3.36. Sea E  un subconjunto abierto de Rn, sea f  G C  1(E ) y : E  ^  E 
el flujo de la ecuacián diferencial (2.24) definida para todo t G R. Un conjunto S c  E  es 
llamado invariante con respecto al flujo 0t, si 0t(S ) c  S para todo t G R, además S es 
llamado positivamente (o negativamente) invariante con respecto al flujo si 0t(S ) c  S 
para todo t >  0 (o t <  0).

D efin icion  2.3.37. Sea : E  ^  Rn el flujo de la ecuacián diferencial (2.24), un punto de 
equilibrio x es tal que 0t(x) =  x para todo t G R, x tambien recibe el nombre de punto fijo 
o punto estacionario del flujo 0 t.

Supongamos que x(t) es una solucián de la ecuacion diferencial (2.24) y 0 : E  ^  Rn es el 
flujo asociado a (2.24), para x G Rn, la aplicacián t ^  0 (t ,x ) =  0t(x); sea 0t(x) la solucion 
de (2.24) que pasa por x cuando t =  0; la cual esta definida para cada t en cierto intervalo 
abierto.
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Si x es un punto de equilibrio, por definicion 0t(x) =  x, por el Teorema de Existencia y 
Unicidad de Soluciones (Teorema 2.3.14),

x(t) =  0 t(x) =  x,

al derivar la ecuacióon anterior,

x ' =  0 ,

x ' =  f  (x) =  0 .

Por tanto x es un cero del campo vectorial f , en otras palabras x es un punto crótico o 
singular del campo vectorial f .
Si x es un punto equilibrio de (2.24), se tiene que f  (0) =  0, asó por el Teorema de Taylor, 
podemos expresar f (x )  como

f  (x) =  D f  (0)x + 1  D f  (0)(x  x) + . . . .

Debido a lo cual la funcion lineal D f  (0)x es una buena aproximacion de la funcion no lineal 
f  (x) cerca de x =  0. Es razonable pensar que el comportamiento del sistema no lineal (2.24) 
cerca del punto x =  0 sea aproximado por el comportamiento de su linealizacioón en x =  0 . 
Esto ocurre cuando la matriz no tiene ceros o eigenvalores imaginarios puros. El sistema 
lineal x ' =  Ax donde A =  D f  (x) es llamada linealizacion de la ecuacion diferencial no lineal
(2.24) en x.

D efin ición  2.3.38. Un punto de equilibrio es llamado punto de equilibrio hiperbolico de
(2.24), si ninguno de los valores propios de la matriz D f  (x) tiene parte real cero.

D efin ición  2.3.39. Un punto de equilibrio x de (2.24) es llamado punto sumidero si todos 
los valores propios de la matriz D f  (x) tienen parte real negativa.

D efin ición  2.3.40. Un punto de equilibrio x de (2.24) es llamado punto fuente, si todos los 
valores propios de la matriz D f  (x0) tienen parte real positiva.

D efin ición  2.3.41. Un punto de equilibrio x de (2.24) es llamado punto silla, si es un 
punto de equilibrio hiperbólico y la matriz D f  (x) tiene al menos un valor propio con parte 
real positiva y al menos un valor propio con parte real negativa.

T eorem a 2.3.42 (Teorema de la Variedad Estable). Sea E  un subconjunto abierto de Rn 
que contiene al origen y f  E C i (E ), sea 0t el flujo del sistema no lineal (2 .2 4 ). Supíngase 
que f  (0) =  0 y que D f  (0) tiene k valores propios con parte real negativa y n — k valores 
propios con parte real positiva. Entonces existe una k — dimensional variedad diferenciable 
S tangente al subespacio estable E s del sistema lineal x ' =  Ax en 0 tal que para todo t >  0 , 
0t(S ) C S y para todo x 0 E S,

lóm 0t(x0) =  0 ;

y existe una n — k dimensional variedad diferenciable U y el espacio E u de x ' =  Ax en 0 tal 
que para todo t <  0, 0t(U ) C U y para todo x 0 E U,

lóm 0 t(x0) =  0 . t^ — <̂
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El Teorema de la Variedad Estable es un resultado importante en la teoría local cualita­
tiva de las ecuaciones diferenciales ordinarias, nos dice que cerca de un punto de equilibrio 
hiperbolico x°, el sistema no lineal (2.24) tiene una variedad estable S y una variedad ines­
table U tangente a x° en el subespacio estable e inestable E S y E U del sistema linealizado 
x ' =  Ax, donde A  =  D f  (x°). Por tanto, las variedades S y U tienen la misma dimension que 
los subespacios E S y E U, ademós si &t es el flujo del sistema no lineal (2.24), se tiene que S 
y U son positivamente y negativamente invariantes bajo &t respectivamente y satisfacen lo 
siguiente:

lóm &t(c) =  x° para todo c E St^<^
y

lóm &t(c) =  x° para todo c E U.t^<^
La variedad estable S e inestable U solo es definida en una pequeña vecindad del origen, es 
decir, se refiere a la variedad estable e inestable local del sistema (2.24). En una pequena 
vecindad, N , de un punto crítico hiperbolico en el origen, la variedad local estable S y la 
variedad local inestable U de (2.24) en el origen son dadas por:

S =  { x  E N  | &t(x) ^  0 cuando t ^  <x> y &t(x) E N  para t >  0}

y

U =  { x  E N  | &t(x) ^  0 cuando t ^  —<x y &t(x) E N  para t <  0}.

D efin ición  2.3.43. Sea &t el flujo del sistema no lineal (2.24). La variedad global estable y 
la variedad global inestable de (2.24) en 0 son definidas por

W S (0) =  U  * ( S )
t<°

y
W U (0 ) =  U & ( U )

t>°
respectivamente.

Las variedades estable W S (0) e inestable W U (0) son únicas e invariantes con respecto al
flujo &t; por lo tanto para todo x  E W S(0), lóm &t =  0 y para todo x  E W U(0), lóm &t =  0.t^^  t^^
T eorem a 2.3.44 (Teorema de la Variedad Central). Sea f  E Cr(E ) donde E  es un subcon­
junto abierto de Rn que contiene al origen y r >  1. Supongase que f  (0) =  0 y que D f (0) 
tiene k valores propios con parte real negativa, j  valores propios con parte real positiva, y 
m  =  n — k — j  valores propios con parte real cero. Entonces existe una m — dimensional 
variedad central W c(0) de la clase C r tangente al subespacio central E C de x ' =  A x en 0 el 
cual es invariante bajo el flujo &t de ( 2.24).
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2.3.3. Estabilidad en Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Los puntos de equilibrio son una parte fundamental en las ecuaciones diferenciales ordi­

narias, por ello, estos puntos deben de ser analizados detalladamente; ya que la solucion de 
una ecuacion diferencial en un punto de equilibrio x está en x y permanece en x para todo 
tiempo t y nos interesa saber cual es el comportamiento de la solucion en un entorno de x. 
Un sistema lineal puede tener varios puntos de equilibrio, algunos podrían ser estables y 
otros inestables. La estabilidad de los puntos críticos x se puede determinar por el signo de 
la parte real de los valores propios Aj de la matriz D f  (x0) pero la estabilidad de los puntos 
no hiperbolicos es mas difícil de determinar.
lista parte se enfocará en las definiciones y teoremas que nos permitirán identificar el com­
portamiento (ver Perko (2008); Borrelli and Coleman (2002); Braun (1990)).

E stabilidad  de P u n tos C ríticos

Consideremos el sistema no lineal de la forma

x' =  f  (x). (2.26)

D efin icion  2.3.45. Sea 0t el flujo de la ecuacián diferencial (2.26) definido para todo t G R. 
Un punto de equilbrio x0 de (2.26) es estable, si para todo e >  0 existe un 8 >  0 tal que para 
todo x G N¿(x0) y t >  0 tenemos que

0t(x) G Ne(xo).

Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones cercanas permanecen cercanas.

D efin ición  2.3.46. Un punto de equilibrio x0 que no es estable se le llama inestable, esto 
significa que existe un entorno U de x0 tal que para todo entorno U1 de x 0 en U, existe al 
menos una solucián x(t) de (2.26) que comienza en x(0) G U1 y que no permanece en U.

D efin ición  2.3.47. Un punto de equilibrio x 0 es asintoticamente estable si es estable y 
ademas existe un 8 >  0 tal que para todo x G N¿(x0) se tiene

lám 0 t(x) =  x0t—ro

En otras palabras, x 0 es asintáticamente estable, si todas la soluciones cercanas permanecen 
cercanas y tienden al punto x0.

T eorem a 2.3.48. Si x 0 es un punto sumidero del sistema no lineal (2 .2 6 ), y Re(Aj) <  
—a <  0 para todos los valores propios Aj con j  =  1, ■ ■ ■ , n de la matriz D f  (x0), entonces 
para un e >  0 existe un 8 >  0 tal que para todo x G N¿(x0), el flujo 0t(x) de (2 .2 6 ) satisface:

| 0t(x) — xo |< ee_at,

para todo t >  0 .
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Sea f  E C i , donde f  : W  C Rn ^  Rn un campo vectorial para el que 0 E Rn es un punto 
de equilibrio.
Consideremos a la derivada de f , D f  (0) =  A en 0, como un campo vectorial lineal que 
aproxima a f  en una vecindad del 0 (se denomina parte lineal de f  en 0 ).

T eorem a 2.3.49. Sea x E W  un sumidero de la ecuacion ( 2.26). Supongamos que todo 
valor propio de D f  (x) tiene parte real menor que —c, donde c >  0. Entonces, existe un 
entorno U C W  de x tal que:

♦  0t(x) esta definida y pertenece a U para todo x E U y t >  0.

♦  Existe una norma Euclideana en Rn tal que

| 0 t(x) — x |< e—ct | x — x |

para todo x E U , t >  0 .

♦  Para cualquier norma en Rn; existe una constante B  >  0 tal que

| 0t(x) — x |< B e-ct | x — x |

para todo x E U , t >  0 .
En particular, 0t(x) ^  x cuando t ^  ro para todo x E U .

El teorema anterior expone que si x es un punto sumidero de una ecuacion diferencial no 
lineal, se comporta localmente como un punto sumidero de un sistema lineal, es decir, las 
soluciones cercanas a x se aproximan a el exponencialmente.

T eorem a 2.3.50. Sea x 0 un punto de equilibrio de ( 2.26) y Aj los valores propios de D f  (x0) 
entonces:

♦  x 0 es estable, si Re(Aj) <  0 para todo j  =  1, . . . ,  n, es decir, todos los valores propios 
Aj no tiene parte real positiva,

♦  x0 es asintíticamente estable si y silo si si Re(Aj) <  0 para todo j  =  1, . . . ,  n si y solo 
si x0 es un sumidero.

C oro la rio  2.3.51. Un punto de equilibrio hiperbolico es inestable si y silo si es una fuente 
o una silla.

C oro la rio  2.3.52. Un punto de equilibrio hiperbolico es o bien inestable o bien asintítica­
mente estable.

La uónica ocasióon que un punto de equilibrio hiperbóolico puede ser estable, pero no asintóoti- 
camente estable es cuando D f  (x0) tiene valores propios cero o un par de valores propios 
complejos conjugados puramente imaginarios ±A.
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D efin ición  2.3.53. Un punto crítico del sistema (2.26) en el cual D f (x°) tiene un valor 
propio cero es llamado punto crítico no degenerado, en otro caso, es llamado punto crítico 
degenerado del sistema (2.26).

D efin icion  2.3.54. Sea f  E C  1(E ), V  E C  1(E ) y &t el flujo de la ecuación diferencial (2.25), 
entonces para todo x  E E  la derivada de la funcion V (x) a lo largo de la solucion &t(x) es de 
la siguiente forma

d
V '(x ) =  — V(&t(x)) |t=°= D V (x ) f  (x).

Si V (x) es negativa en E  entonces V (x) decrece a lo largo de la solucion &t (x°) a traves 
de x° E E  con t =  0.

T eorem a 2.3.55. Sea E  un subconjunto abierto de Rn que contiene a x°. SupÍngase que 
f  E C  1(E ) y f  (x°) =  0, ademas existe una funcion V  E C  1(E) que satisface V (x°) =  0 y 
V (x) >  0 si x  =  x°. Se tiene lo siguiente:

a) si V '(x) <  0 para todo x  E E , entonces x° es estable;

b) si V '(x) <  0 para todo x  E E  — {x ° } ,  entonces x° es asmáticamente estable;

c) si V '(x ) >  0 para todo x  E E , x° es inestable.

La funcion V  : Rn ^  R se llama fu n c ió n  de L iapunov.

Sea f  (x) una función de n vectores, la cual es continuamente diferenciable en Rn. Enton­
ces, el problema

x' =  f  (x) (2.27)

con x(0) =  x°, x° E Rn, tiene solo una solución extendida al maximo que se denota con 
x (t ,x °), la cual esta definida para t >  0 .

D efin icion  2 .3.56. Un punto críticop es un punto de atraccion, si \\x(t, x ° )— p\\ ^  cuando 
t ^  para toda x°, es decir, no importa donde inicie la solución del sistema siempre se iró 
acercando cada vez móas al punto de equilibrio p .

D efin ición  2.3.57. La cuenca de atraccion de un punto de equilibrio p asintóticamente 
estable, es el conjunto de puntos x° tales que ||x(t,x°) — p\\ ^  0 cuando t ^  + ro .

D efin icion  2.3.58. La estabilidad asintotica de p es global, si la cuenca de atraccion es todo 
el espacio de estados.
En caso contrario se dice que la estabilidad es local.

D efin ición  2.3.59. Un conjunto cerrado invariante A C E  es llamado un conjunto de atrac- 
cion de (2.27), si existe alguna vecindad U de A  tal que para todo x  E U , &t(x) E U para 
todo t >  0 y &t ^  A  cuando t ^  x>.

D efin ición  2.3.60. Un atractor de (2.27) es un conjunto de atracción el cual contiene una 
orbita densa.
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D efin icion  2.3.61. Una solucion del sistema (2.27) es localmente estable en un punto de 
equilibrio p, si para cada námero positivo e hay un námero positivo 8 tal que ||x0 — p|| < 8  
entonces ||x(t,x0) — p|| <  e para todo t >  0 .

D efin ición  2.3.62. Una solucion del sistema es asintoticamente estable en p, si la solucion 
es estable en p, y ademas ||x(t,x0) — p|| — 0. Esto quiere decir que x (t ,x 0) — p cuando 
t —— to  para los puntos x0 cercanos a p.
En caso contrario, el sistema es inestable.

T eorem a 2.3.63. Sea x =  0(t) una solucion de la ecuacion diferencial x ' =  Ax.

1. Toda solucion x =  0(t) es estable si todos los valores característicos de A tienen parte 
real negativa.

2. Toda solucion x =  0(t) es inestable si al menos un valor característico de A tiene parte 
real positiva.

3. Supongase que todos los valores característicos de A tienen parte real menor o igual 
a cero y A1 =  ¿7 1, ■ ■ ■, Az =  ¿yz tienen parte real igual a cero. Supongase ademas que 
Aj =  ¿Yj tiene multiplicidad k j. Esto significa que el polinomio característico de A se 
puede factorizar como

p (A) =  (A — ¿Y1)kl ■ ■ ■(A — ¿Y )kl q(A)

donde todas las raices de q(A) tienen parte real negativa. Entonces toda solucion x =  
0(t) de ( 2.26) es estable si A tiene kj vectores característicos, linealmente indepen­
dientes para cada valor característico Aj =  ¿Yj. De otro modo, todas las soluciones 0(t) 
son inestables.

C on ju n tos  Lómites

Consideremos el sistema autoánomo

x ' =  f (x )  (2.28)

con f  G C  1(E ), donde E  es un subconjunto abierto de Rn.

D efin ición  2.3.64. Un punto p G E  es un punto lámite u de la árbita 0 (-,x ) del sistema 
(2.28), si existe una sucesion tn — to tal que

lám 0 (tn, x) =  p.n—ro

De manera similiar, si existe una sucesion tn — —to tal que

lám 0 (tn, x) =  q,n—ro

el punto q G E , es llamado un punto lámite a  de la árbita 0 (-,x ) del sistema (2.28).
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D efin ición  2.3.65. El conjunto de todos los puntos lómite u de la orbita a es llamado el 
conjunto u-lómite de a y es denotado por u (a).

D efin ición  2.3.66. El conjunto de todos los puntos lómite a  de la orbita a es llamado el 
conjunto a-lómite de a, denotado por a (a ).

D efin ición  2.3.67. El conjunto de todos los puntos lómite de a, a (a ) U u (a ) es llamado el 
conjunto lómite de a.

T eorem a 2.3.68. Un punto p es un punto límite u  de la orbita a de ( 2.28 ), por lo tanto los 
otros puntos de la írbita 0 (-,p) de ( 2.28) a travís del punto p, tambiín son puntos límite u 
de a ; es decir, si p E u (a ), entonces ap C u (a ), similarmente para p E a (a ), tenemos que, 
ap C a (a ).

T eorem a 2.3.69. Si x 0 es un punto de equilibrio de (2.28) ,  x0 es su propio conjunto a- 
límite y u -ím ite, pues 0 (t ,x 0) =  x0 para todo t E R. Por otro lado, si la orbita a de ( 2.28) 
tiene un ínico punto límite u, este punto es un punto de equilibrio de (2.28) .

D efin ición  2 .3.70. El conjunto de todos los puntos lómite de a, a (a ) U u (a ) es llamado 
conjunto lómite de a.

T eorem a 2.3.71. Si punto q es un punto límite u  de una trayectoria a de (2.28) ,  entonces 
todos los otros puntos de la trayectoria 0 (-, q) de ( 2.28) a travís del punto q son tambiín 
puntos límite u  de a ; es decir, si q E u (a ), entonces aq C u (a ), similarmete si q E a (a ), 
entonces aq C a (a ).

D efin ición  2.3.72. Un ciclo u orbita periodica es una curva solución cerrada de (2.28), la 
cual no tiene un punto de equilibrio.

D efin ición  2.3.73. Una orbita periodica a es llamada estable, si para cada e >  0 existe una 
vecindad U de a tal que para todo x E U , d(a+, a) <  e; es decir, para todo x E U y t >  0, 
d(0 (t ,x ) ,a )  <  e.

D efin icion  2.3.74. Una orbita periodica a es llamada inestable, si no es estable, a es llamada 
asintoticamente estable, si es estable y ademas todos los puntos x en alguna vecindad U de 
a

lóm d(0 (t, x), a) =  0 . t^^

D efin icion  2.3.75. Si un ciclo a es un conjunto lómite u de toda trayectoria en alguna 
vecindad de a, entonces a es llamado un ciclo lómite u o ciclo lómite estable.

D efin ición  2.3.76. Sea a un conjunto lómite a  de toda trayectoria en alguna vecindad de 
a, entonces a es llamado un ciclo lómite a  o ciclo lómite inestable.

D efin icion  2 .3.77. Sea a un conjunto lómite u de una trayectoria aparte de a y el conjunto 
lómite a  de otra trayectoria aparte de a, entonces a es llamado un ciclo lómite semi-estable.
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D efin ición  2.3.78. Un ciclo S° se dice que es un ciclo separatriz simple si la cantidad

a° =  V . f  (x°) =  0 .

En otro caso es llamado ciclo separatriz muóltiple.

T eorem a 2.3.79. Sea x° un punto topologico silla en un sistema analítico x ' =  f  (x) y sea 
S° un ciclo simple separatriz en x°. Entonces, S° es estable si y solo si a° <  0.

T eorem a 2.3.80. Si S° es un ciclo simple separatriz en un punto silla topologico x° de un 
sistema analÍtico plano x ' =  f  (x),  entonces

1. Existe un 5 >  0 y un t >  0 tal que el sistema t — cerrado x ' =  f  (x) en la C 1 — norma 
tiene a lo mas un ciclo limite en una 5 — vecindad de S°, N¿ (S° ) y

2. para algun 5 >  0 y un t >  0 existe un sistema analÍtico el cual es t — cerrado en 
x ' =  f  (x) en la C 1 — norma tiene exactamente un ciclo limite simple en N¿(S°).

Por lo tanto, si tal limite existe, se caracteriza por tener la misma estabilidad que S°; es 
decir, si a° <  0 es estable, y si a° >  0 es inestable.

2.3.4. Tipos de Puntos de Equilibrio en R2
A continuacióon se definiraón algunos tipos de punto de equilibrio para un sistema no lineal

(2.26) en R 2. Primero, introducimos las coordenadas polares, las cuales tienen la forma (r, 9) 
donde r2 =  x 2 +  y2 y 9 =  tan-1 (| ) , sea x  =  ( x , y ) t y f 1 =  P(x , y ) ,  f 2 =  Q(x,y) ,  el sistema
(2.26) se puede escribir de la siguiente manera:

x ' =  P (x, y), (2.29)

y' =  Q ( x , y ) . (2.30)

El sistema no lineal (2.29) en tóerminos de coordenadas polares queda expresado como:

r' =  P  (rcos(9),rsin(9))cos(9)  +  Q(rcos(9) ,rsin(9))sin(9) ,  (2.31)
r9' =  Q(rcos(9) , rsin(9))cos(9) — P(rcos(9) ,rsin(9))sin(9) .  (2.32)

Denotamos la solucion del sistema no lineal (2.31) como r(0) =  r° y 9(0) =  9°.

D efin ición  2.3.81. El origen es llamado centro del sistema no lineal, si existe un 5 >  0 tal 
que para toda curva solución de (2.26) en la vecindad N¿(°) — 0 es una curva cerrada (es decir, 
el inicio de la curva coincide con su final) con 0 en su interior.

D efin ición  2.3.82. El origen es llamado un foco central para (2.26), si existe una sucesion 
de curvas solución cerradas an con an+1 en el interior de an tal que an ^  0 cuando n ^  
y toda trayectoria entre an y an+1 es una espiral hacia an o an+1 cuando t ^  ± ro .
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D efin ición  2.3.83. El origen es llamado un foco estable para (2.26), si existe 8 >  0 de tal 
forma que para 0 <  r0 < 8  y 0o G R, r(t, r0, 0o) — 0 y | 0(t, r0, 0o) |— to  cuando t — to.

D efin ición  2.3.84. El origen es llamado un foco inestable para (2.26), si existe 8 >  0 tal 
que pasa 0 <  r0 < 8  y 0o G R, r(t, r0, 0o) — 0 y | 0(t, r0, 0o) |— to  cuando t — —to.

D efin ición  2.3.85. Una trayectoria de (2.26) la cual satisface que r(t) — 0 y | 0(t) |— to 
cuando t — ± to se dice que es una espiral hacia el origen cuando t — ± to.

D efin ición  2.3.86. El origen es llamado nodo estable de (2.26), si existe un 8 >  0 tal que 
para 0 <  r0 < 8  y 0o G R, r (t ,ro,0o) — 0 t — to  y lám 0 (t,ro,0o) existe; es decir, cadat—ro
trayectoria en una vecindad que no contiene al origen, se acerca al origen a lo largo de una 
linea tangente bien definida cuando t — to.

D efin ición  2 .3.87. El origen es llamado un nodo inestable, si r (t ,ro,0o) — 0 t — to  y 
lám 0(t, r0,0o), existe para todo r0 G (0, 8) y 0o G R.t—_ro

D efin ición  2.3.88. El origen es llamado un nodo propio de (2.26), si es un nodo y ademas 
cada rayo que pasa a traves del origen es tangente a una trayectoria de (2.26).

D efin icion  2.3.89. El origen es una silla topologica, si existen dos trayectorias a 1 y a2 las 
cuales se aproximan a cero cuando t — to  y dos trayectorias 03 y a4 las cuales se aproximan 
a cero cuando t — —to, ademas existe un 8 >  0 tal que las otras trayectorias inician en una 
vecindad N¿ (0) — 0 y salen de N¿ (0) cuando t — ± to .
Las trayectorias especiales a 1, ■ ■ ■ ,a 4 son llamadas separatrices.

T eorem a 2.3.90. Sea E  un subconjunto abierto en R 2, el cual contiene al origen, sea f  G 
C 2(E ). Supongase que el origen es un punto crítico hiperbolico de (2.26) .  Entonces el origen 
es un nodo estable (o inestable) para el sistema no lineal (2 .26)  si y solo si es un nodo estable 
(o inestable) para el sistema lineal x ' =  Ax con A =  D f  (0).
El origen es un foco estable (o inestable) de (2 .26)  si y solo si es un foco estable (o inestable) 
del sistema lineal x' =  Ax con A =  D f  (0).

2.4. Conjugacion Topologica
D efin ición  2.4.1. Un espacio metrico es un par (X , d), donde X  es un conjunto no vacio y 
d es una funcián real definida en X  x X  llamada distancia o metrica que satisface:

♦  d (x ,y ) >  0, para todo x ,y  G X  y d (x ,y ) =  0 si y solo si x =  y,

♦  d (x ,y ) =  d (y ,x ) para todo x ,y  G X ,

♦  d(x, z) <  d(x, y) +  d(y, z ) para todo x, y, z G X .

D efin icion  2.4.2. Sea X  un espacio metrico y sean A y B  subconjuntos de X . Un homeo- 
morfismo es una funcion continua h : A — B  tal que h es inyectiva y ademas h-1 : B  — A 
es continua.
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D efin icion  2.4.3. Los conjuntos A y B  son llamados homeomorfos o topologicamente equi­
valentes, si existe un homeomorfismo h de A en B .

D efin icion  2.4.4. Dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales

x' =  f  (x), sistema no lineal (2.33)

y
x' =  Ax donde A =  D f  (x0), sistema lineal (2.34)

son topologicamente equivalentes en una vecindad del origen, es decir, tienen la misma es­
tructura cualitativa cerca del origen, si existe un homeomorfismo H  que mapea un conjunto 
abierto U contenido en el origen sobre un conjunto abierto V  que contiene el origen, el cual 
mapea una trayectoria de (2.33) en U en trayectorias de (2.34) en V  y preserva su orientacion 
por tiempo, en el sentido de que si se dirige una trayectoria de x i a x 2 en U, entonces su 
imagen se dirige de H  (x i ) a H  (x2) en V .

D efin icion  2.4.5. Sea f  : A ^  A y g : B  ^  B  dos mapeos, si existe un homeomorfismo 
H  : A ^  B  tal que H  o f  =  g o H , entonces f  y g son topologicamente conjugados y en este 
caso se dice que H  es una conjugacion topologica.

Si el homeomorfismo H  preserva la parametrizacion por tiempo, entonces los sistemas
(2.33) y (2.34) se conocen como topologicamente conjugados en una vecindad del origen.

T eorem a 2.4.6 (El Teorema de Hartman-Grobman). Sea E  un subconjunto abierto de Rn 
que contiene al origen. Sea f  E C i (E ), y 0t el flujo del sistema no lineal (2.33) .  Supongase 
que f  (0) =  0 y que la matriz A =  D f  (0) no tiene ningun valor propio con parte real cero. 
Entonces existe un homeomorfismo H  de un subconjunto abierto U que contiene al origen 
sobre un conjunto abierto V  que contiene al origen, tal que para cada x0 E U , existe un 
intervalo abierto I0 C R que contiene al cero y para todo x0 E U y t E I0

H  o 0t (x0) =  eAtH  (x0);

es decir, H  mapea trayectorias del sistema ( 2.33) cerca del origen en trayectorias del sistema
( 2.34) cerca del origen y preserva la parametrizacion por tiempo.

Eó ste teorema es otro de los resultados sobresalientes de la teoróa cualitativa de ecuaciones 
diferenciales ordinarias. Muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbolico x0, el sistema 
(2.33) tiene la misma estructura cualitativa que el sistema (2.34).

Lem a 2.4.7. Existe un homeomorfismo H  de un subconjunto abierto U que contiene al origen 
sobre un conjunto abierto V  que contiene al origen, tal que

H  o T  =  L o  H.
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T eorem a 2.4.8. Sea E  un subconjunto abierto de Rn, el cual contiene al origen y sea f  E 
C 1 (E ); supongamos que f  (0) =  0 y que la matriz D f  (0) =  diagonal[C, P, Q], donde la matriz 
cuadrada C  tiene c valores propios con parte real cero, la matriz cuadrada P  tiene s valores 
propios con parte real negativa y la matriz cuadrada Q tiene u valores propios con parte real 
positiva. Entonces existen las funciones h1(x) E C 1 y h2(x) E C 1 en una vecindad del origen, 
tal que el sistema ( 2.33) se puede escribir de la forma:

x' =  C x  +  F(x,  y, z), 
y' =  P x  +  G(x,  y, z), 
z' =  Qx  +  H(x,  y, z).

donde ( x , y , z ) E R c x R s x Ru, F (0) =  G(0) =  H (0) =  0 y D F (0) =  D G(0) =  D H (0) =  0. 
es topoloÍgicamente conjugado al sistema C 1

x' =  C x  +  F(x,  h1(x), h2(x)),

y' =  P y ,
z ' =  Qz,

para ( x , y , z )  E R c x R s x R u en una vecindad del origen.

D efin ición  2.4.9. Un mapeo H  continuamente diferenciable es un C 1 — d ifeorm orfism o, 
si existe su inversa H -1 y es continuamente diferenciable.

T eorem a 2.4.10 (Hartman). Sea E  un subconjunto abierto de Rn, el cual contiene al punto 
x°, sea f  E C 2( E ), y &t el flujo del sistema no lineal ( 2.33). Supongamos que f  (x°) =  0 
y todos los eigenvalores X1, . . . , X n de la matriz A  =  D f ( x ° )  tienen parte real negativa (o 
positiva). Entonces existe un C 1 — d ifeorm orfism o H  de una vecindad U de x° en un 
conjunto abierto V  que contiene al origen, tal que para cada x  E U y t E I (x)

H  o &t(x) =  eAtH(x) .

D efin icion  2 .4.11. Un s is tem a  d in á m ico  es la tripleta { I ,  X,&t}, donde I  C R  es el 
intervalo de tiempo, X  C Rn es el espacio de estados y &t : X  ^  X  es una familia de 
operadores de evolución parametrizada por t E I , que satisfacen las propiedades

1. &° =  x  para todo x  E E  y

2. &t o &s(x) =  &t+s(x) para todo s ,t  E R  y x E E .

En palabras mas simples, un sistema dinamico es un sistema que cambia a traves del tiempo.

Sea A  una matriz de n x n, entonces la función &(t, x)  =  eAtx,  define un sistema dinamico 
en Rn y para cada x° E Rn, &(t,x°)  es la solución del problema de valor inicial

x' — Axt v  J. X t v  ^

x (0) =  x°.
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De manera general, si 0 (t ,x 0) es un sistema dinómico en E  C Rn, entonces la función

d
f (x )  =  d í^ (t ,x 0) ^

define un C i-campo vectorial en E  y para cada x0 E E , 0 (t ,x 0) es la solucion del problema 
de valor inicial

x' =  f  (x ), 
x (0) =  x0.

D efin ición  2.4.12. Supongamos que f  E C i (E i) y que g E C i (E2) donde E i y E 2 son 
subconjuntos abiertos de Rn. Entonces los dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales

x' =  f  (x), (2.35)

y' =  g(x), (2.36)

se dicen topolog^amente equivalentes si existe un homeomorfismo H  : E i ^  E 2 el cual mapea 
trayectorias de (2.35) en trayectorias de (2.36) y preserva su orientacion.

Si dos campos vectoriales f  y g son topologicamente conjugados entonces ellos son topo­
logicamente equivalentes.

T eorem a 2.4 .13 (Teorema de Existencia Global). Para f  E C i (Rn) y para cada x 0 E Rn, el
problema con valor inicial

- ' - f l  ■
y

x (0) =  x0,

tiene una unica solucion x(t) definida para todo t E R ; es decir, la ecuacion ( 2.37) define 
un sistema dinámico en Rn, por tanto ( 2.37 )  es topolog^amente conjugado a ( 2.35) en Rn.

T eorem a 2.4.14. Supongamos que E  es un subconjunto abierto de Rn y que f  E C i (E ). 
Entonces, existe una funcion F  E C i (E) tal que

x' =  F (x), (2.38)

define un sistema dinamico en E  y ( 2.38 )  es topologicamente equivalente a ( 2.33)  en E .

T eorem a 2.4.15. Sea M  una variedad compacta y sea f  E C i (M ). Entonces para x 0 E M , 
el sistema ( 2.33) tiene una unica solucion x(t) definida para todo t E R.

La teoría anteriormente expuesta se encuentran en (Perko (2008)).
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2.5. Teoróa Cualitativa de Bifurcaciones
Los ciclos y los puntos de equilibrio son aspectos distintivos de los retratos fase de áorbitas 

de un sistema autonomo. Si las funciones de tasa de cambio del sistema se modifican ligera­
mente o la condicion inicial cambia, se esperaría que la nueva gráfica tenga mucha semejanza 
con la anterior, perdurando características importantes, por ejemplo: un ciclo podría reducir­
se, un punto de equilibrio desplazarse, una espiral tensarse o aflojarse. Esto puede ser lágico 
pero no suele ocurrir siempre este caso, en realidad en algunos modelos al introducir pequeños 
cambios en el coeficiente de una funcion de tasa de cambio estas características desaparecen 
y repentinamente aparece algo muy distinto. Cuando un parámetro cambia, podría aparecer 
un punto de equilibrio y generar un segundo punto de equilibrio, o bien, un punto de equi­
librio estable puede desestabilizarse y expulsar un ciclo lámite atrayente. Estos son algunos 
ejemplos de bifurcaciones.
En las ecuaciones diferenciales ordinarias una bifurcaciáon significa cualquier cambio marcado 
en la estructura de la árbita de un sistema, cuando un parámetro pasa por un valor crítico. 
Las bifurcaciones máas simples tienen que ver con la aparicioán, desapariciáon o divisiáon de un 
punto de equilibrio cuando cambia alguán paráametro.
La teoría de este capátulo se encuentra en (Perko (2008); Guo and Wu (2013); Borrelli and 
Coleman (2002)).

El comportamiento cualitativo del conjunto solucioán del sistema

x' =  f  (x ,^ ), (2.39)

depende de un parámetro ^ G R, pues varia a medida que el campo vectorial f  pasa a traves 
de un punto que esta en el conjunto de bifurcacion o conforme a la variacion del parámetro 
^ a traves de un valor de bifurcacion ^0.
Asumimos que f  G C  1(E  x J ), donde E  es un subconjunto abierto de Rn y J  C R es un 
intervalo.

D efin ición  2.5.1. Una bifurcacion se da cuando una pequeña variacion en los valores de los 
paráametros de un sistema causa un cambio brusco en el comportamiento cualitativo de sus 
soluciones.

D efin ición  2.5.2. Sea ^ un parámetro de la ecuacián (2.39) y ^0 un valor del parámetro ^, 
para el cual un campo vectorial f  (x ,^ ) G C 1 no es estructuralmente estable ^0 es llamado 
valor de bifurcacion.
El conjunto de todos estos valores se conoce como conjunto de bifurcacion en el espacio de 
parámetros Rn.
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Supongamos que un sistema de la forma

x' =  f  (2.4°)

donde x G R y ^ >  0 G R;

(2.41)

tiene un punto crítico de multiplicidad m en x =  0 .
Si f ( x 0,^) =  D f (x 0,^) =  0, entonces x 0 es un punto no hiperbolico del sistema (2.40) 
con ^ =  ^ 0 y ^ 0 es el valor de bifurcacion del sistema. En este caso, el tipo de bifurcacion 
que ocurre en el punto crítico x =  x0 y el valor ^ =  ^0 en el sistema uno dimensional es 
determinado por :

d mf  (xo,^o)
dxj

con m 2.

2.5.1. Estabilidad Estructural
Considáerese el sistema no lineal

x ' =  f  (x ,^ ) (2.42) 
donde f  es C 1, el cual depende del parámetro ^ G R.

D efin ición  2.5.3. Sea f  G C 1 (E ) donde E  es un subconjunto abierto de Rn, entonces la C 1 
norma de f  se define como sigue

llf  II1 =  sup 1 f  (x ) 1 +sup||D f  O r^

donde x G E , | ■ | denota la norma Euclidiana en Rn y ||-|| denota la norma usual de la matriz 
D f  (x).

D efin icion  2.5.4. Sea E  un subconjunto abierto de Rn. Un campo vectorial f  G C 1 (E ) se 
dice estructuralmente estable, si existe un e >  0 tal que para todo g G C 1 (E) con

llf  — g|1 <  e

f  y g son topologicamente equivalentes en E ; es decir hay un homeomorfismo H  : E  — E  el 
cual enváa trayectorias de

x ' =  f  (x ) (2.43)

en trayectorias de
x' =  g(x) (2.44)

y preserva la orientacion. En este caso se dice que el sistema dinámico (2.43) es estructural­
mente estable. En caso contrario se dice que es estructuralmente inestable.
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D efin icion  2.5.5. Sea f  un campo vectorial C 1 sobre un compacto n — dimensional y una 
variedad diferenciable M . Entonces f  E C  1(M ) es estructuralmente estable sobre M , si existe 
un t tal que para todo g E C  1(M ) con \\f — g\1 <  t, g es topologicamente equivalente a f .

T eorem a 2.5.6. Sea f  E C  1(E ) donde E  es un subconjunto abierto de Rn que contiene un 
punto crÍtico hiperbolico x° de ( 2.43). Entonces para algún t >  0 existe un 5 >  0 tal que 
para todo g E C  1(E ) con

| f  — g| 1 <  5,

existe un y° E Ne(x°), el cual es un punto crÍtico hiperbÍlico de ( 2.44). Por lo tanto D f  (x°) 
y D g(x°) tienen el mismo número de valores propios con parte real negativa o positiva.

T eorem a 2.5.7. Sea f  E C  1(E ) donde E  es un subconjunto abierto de Rn que contiene una 
Írbita periodica hiperbÍlica r  de ( 2.43). Entonces para algun t >  0 existe un 5 >  0 tal que 
para todo g E C  1(E ) con

| f  — g| 1 <  5,

existe una Írbita hiperbolica periÍdica r ' de ( 2.44) contenida en una t — vecindad de T; 
por tanto, las variedades estables W s(r ) y W s(r ')  y las variedades inestables W U(r ), W s(r ')  
tienen la misma dimensiÍon.

D efin ición  2.5.8. Un punto x  E E  (o x  E M ) es un punto errante en el flujo <fit definido 
por (2.43) si para alguna vecindad U de x  y para todo T >  0 existe un t >  T  tal que

<f>t(U) n U =  ®.

El conjunto errante ^  del flujo <fit es el conjunto de todos los puntos errantes de <fit en E  (o 
en M ).

Los puntos de equilibrio y los puntos en las orbitas periodicas son ejemplos de puntos 
no errantes de un flujo o para un flujo plano. Los uónicos puntos no errantes son los puntos 
críticos, puntos en ciclos, y puntos sobre gráficas.

T eorem a 2.5.9 (Peixoto). Sea f  un campo vectorial C 1 en un compacto 2 — dimensional y 
M  una variedad diferenciable. Entonces f  es estructuralmente estable en M  si y solo si:

1. el numero de puntos críticos y ciclos es finito; y cada uno de ellos es hiperbolico;

2. no hay trayectoria que contenga puntos silla; y

3. el conjunto de puntos errantes consiste Ínicamente de los puntos críticos y ciclos 
lÍmites.

Por lo tanto, si M  es orientable, el conjunto estructuralmente estable del campo vectorial en 
C 1 (M ) es un conjunto abierto y un subconjunto denso de C  1(M ).
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2.5.2. Tipos de Bifurcacion
Una bifurcacion se presenta cuando hay un cambio brusco en el comportamiento cua­

litativo de la solución del sistema, estos comportamientos pueden tomar distintas formas 
gráficamente. Para visualizar esquematicamente la solucion, podemos utilizar el diagrama de 
bifurcacion de dicho sistema, como una función parametrica de bifurcación del sistema. En 
el la solución estable sera representada por lineas sólidas, mientras que la solución inestable 
es representada por lineas discontinuas.
Una bifurcacion local de una solucion dada puede ser detectada por un analisis de estabili­
dad en dicha solucion. La bifurcación global de este modo se refiere a la continuacion de una 
bifurcación local cuando el parómetro de bifurcación esta lejos del valor de bifurcacion.

Consideremos el siguiente sistema dinamico continuo definido por el campo vectorial 
f  : A ^  Rn:

x' =  f  (y ,x ), y  E A C Rn, x E U C Rn, (2.45)

donde y  es un parómetro de bifurcacion y A, U son conjuntos abiertos.

D efin icion  2.5.10. La bifurcación asociada a la aparicion de un valor característico 0 es 
llamada bifurcaciín tangente o bifurcaciín fold.

D efin ición  2 .5.11. La bifurcacion correspondiente a la presencia de un par de valores ca­
racterísticos puramente imaginarios es llamada bifurcacion de Hopf.

T eorem a 2.5.12. Supongamos que f  (x0,y 0) =  0 y que la matriz de n x n A =  D f  (x0,y 0) 
tiene un valor propio A =  0 con un vector propio v y a* tiene un valor propio w correspon­
diente al valor propio A =  0. Por tanto, supongamos que A tiene k valores propios con parte 
real negativa y (n — k — 1) valores característicos con parte real positiva, ademas satisface las 
siguientes condiciones:

wtf M(x0,^ 0) =  0, (2.46)
wt[D2f  (x0,^ 0)(v ,v )j =  0, (2.47)

f  denota el vector de derivadas parciales de los componentes de f  con respecto al escalar y . 
Entonces existe una curva suave del punto de equilibrio de ( 2.39) en Rn x R que pasa a 
traves de (x0,y 0) y es tangente al hiperplano Rn x { y 0}.
Dependiendo del signo de la expresion en ( 2.46), no existiré un punto de equilibrio de ( 2.39) 
cerca de x0 cuando y  <  y 0 (o cuando y  >  y 0)  y existen dos puntos de equilibrio de ( 2.39) 
cerca de x0 cuando y  >  y 0 (o y  <  y 0). Los dos puntos de equilibrio de ( 2.39) cerca de x0 
son puntos hiperbolicos y tienen variedad estable de dimension k y k +  1 respectivamente. 
En otras palabras, el sistema ( 2.39) experimenta una bifurcacion nodo silla en el punto de 
equilibrio x 0 con el pammetro y  que pasa a traves del valor de bifurcacion y  =  y 0.
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El conjunto de campos vectoriales C ^  que satisfacen la condicion anterior, cumplen lo 
siguiente:

♦  son un abierto,

♦  son un subconjunto denso en el espacio de Banach de todo C ^ ,

♦  tienen un pammetro y

♦  el campo vectorial con el punto de equilibrio x0 tiene un valor característico simple cero. 

Si cambiamos la condicion ( 2.46) en el teorema anterior por

w*fM(xo,^o) =  0, (2.48)
w*[DfM(xo,^o)v] =  0, (2.49)
w* [D2f  (xo,^o )(v ,v )] =  0. (2.50)

El sistema ( 2.39) experimenta una bifurcacion transcrÍtica en el punto de equilibrio x0, con 
el pammetro ^ variando a través del valor de bifurcacion ^ =  ^0.
Por otra parte, si la condicion ( 2.46) es

w f  (xo,^o) =  0 , 
w*[DfM(xo,^o)v] =  0 , 

w* [D2f  (xo,^o)(v, v)] =  0, 
w* [D3f  (xo,^o )(v ,v ,v )] =  0.

El sistema ( 2.39) experimenta una bifurcacion de tenedor en el punto de equilibrio x0 cuando 
el pammetro ^ varia a traves del valor de bifurcacion ^ =  ^0.

A continuacion se expondrán con más detalle los tipos de bifurcacion que nombra el 
teorema anterior e introduciremos la bifurcacion de Hopf.

Bifurcacioón T angente

En la ecuaciáon diferencial ordinaria de la forma

x' =  f  (^ ,x ), x ,^  G R (2.51)

donde f  (0, 0) =  0, es decir, la ecuacián (2.51) tiene un punto de equilibrio x0 =  0, cuando 
^ =  ^0 =  0. La condicián dX(0, 0) =  0, asegura que la ecuacion diferencial (2.51) tiene una 
bifurcaciáon fold. Analicemos el siguiente ejemplo:
Consideremos la siguiente familia de ecuaciones

x ' =  ^ — x 2, x ,^  G R. (2.52)
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Una familia de ecuaciones diferenciales. Para comenzar con el analisis de estabilidad, hallamos 
los puntos de equilibrio de (2.52), es decir, debemos encontrar los valores que satisfacen la 
siguiente expresion

y  — x2 =  0, (2.53)

dichos valores son x0 =  ± ^ y .  El parómetro y  puede ser positivo, negativo o cero, con ello se 
presentan tres casos:

1. Si y  >  0, existen dos puntos de equilibrio, x0 =  —^ y , x0 =  + ^ y .

2 . Si y  <  0, no hay puntos de equilibrio.

3. Si y  =  0 , existe solo un punto de equilibrio, x0 =  0.

Por consiguiente, para saber la estabilidad de estos puntos de equilibrio, en cada caso, cal­
culamos el Jacobiano de la familia de ecuaciones diferenciales (2.53), que esta dado por

~— (y — x ) =  —2x. 
dx

Evaluando los puntos de equilibrio en el Jacobiano, se obtiene lo siguiente:

♦  Cuando y >  0, x0 =

• —2 (—^ y )  =  2^ y  >  0 , por tanto —^ y  es un punto de equilibrio inestable.

• —2 (^ y )  <  0 , entonces es un punto de equilibrio estable.

♦  Cuando y <  0, no tenemos puntos de equilibrio reales.

♦  Cuando y =  0, x0 =  0 y —2(x0) =  0, por tanto 0 es un punto no hiperbólico.

El valor de bifurcación es y 0 =  0, el diagrama de bifurcación (Fig. 2.1) es una parábola 
y  =  x 2, en el cual el parómetro y  es asignado al eje horizontal.

3̂ ' " ~ ”

_3

\  ̂
inestable ~ ~ ~ ~ _ _ __

Fig. 2.1: Diagrama de bifurcacion: Bifurcacion Nodo Silla.
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El siguiente teorema, proporciona las condiciones suficientes para que una bifurcacióon 
nodo silla ocurra en (^ ,x )  =  (0, 0) en el sistema (2.51).

T eorem a 2.5.13. Supongamos que f  en (2 .51) es suficientemente suave y satisface

f  (0 , 0) =  0 . f x (0, 0) =  0 . ^ ( 0 , 0)fxx(0 , 0) =  0 .

Entonces, existe un cambio local invertible de las coordenadas y el pammetro que transforma
(2 .51) en la siguiente forma normal

y' =  y  ±  y2 +  O(| y |3).

Por lo tanto, si f x (0, 0 ) fxx(0, 0) <  0 (respectivamente, si es mayor a cero), cerca del origen, 
solo existen dos puntos de equilibrio para ^ >  0 (respectivamente, si es positivo), para ^ =  0 , 
solo existe un punto de equilibrio, para ^ <  0 (o ^ >  0, respectivamente). En el caso cuando 
existen dos puntos de equilibrio, uno es asintoticamente estable y el otro es inestable.

B ifu rcacion  Transcrótica

La bifurcacion transcrótica es otro tipo de comportamiento que la solucion de una ecuacion 
diferencial ordinaria puede presentar, recordemos que en caso de tener una bifurcacióon nodo 
silla, en un lado de un valor del parámetro ^, no existen puntos de equilibrio, mientras que 
en el otro, existirán dos, en este caso existen dos puntos de equilibrio antes y despues del 
valor de bifurcacióon, uno de ellos es un equilibrio estable y el otro es un equilibrio inestable, 
sin embargo, su estabilidad se intercambia cuando ellos coinciden, el punto de equilibrio 
inestable comienza a ser estable y el punto de equilibrio estable comienza a ser inestable. En 
el siguiente ejemplo se presenta una bifurcacion trascrótica.
Consideremos un campo vectorial

x' =  ^x — x 2, x, ^ E Rn.

Los valores que cumple que x' =  0 son: x° =  0 y x° =  ^. El Jacobiano de la ecuacion 
diferencial es -¡¡x (^x — x 2) =  ^ — 2x.

♦  Si ^ <  0:

• para x° =  0 , tenemos que ^ — 2x° =  ^ <  0 , por tanto x° =  0 es un punto de 
equilibrio estable,

• para x° =  ^, —^ — 2x° =  —̂  >  0 , por lo que x° =  ^ es un punto de equilibrio 
inestable.

♦  Si ^ >  0:

• para x° =  0, al evaluar este punto en el Jacobiano tenemos, ^ — 2x° >  0, entonces 
x° =  0 es un punto de equilibrio inestable,
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• para el valor de x° =  i ,  i  — 2x° <  0 , por tanto x° =  i  es un punto de equilibrio 
estable.

Estos dos puntos de equilibrio x ° , se juntan en el valor de bifurcación i  =  0 , es decir, cuando 
i  =  0 , tenemos solo un punto de equilibrio x° =  0 .
El diagrama de bifurcacion es representado por la Fig.2.2

Fig. 2.2: Bifurcacion Transcritica.

A continuación se enunciaran las condiciones suficientes para que el sistema (2.51) presente 
una bifurcacion transcrótica.

T eorem a 2.5.14. Supongamos que f  en ( 2.51) es suficientemente suave y satisface

f  (0 , 0) =  0 . f x (0 , 0) =  0 . f x , (0 , 0) fxx (0 , 0) =  0 .

Entonces, existe un cambio local invertible de las coordenadas y un cambio en el parametro 
que transforma (2 .51) en la siguiente forma normal

y' =  Yy ±  y2 +  0{\ y |3).

Por lo tanto, ademas de la soluciÍn trivial, el sistema ( 2.51) tiene un punto de equilibrio 
distinto a cero, el cual depende continuamente de ¡i, para todo | i  | suficientemente pequeño y 
es un punto de equilibrio estable para todo i  suficientemente pequeño, tal que i f x, (0 , 0) >  0 .
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B ifu rcación  de T en edor

Consideremos el siguiente ejemplo: 
El campo vectorial

/ 3x =  ^x — x ,

Si f¿ >  0 , tiene tres puntos de equilibrio x0 =  0 y x0 =  ± y ^ ,  donde x0 =  0 es un equilibrio 
inestable, el Jacobiano de la ecuacián diferencial en x0 =  0 es igual a ^ — 3x2 =  M > 0, 
mientras que x0 =  son dos puntos de equilibrio estables, ^ — 3x2 =  —2^ < 0 . A este
tipo de bifurcacion se le conoce como bifurcacion de tenedor (el diagrama de bifurcacion se 
muestra en la Fig.2.3).
Es claro que x0 =  0 siempre es un punto de equilibrio. Sin embargo, el parámetro ^ pasa a 
traves del valor de bifurcacion ^ =  0 en el cual existe solo un punto de equilibrio x0 =  0 , 
el punto crítico en el origen pierde su estabilidad y dos nuevos puntos críticos estables son 
bifurcados desde el origen.

La bifurcacián tenedor es llamada tambien bifurcacion supercrÍtica porque existe un 
nuevo quilibrio para un parámetro ^ mayor que es mayor al valor de bifurcacion ^ =  0 . 
Cuando el punto de equilibrio adicional existe para un parámetro ^ pequeño que el valor de 
bifurcacion ^ =  0 , la bifurcacion es llamada subcrÍtica.

o
estable

- 3

- 4

Fig. 2.3: Bifurcacion de Tenedor.
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T eorem a 2.5.15. Consideremos el campo vectorial

/0^  —x) =  —/ (y ,x ), f x(0, 0) =  0, /xM(0, 0) f xxx(0, 0) =  0.

Entonces, existe un cambio local invertible de las coordenadas y el parámetro que transforma
(2 .51) en la siguiente forma normal

Por lo tanto, si / XjU(0, 0 ) /xxx(0, 0) <  0 (  / XjU(0, 0 ) /xxx(0, 0) >  0 respectivamente), entonces 
dos puntos de equilibrio no triviales existen para y  >  0 (respectivamente para y  <  0)  y solo 
el equilibrio trivial continua existiendo para y  <  0 (respectivamente, si y  >  0). Sin embargo, 
el punto crítico no trivial se une en cero cuando y  se acerca al cero.

B ifu rcación  P o in ca re -A n d ro n o v -H o p f

Una bifurcación de Hopf ocurre cuando se tienen dos valores característicos complejos, 
específicamente un punto de equilibrio x0 de un sistema pierde su estabilidad, un par de 
valores propios conjugados complejos de la linealizacióon alrededor del equilibrio cruzan el eje 
imaginario del plano complejo.
Examinaremos el siguiente sistema plano.

Usando las coordenadas polares r y 9 del punto (x ,y ) corresponden a un número complejo 
z =  x +  ¿y, donde x =  rcos(9), y =  sin(9), y por tanto z queda expresado de la siguiente 
manera z =  rcos(9) +  irsin(9); en forma exponencial z =  reié>. Asó, el sistema (2.54) se puede 
ver como la siguiente expresióon

y' =  Yy ±  y3 +  o (| y |3).

x' =  yx  — y — x (x 2 +  y2), 
y' =  x +  yy — y (x2 +  y2 )

(2.54)
(2.55)

donde x, y, y  G R

(2.56)

z' =  (y i)z  — z | z |2, 
r' =  r (y  — r2),
9' =  1.

Resolviendo para (r, 9)

(2.57)

9 =  t — t0, (2.58)
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donde C  y t° son determinados por la condicion inicial.
La variacion del diagrama fase (Fig. 2.4) del sistema (2.54) cuando ¡i pasa a traves del cero, 
puede ser analizado usando la forma polar, ya que la ecuacion para r y 6 estan desacopladas. 
El sistema (2.54) siempre tiene un punto de equilibrio x° =  (0, 0), el cual es un foco estable 
para los valores de i  <  0 y es un foco inestable en el caso que i  >  0. El punto de equilibrio 
x° para ¡i >  0 , estó rodeado por una orbita cerrada aislada (ciclo lómite), que es ónica y 
estable.
El ciclo lómite aparece despues de la bifurcación, por tanto es una bifurcación supercrótica. 
Puede ocurrir que el ciclo lómite sea una orbita estable y por tanto la bifurcación es supercróti- 
ca, o bien, el ciclo lómite es una orbita inestable, entonces la bifurcacion sera subcrótica.

r

estable. — ■

estable r inestable

-------------------------------1-------------------------- 1---------------------------------------------------«►//

Fig. 2.4: Bifurcación Hopf supercrótica

El siguiente teorema, expresa las condiciones suficientes para que ocurra una bifurcacion 
tipo Hopf en un sistema plano.

T eorem a 2.5.16 (Hassard and Wan). Considerese el siguiente sistema:

x' i  u x
+ f  1 ( x ,y y

y —u i y f 2(x, y )

Donde u >  0 y f j es tres veces diferenciable y satisface lo siguiente fx  (0, 0) =  f j (0, 0) =  0, 
para j  =  1, 2 .
Existe una rama de la soluciÍn periodica de ( 2.5 .16) que bifurca de la solucion trivial x  =  0. 
Una bifurcacion de Hopf es supercrÍtica (subcrÍtica), es decir, las soluciones periodicas que 
bifurcan existen para i  >  0 (reciprocamente, cuando i  <  0), si y  <  0 (respectivamente si
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Y >  0), donde

Y /xxx +  +  ,focxy +  /yyy +  (/xx +  ^yy) (üra +  ^yy) /xx/xx +  /yy/yy] .u
De manera general, para estudiar la bifurcación de Hopf en ecuaciones diferenciales ordina­
rias de alta dimension, incluso en dimensiones infinitas generadas por ecuaciones diferen­
ciales parciales y ecuaciones diferenciales funcionales, podemos emplear la reduccion de la 
variedad central y la teoría de formas normales para obtener el siguiente sistema

z' =  A(y)z +  C (y )z  | z |2 +0(| z |5), (y, z) G R x C,

donde A(0) =  iu, u >  0.

2.5.3. Bifurcacion Hacia Atrás
El siguiente teorema es de gran importancia para este trabajo, en el se describe el papel 

que juegan los coeficientes a y b de la forma normal, representados en los sistemas dinamicos, 
decidiendo la direccion transcrótica de la bifurcación que ocurre en 0 =  0. Nos expresa, en 
que caso se presenta una bifurcacion hacia atrás.
liste resultado sera utilizado para el analisis del modelo que se propondrá en el siguiente 
capótulo.

T eorem a 2.5.17. Considérese el siguiente sistema general de ecuaciones diferenciales ordi­
narias con un parametro 0

dx
—  =  / (x, 0), /  : Rn x R ^  Rn y /  G C 2(Rn x R). (2.59)

Sea 0 un punto de equilibrio del sistema ( 2.59), es decir, / (0 ,0 )  =  0 para todo 0. 
Supongase que:

♦  A =  D x/ (0, 0) =  ̂ es la matriz de linealizacion del sistema ( 2.59) alrededor del 
equilibrio 0 con 0 evaluado en 0. Ademas 0 es un valor propio simple de A, los otros 
valores propios de A tienen parte real negativa;

♦  La matriz A tiene vector derecho propio w y un vector izquierdo v correspondiente al 
valor propio 0. Sea / k la k-esima componente de /  y

k

, . . 1 dx¿dxjk,i,j = l J 

b d2/fc (0 0) 
b vk wi ( 0 0)-fc,í=i
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La dinamica local del sistema ( 2.59) alrededor de 0 queda totalmente determinada por el 
signo de a y b.

♦  a >  0, b >  0. Cuando 0 <  0 con | 0 | ^  1, 0 es localmente asmáticamente estable 
y existe un equilibrio positivo inestable; cuando 0 < 0  ^  1, 0 es inestable y existe un 
equilibrio negativo localmente asintoticamente estable.

♦  a <  0, b <  0. Cuando 0 <  0 con | 0 | ^  1, 0 es inestable, cuando 0 < 0  ^  1, 0 es un 
equilibrio localmente asintoticamente estable y existe un equilibrio inestable positivo.

♦  a >  0, b <  0. Cuando 0 <  0 con | 0 |^ 1 , 0 es inestable, existe un equilibrio negativo 
localmente asm áticam ente estable; cuando 0 < 0  ^  1, 0 es estable, y aparece un 
equilibrio positivo inestable.

♦  a <  0, b >  0. Cuando 0 cambia de negativo a positivo, 0 cambia su estabilidad de 
estable a inestable. Correspondientemente un equilibrio inestable negativo que comienza 
positivo y localmente asintoticamente estable.

Para la demostracion del teorema anterior ver (Castillo-Chavez and Song (2004)).

C oro la rio  2 .5.18. Cuando a >  0 y b >  0, la bifurcacion en 0 =  0 es una bifurcacion hacia 
atras.

En nuestro siguiente capátulo se revisaran los modelos clasicos de la epidemiología, con­
cretamente los modelos S IR  y S IS ; y se introducirán preliminares de presián social.

44



45

Capótulo 3 

Introduccion a la Modelación de 
Fenómenos Sociales

De acuerdo a Burt and Donnellan (2009), las conductas antisociales son acciones que 
infringen las reglas o normas de la sociedad, dañando a otros individuos y /o  asá mismo. 
Estas conductas perturban el orden, causando en algunas ocasiones hechos delictivos, impiden 
un buen desarrollo o progreso de una persona o comunidad, pues se utilizan las relaciones 
sociales para causar daño a otros. Se tienen identificados al menos dos factores antisociales 
correlacionados, los cuales son:

♦  Un factor “abierto” o fásicamente agresivo, como son: atacar fásicamente a otros, el 
acoso, etc.

♦  Un factor “encubierto” o no agresivo, es decir, mentir, robar sin agresiáon, vandalismo, 
entre otros.

Algunas formas de comportamiento antisocial, como la agresiáon fásica son frecuentes en la 
infancia, mientras que la ruptura de reglas, aumenta en el transcurso de la adolescencia.
La presiáon de los pares es considerada un comportamiento inherente a los y las adolescentes, 
estos necesitan la afiliacion a un grupo de su misma edad, clase social o con quien comparten 
afinidad, lo cual es manifestado por la aceptacion de las normas del grupo, y este grupo se 
fortalece en la medida en que los miembros ejercen presiáon para que las reglas sean aceptadas 
por los otros. En ese sentido, investigaciones recientes muestran que los adolescentes inmer­
sos en las drogas son introducidos al consumo de estas por amigos. Otros de los problemas 
presentados con frecuencia en esta etapa, son los trastornos alimenticios, estos van ganando 
terreno con el paso del tiempo, al ser la apariencia fásica algo con gran importancia para las 
personas. La publicidad influye drásticamente al bombardear diariamente con el estereotipo 
de ‘belleza aceptada’ , el cual es de gran impacto para cada persona, aun más para aquellas 
jovenes que están buscando su identidad. En González et al. (2003) se analiza con ayuda de 
datos la influencia y dinamica de la bulimia cuando se tiene presente la presion de los pares. 
La poblacián de estudio fueron mujeres universitarias. En este caso se trata de explicar como 
es la evolucion y el comportamiento de las personas bulámicas en dicho entorno escolar; los
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resultados indican la presencia de máas casos cada vez y se descubriáo que un porcentaje no 
despreciable de mujeres en áepoca universitaria presentaban bulimia por primera vez en su 
vida.
Para modelar estos fenomenos sociales se han utilizado algunos modelos de contacto epide- 
miologico del tipo S IR  y S I S , dichos modelos datan de principios de 1900.
Si bien el uso de modelos matemaáticos para describir enfermedades infecciosas es extenso, 
no existen modelos matemáaticos que muestren en táerminos generales el efecto de la presiáon 
social y si esta tiene relacion con la existencia de equilibrios endemicos.
Las enfermedades infecciosas trasmisibles (o contagiosas) se pueden propagar directamente 
de un individuo infectado a traves de sus secreciones, mucosas, y a partir de la contaminacion 
del aire, etc; esto cuando la persona coexiste en un entorno con más individuos vulnerables 
a enfermedades infecciosas. De manera similar, en las conductas antisociales, la persona que 
tiene este tipo de comportamieno se encuentra en un contexto social, ya sea una escuela, gru­
pos de igualdad, instituciones, asociaciones que alientan las relaciones agresivas o violentas 
de las personas. Por lo cual una enfemedad infecciosa, asi como los comportamientos antiso­
ciales se desarrollan en un ambiente donde se involucran a varias personas y necesitan de la 
interaccián de estas para llevarse a cabo. En este sentido, se pretende entender el fenámeno 
social y el papel que juega la presion social en la aparicion de nuevos casos de individuos con 
conductas antisociales. Así mismo, en este trabajo tambien se investigara si el fenomeno co­
nocido como bifurcacián hacia atras puede aparecer mediante el efecto de la presion positiva 
de los pares.

3.1. Preliminares de Modelos de presion social
Los modelos de presion social mostrados hasta ahora tienen como antecedentes modelos 

que ya habían sido probados por la epidemiología, los cuales tienen sus inicios a principios 
de 1900. Aunque ya se teman indicios y resultados de la aplicacián de las matemáticas a la 
epidemiología desde el año 1760, cuando Daniel Bernoulli publico un pequeno tratado sobre 
la epidemia de peste que en ese entonces abatáa Europa.
En el siglo pasado el interés por la aplicacián de metodos cuantitativos a la biologi^ surgio 
como consecuencia del uso de estos en la fásica; en ese tiempo se pensaba que un brote 
epidemico solo iba a disminuir si el numero de personas infectadas se agotaba. Posteriormente 
se observoá que las enfermedades infecciosas se transmiten por contacto entre un individuo 
susceptible y uno infeccioso.
Hamer en 1906 formulo la ley de acciÍn de masas la cual establece que el nÍmero de contactos 
infecciosos, es decir, que producen enfermedad por unidad de tiempo es proporcional al numero 
total de contactos entre individuos infecciosos y sanos.
Mas tarde Ronald Ross en su libro The Prevention of Malaria en la edicion de 1911, formulo 
un modelo matemaático sencillo, el cual apoyaba su argumentacioán de que para erradicar el 
paludismo era suficiente con disminuir la poblaciáon de mosquitos a un nivel bajo, sin ser 
necesario extinguirla.
Así surgieron particularmente los modelos S IR  (Kermack and McKendrick (1927); Martcheva
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(2015)) y S IS  (Tassier (2013)), los cuales son modelos basicos que consideran la interaccion 
de dos o tres clases de individuos respectivamente, dichas clases de individuos coexisten e 
interactuan en el mismo entorno. La población total estó dada por la suma de las poblaciones 
de las diferentes clases.
Existen otros modelos que tambien se han derivado de los modelos S IR  y S IS  como es el 
caso del modelo S IR S  donde la poblacion que se recupera pierde su inmunidad y vuelve 
a ser parte de los suceptibles, o el modelo S E IS , en el cual, hay otra clase de poblacion, 
las personas que son portadoras de la enfermedad, dicho de otra manera, estan infectados 
pero no pueden contagiar a otras personas pues la enfermedad esta en periodo de incubacion; 
un modelo similar al modelo anterior, es el S E IR , pero ahora se tiene una poblacion de 
recuperados; en el modelo M S IR , tambien se tiene una nueva clase de poblacion, llamada 
infantes con inmunidad pasiva, los cuales en cierto tiempo pierden la inmunidad y pueden 
infectar a la poblacióon.
La mayor parte de modelos epidemiológicos se basan en dividir a la población en un pequeño 
numero de grupos compartimentados, cada uno de estos grupos esta formado por individuos 
identicos en terminos de su estatus con respecto a la infeccion en cuestion.
A continuacion se profundizaró en los modelos S IR  y S IS , de los cuales surgieron los modelos 
de presión social.

3.1.1. Modelo SIR
El modelo S IR  es un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que 

tiene sus orígenes en la propuesta realizada por W .O. Kermack, A.G. McKendrick en 1927 
(ver Kermack and McKendrick (1927)). En este modelo la población es dividida en tres tipos 
de individuos: ind iv iduos susceptib les (S ), ind iv iduos in fecciosos ( I ) e ind iv iduos re­
cu p erad os  (R). De esta manera una población tiene asociadas las siguientes subpoblaciones:

♦  Población susceptible (S ), estos individuos no tienen inmunidad al agente infeccioso, y 
por tanto pueden ser infectados al ser expuestos a una persona infectada.

♦  Población infecciosa ( I ), son los individuos que estan infectados en un momento dado 
y pueden transmitir la infeccion a individuos de la poblacion susceptible cuando entran 
en contacto con ellos.

♦  Población recuperada (R), individuos que se recuperan de la infección. Algunas veces, 
estos individuos adquieren cierta inmunidad a la infeccion, por lo que no pueden ser 
infectados cuando entran en contacto con otros individuos.

Segun el modelo S IR  un individuo susceptible (S ) en contacto con un individuo infeccioso 
( I ), tiene cierta probabilidad de pasar el mismo a la condicion de infectado y entonces ser 
infeccioso. Por otra parte, la capacidad de infectar a la poblacion susceptible no es siempre 
la misma, sino que desaparece al cabo de cierto tiempo. Ese fenómeno puede ocurrir por di­
ferentes mecanismos tales como el curso natural de la enfermedad con inmunidad adquirida, 
muerte o cuarentena.
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Se sabe que las enfermedades infecciosas se pueden transmitir con mucha facilidad pero tam­
bien si se recibe algun tratamiento (medicamento), en cierto tiempo, cuarentena, etc., el 
individuo se recupera, en el peor de los casos si la enfermedad es muy grave o la persona no 
la puede soportar, esta fallece.

Las ecuaciones del modelo de Kermack y McKendrick que describen el comportamiento 
de los tres tipos de individuos mencionados anteriormente son las siguientes:

dS  =  —̂ S I, (3.1)

d t =  3 S / — y1, <3-2>

f  =  Y1- <3-3>
Donde 3  es la tasa de transmisián y 7  es la tasa de recuperacián. En este modelo se supone 
que ambas tasas son constantes y que la poblacián N  tambien lo es, por tanto S + /  +  R =  N , 
con N  constante.
Este modelo puede ser representado con un diagrama, el cual se presenta a continuaciáon:

S £5/

En el diagrama anterior se observa la transiciáon entre distintas clases de individuos en las que 
se dividio la poblacion: la clase de individuos susceptibles (S ) interactua con los individuos 
infectados, con un total de interacciones S I , ya que cada individuo de S va a interactuar con 
todos los individuos en /  y existe cierta tasa 3  de que el contacto sea exitoso, por lo cual 
3 S /  representa la poblacián de nuevos infecciosos, los cuales resultaron infectados cuando 
interactuaron los individuos susceptibles con los infecciosos. Esta cantidad es agregada a la 
clase de individuos infecciosos. Por otra parte, suelen existir tratamientos, o con el tiempo las 
personas infectadas logran recuperarse de la enfermedad de forma natural, con las defensas 
que produce su cuerpo, esto ocurrirá a una cierta tasa de recuperacion 7 . Es decir, 7 /  es la 
poblaciáon que se recupera por unidad de tiempo.
Algunos fenáomenos bien representados por este modelo son la evoluciáon de una conducta 
bulímica en un entorno escolar y el inicio de consumo de extasis en los jovenes (Gonzalez 
et al. (2003); Song et al. (2006)). El modelo S /R  nos da un buen analisis del comportamiento 
de enfermedades como la gripe, la influenza (Earn et al. (2002); Coburn et al. (2009)), etc. 
Para tener una mejor representaciáon de las situaciones reales, se realizan pequenños cambios a 
los modelos, con esto se busca tener modelos maás realistas los cuales tengan soluciones cada 
vez maás cercanas a la realidad. Existe un derivacioán del modelo anteriormente mencionado, 
en el cual se consideran los nacimientos y muertes de los individuos en la poblacioán. En este 
caso, las ecuaciones diferenciales del modelo S /R , con dinamica vital son las siguientes:
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dS
—  =  - £ S /  +  y (N  -  S ), (3.4)
dt 

d 
dt
d /
—  =  ^ S /  -  7 /  -  y / ,  (3.5)

dR
*  =  Y1 -  <3-6 )

Donde ¡3 es la tasa de transmisión, 7  es la tasa de recuperacion y y es la tasa promedio 
de defunciones o nacimientos, se asume que la población (N ) es constante y ademas N  =  
S +  /  +  R.

3.1.2. Modelo SIS
liste modelo es una simplificacion del modelo S /R . En este caso se toma en cuenta la 

hipoótesis de que los individuos infectados al recuperarse vuelven a ser susceptibles.
El modelo S /S  considera solamente individuos susceptibles (S ) e individuos infecciosos ( /) .  
Consideramos el modelo S /S  con nacimientos y muertes, el cual esta expresado por dos 
ecuaciones diferenciales

dS
—  =  - £ S /  +  y (N  -  S ) +  7 / ,  
dt

—  =  ^ S /  -  y /  -  y / .

(3.7)

(3.8)

Donde ¡3 es la tasa de transmision, 7  es la tasa de recuperación, y  es la tasa promedio de 
nacimientos/muerte y N  es la poblacion total, es decir, N  =  S +  / .
Al igual que el modelo S /R , el modelo S /S  tambien puede ser representado por un diagrama, 
el cual se presenta a continuacioón:

y (N  -  S )
I

S I Y1 S
I

y /

Con este diagrama se observa la transicióon de los individuos entre las poblaciones.
Se supone que nacen y mueren la misma cantidad de personas, por lo cual, cuando se tiene un 
individuo infectado, es posible que muera por complicaciones de la enfermedad, y esto ocurre 
con cierta tasa y, lo cual implica que de la poblacioón infectada se eliminan y /  individuos. 
Como los individuos nacen y mueren en la misma proporcion, entran a la clase de individuos 
susceptibles y (N  -  S ) individuos nuevos. Anteriormente se había dicho que N  =  S +  /  
entonces /  =  N  -  S, de manera similar que en el modelo S /R  al convivir en el mismo 
contexto, infecciosos y susceptibles es posible que estos se infecten con cierta tasa ^ , ^ S /  es
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la población que pasa a la clase de infecciosos. La población que no fallece cuando está en la 
clase de infecciosos esta dada por y I , la cual vuelve a entrar a la clase susceptible. 
Fenomenos como las enfermedades de transmison sexual son bien representadas por este 
modelo (Liljeros et al. (2003)).

3.1.3. Número reproductivo básico
Para el modelo SIR , donde se tiene una población homogeneamente mezclada de N  

individuos que coexisten en algón contexto, con una dinamica representada por las ecuaciones 
(3.1. 3.2, 3.3), se puede realizar un cambio de variable, para simplificar las ecuaciones, donde 
s =  Ns , i =  N , r =  R . Ahora corresponde a s, i y r, la porcion de la poblacion total que se 
encuentra en las clases de susceptibles, infectados y recuperados respectivamente.
Con ello las ecuaciones (3.1, 3.2, 3.3) pueden reescribirse de la siguiente forma:

ds 
dt

di 
dt

— —flsi, (3.9)

- flsi — y í , (3.10)

r
-  =  Yi, (3.11)

donde fl y y  representan lo mismo que en las ecuaciones (3.1, 3.2, 3.3) y se asume que ambas 
son constantes.
Si la derivada de una funcion es positiva, por resultados del calculo diferencial, se sabe que 
dicha función es creciente, entonces si dt >  0 , significa que i esta creciendo mientras transcurre 
el tiempo. Esto indica que la poblacion de individuos infecciosos estó aumentado y en cierto 
tiempo t* ocurriró una epidemia en la poblacion. 

flsi — y í , se sigue que
flsi — yí >  0 ,

Como d§

por lo cual

de donde se obtiene lo siguiente

flsi >  y í ,

flsi 
----->  i,
Y

fls >  1.
Y

(3.12)

Al comenzar un brote infeccioso en la población, s ~  1, pues la mayoría de las personas 
estaraón sanas, posteriormente iróan apareciendo algunos individuos infectados. Para el modelo 
anterior (ecuaciones 3.9, 3.10, 3.11), supongamos que s =  1. Con esta suposición la ecuacion 
(3.12) se expresa como:

Ro =  f l >  1
Y

(3.13)
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donde 3  es la tasa de transmisián y 7  es la tasa de recuperacion (o eliminacion).
En el otro caso, cuando la derivada de df <  0 significa que la poblacián de individuos 
infectados disminuye al transcurrir el tiempo. Asá

3si — 7 ¿ <  0 ,

de modo que 

entonces,

3si <  Y¿,

—  <  i,
7

—  < 1. (3.14)
7

Para s =  1, la ecuacion (3.14), queda expresada de la siguiente manera:

Ro =  3  <  1, (3.15)
7

esto significa que en alguán momento (tiempo) la infecciáon desapareceráa en la poblaciáon N. 
Ahora bien, se puede expresar 3  =  ó0, donde ó es la probabilidad que tiene un individuo 
susceptible de infectarse si entra en contacto con un individuo infeccioso y 0  es la probabilidad 
de que se dáe un contacto entre un individuo infeccioso y un susceptible.
Al ser todas las tasas constantes, 1 es la duracián esperada que tendra la infeccion. Definiendo 
R0 como el producto de la tasa de transmisián, el promedio de infeccion por contagio entre 
un individuo infeccioso y uno susceptible y la duracion esperada de la infeccion:

R0 =  ó0Y-1 . (3.16)

R0 recibe el nombre de ním ero reproductivo básico (Heesterbeek (2002); Jones (2007)), y 
se define como el numero esperado de casos secundarios que produce un individuo infeccioso 
durante su tiempo de infecciosidád ál ser introducido en una población completamente sus­
ceptible, esto se debe al supuesto anterior de que s = 1.
El analisis anterior se refiere al caso mas simple, cuando se tiene un solo individuo infec­
cioso en la poblacion, pero tambien se presenta el suceso donde existen multiples clases de 
poblaciones infecciosas, por tanto la definicion anterior de R 0 ya no es suficiente al tener 
esta situaciáon. A consecuencia de esto, se generalizoá la definiciáon del nuámero reproductivo 
báasico, con la idea de tener ahora el promedio del nuámero esperado de nuevos infecciosos, 
suponiendo que en la poblacián hay multiples individuos infecciosos (humanos o animales). 
Considerando una poblacion homogenea, la cual es dividida en n clases homogeneas y dis­
juntas, se puede aproximar por una cantidad de clases discretas, esto permite suponer que 
las probabilidades de transmision entre las clases (estados) son constantes (Heffernan et al. 
(2005)).
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Supongamos que x =  (x l , . . . ,  xn) donde x¿ >  0 son el nómero de individuos de cada clase 
y X t =  {x  >  0 | x¿ =  0 , i =  1, . . .  m }, es el conjunto de todos los estados libres de enfermedad. 
Sean

F £ (xo) ,V  =  dV(xo)

matrices de m x m con 1 <  i, j  <  m, donde Fj(x) es la tasa de aparición de nuevas infecciones 
en el compartimento i, V¿(x) =  ¥¿(x)-  -  ¥¿(x)+ representa la transferencia directa de la 
infeccion de un compartimento a otro en el estado de equilibrio libre de enfermedad, ¥¿(x)-  
es la tasa de transferencia de un individuo dentro del compartimento i por otros medios, 
¥¿(x)+ es la tasa de tranferencia de un individuo dentro del compartimento i por otros 
medios. Se supone que óestas funciones son continuamente diferenciables al menos dos veces 
en cada variable.
La entrada (j, k) de ¥¿(x)-  es el promedio de tiempo que el individuo k pasa en la clase j  
durante su vida util, la entrada (i, j ) de F  es la tasa a la cual un individuo infeccioso en la 
clase j  produce nuevos individuos infecciosos en la clase i, la entrada (i, k) es la entrada del 
producto de F V - l  que expresa el nómero esperado de nuevas infecciones en el compartimento 
i producido por un individuo infecccioso originalmente introducido en la clase k.
Definimos el nómero reproductivo bósico como:

Ro =  p (F V - l ), (3.17)

donde p (F V - l ), es el radio espectral de la matriz (F V - l ), es decir, el valor propio dominan­
te. La matriz F V - l  es llamada matriz de la siguiente generacion (Van den Driessche and 
Watmough (2002)).
Dicha matriz es no negativa, esto garantiza que habra un sólo y unico valor propio positivo, 
real y estrictamente mayor que los demas valores propios (Van den Driessche and Watmough 
(2002)).
En los modelos epidemiologicos, es de especial interés el calculo del parómetro umbral R 0, 
esta cantidad es adimensional.
Pasando por varias investigaciones y analisis de diversos modelos de enfermedades infecciosas 
los investigadores notaron que para ciertos valores de R0, se presentaban en el sistema ciertos 
comportamientos diferentes de los comuónmente esperados.
En especial para los modelos epidemiologicos, el calculo del R0 es importante, pues indica si 
la enfermedad persistirá en la poblacion o se erradicara. Tambien es de utilidad en el diseno 
de medidas de control. Diciendo cual seró mas efectiva para que R0 sea menor que uno. Esto 
es importante para las iniciativas que emergerón de las políticas de salud póblica y tambien 
es usado para saber el riesgo de epidemia o pandemia en un enfermedad infecciosa grave. 
Dicho lo anterior:

♦  Si R0 <  1, en promedio un individuo infectado produce menos de un nuevo individuo 
infectado durante su periodo infeccioso y la infeccion no puede seguir. Para un tiempo 
suficientemente largo la enfermedad desaparece.
En el modelo, se dice que las soluciones tienden al equilibrio libre de enfermedad.
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♦  Si R 0 > 1, cada individuo infectado produce en promedio más de un nuevo infectado, 
es decir, los individuos infectados aumentan con el paso del tiempo y la enfermedad se 
propaga (se genera una epidemia).
En el modelo, el equilibrio libre de enfermedad (DFE) pierde su estabilidad y existe un 
equilibrio endemico estable (bifurcación hacia adelante).

Fig. 3.1: Bifurcación Hacia Adelante (Gumel (2012))

3.1.4. Bifurcación Hacia Atrás
Para modelar enfermedades infecciosas es necesario tomar en cuenta varios aspectos im­

portantes, con ello sera posible mejorar el modelo; en estos fenómenos podemos considerar 
la fuerza de infeccion, la cual en el modelo se representa por una funcion que describe la 
transicián de la enfermedad, otro aspecto a considerar es la intervencion que se lleva a cabo 
para contrarrestrar la enfermedad, por ejemplo: tratamientos, vacunas, o campanas de salud 
(Buonomo and Lacitignola (2011)).
Si en los modelos derivados del modelo S IR  (Gumel (2012); Castillo-Chavez and Song (2004); 
Gumel and Moghadas (2003)) se incluye algun parámetro que represente la vacunacián en la 
poblacion (representado la mayoría de las veces como una transferencia lineal entre los indi­
viduos recuperados y susceptibles); el modelo puede presentar biestabilidad y b ifu rcación  
hacia  atras.
Cuando ocurre la bifurcacion hacia atrás (Buonomo and Lacitignola (2011)), la condicion de 
Ro <  1 ya no es suficiente para decir que la enfermedad desaparecerá en cierto tiempo, al 
contrario de cuando se presenta bifurcacion hacia adelante en donde al tener la condicián 
R 0 < 1 es necesario y suficiente para garantizar la desaparicion de la enfermedad. Pero si se 
presenta bifurcacion hacia atras, es necesario reducir aun mas R 0 para evitar estados endemi- 
cos y poder garantizar la eliminacion de la enfermedad. En este caso un equilibrio endemico 
existe para R 0 <  1 y esta relacionado con la aparicion de estados endemicos multiples. Si el 
numero de reincidentes es mayor que un valor umbral, involucra la existencia de una bifur- 
cacián (transcrítica subcrática) en R 0 =  1 y de una bifurcacián nodo silla en R 0 =  R0n < 1.
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Dicho fenómeno es indeseable en los modelos epidemiológicos y tiene importancia en la salud 
pública. En general, al ocurrir bifurcacion hacia atrás (Fig 3.2), se tiene (en la vecindad del 
uno):

♦  Para R 0 <  1, un equilibrio estable libre de enfermedad coexiste con dos equilibrios 
endemicos:

1. un equilibrio endemico inestable (mas pequeno); en el la población tiene un numero 
pequeno de individuos infectados, y

2. un equilibrio endemico estable, en el la población tiene un gran numero de indivi­
duos infectados.

Estos equilibrios, desaparecen en una bifurcacion nodo silla cuando R 0 decrece por 
debajo del valor crítico R^n < 1.

♦  Para R 0 > 1 existen solo dos equilibrios,

1. un equilibrio inestable; el cual es el equilibrio libre de enfermedad, y
2. un equilibrio estable, que es el equilibrio endemico mas grande.

Si R 0 esta por debajo de uno, entonces el control de la enfermedad depende fuertemente del 
tamano inicial de los compartimentos del modelo.
Al reducir R 0 debajo de Rgn, puede provocar la eliminacion de la enfermedad, lo que garantiza 
siempre que el equilibrio libre de enfermedad es globalmente asintoticamente estable. Donde 
el subumbral R 0n tiene una importancia en el control de la enfermedad.

0.2

0.15
Fuerza de 
infección

0.1

0.05

Fig. 3.2: Bifurcación Hacia Atrás (Gumel (2012))

En Gumel (2012) la aparicion de bifurcacion hacia atrás se dio por la interaccion de tres 
mecanismos biologicos que fueron incluidos en el modelo: un metodo de vacunacion (caracte­
rizado por la tasa de vacunacion y su efectividad), tratamiento y transmision. En este mismo 
artículo se identifican características en los modelos estándar de transmision de enfermedades 
tipo Kermack-McKendrick que pueden provocar la presencia de esta bifurcacion, los cuales 
se describen a continuacion:

HACIA ATRÁS
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♦  Reinfeccián por causas externas (de individuos con infeccion latente).

♦  Vacunacion:

• la vacuna no ofrece inmunidad completa,

• la inmunidad de la vacuna disminuye máas lento que la inmunidad natural,

• la vacuna falla y excede cierto umbral.

♦  Mortalidad (modelos de propagacion de la enfermedad transmitida por vectores de 
nacimiento).

♦  Susceptibilidad diferencial en modelos de transmisián de enfermedades estructurado 
por el riesgo.
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Capítulo 4 

Modelo Matematico con Presion 
Social Positiva

4.1. Presentacion del Modelo
Se construyóo un modelo a partir de los modelos S /R  y S /S , el cual involucra la presióon 

social. En el se presenta la influencia de los individuos recuperados sobre las personas que 
padecen algun tipo de trastorno o problema antisocial.
La poblacion total N (t) se dividide en tres clases:

♦  x son los individuos susceptibles a padecer alguón trastorno o problema antisocial, y que 
nunca han padecido alguno de estos,

♦  y son los individuos recuperados, los cuales recibieron algun tratamiento para superar 
algun problema antisocial,

♦  z son los individuos con un problema social, como: bulimia, alcoholismo, entre otros.

Nuestra poblacion total N (t) queda expresada como la suma de estas tres poblaciones, es 
decir, N (t) =  x(t) +  y(t) +  z(t), ademas suponemos que es constante.
El sistema esta dado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dx
d" =  / ( x )  -  3xz =  / l (x ,y , z )  (41)

d t  =  1(z)y -  yy =  / 2(x ,y ,z ), (4.2)

dz
—  =  ^xz -  1(z)y -  y z =  / 3(x ,y ,z ) . (4.3)

Donde:

♦  3  >  0 es la tasa de influencia efectiva, que se da entre la clase de personas con problemas 
antisociales y los individuos de la clase susceptible,
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♦  y  es la tasa de nacimiento/muerte,

♦  1(z), es la función que representa la presión social entre las clase, donde 1(z) G C l

♦  / (x) describe dos fenomenos; en primer lugar, el reclutamiento de la clase susceptible 
y en segundo lugar, la muerte de los individuos susceptibles.

Eó ste modelo considera un mecanismo entre los individuos recuperados e individuos con alguón 
tipo de problema antisocial. Se muestra a continuacion representado en un diagrama.

/ (x )
I t

x (t) ^x(í)z(í)

z(t)
l(z(t))y(t)

y(t)
I

yz(t)
I

yy(t)

En el diagrama anterior se observa la transicion que ocurre en las distintas clases de 
poblacion N (t). Observese que individuos entran y salen de la clase susceptible x(t) en una 
cantidad / (x). Ademas, el termino 3x (t)z (t) describe el nómero de nuevos individuos con 
conductas antisociales. Esto es debido a que los individuos susceptibles a presentar conductas 
antisociales, x(t), cuando estan en contacto con individuos con estos problemas, z(t), con 
cierta probabilidad 3  realizaran comportamientos que son considerados comportamientos 
antisociales (esto por unidad de tiempo). El termino 1(z(t))y(t) describe a los individuos 
con conductas antisociales que dejan esta clase debido a que la clase de recuperados entróo en 
contacto con los individuos con problemas antisociales y reciben de ellos una presion positiva. 
Aquó Z(z(t)) describe la presion positiva ejercida del grupo de recuperados en la poblacion 
y(t). Finalmente, se supone que en cada clase mueren naturalmente individuos a una tasa y. 
Asó, el termino, yy(t) y yz(t) describen el nómero de muertes en las clases y(t) y z(t).
Para iniciar con el estudio del modelo propuesto, el primer paso a realizar es la obtencióon de 
los puntos críticos del sistema de ecuaciones diferenciales (4.1,4.2, 4.3), es decir, cuando se 
iguala a 0 la parte derecha de cada ecuacióon del sistema. En consecuencia:

dx
dt 
dy
dt 
dz
dt

Particularmente se tiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

/ (x) -  3xz =  0, (4.7)

1(z )y -  yy =  °  (4.8)

0 , (4.4)

0 , (4.5)

0 . (4.6)
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3xz -  /(z )y  -  yz =  0. (4.9)

Observese que en ausencia de individuos con conductas antisociales; visto de otra manera, 
cuando z*(t) =  0 se tiene 1(0) =  0 . Así, 1(0)y(t) =  0 , de donde, en la segunda ecuacion 
(4.8), se sigue que y*(t) =  0. Por ende, en la primera ecuacion (4.7) se debe satisfacer que 
/ (x*) =  0 para que (x*, 0, 0) sea un punto de equilibrio del sistema. De ser este el caso, el 
punto E0 =  (x*, 0 , 0) es llamado equlibrio libre de conductas antisociales.
Los casos no triviales seran analizados de manera específica cuando las funciones / (x) y 
1(z(t)) esten dadas.

4.2. Análisis de Bifurcaciín en el Equilibrio Libre de 
Conductas Antisociales

Se realizara el analisis de bifurcacion del modelo cuando R 0 =  1. Para este fin, el modelo 
propuesto que se rige por las ecuaciones (4.1, 4.2, 4.3), sera aproximado por su mejor apro- 
ximacion lineal en una vecindad de E0. Para esto se obtendró la matriz Jacobiana asociada 
al modelo, la cual queda expresada de la siguiente forma:

J (x ,y ,z) =
/ '( x )  -  3 z 0 - 3 x

0 1(z) -  y  y1'( z )
3z -  1(z) 3 x -  y /'(z ) -  y

Es importante recordar, que en el caso E 0 =  (x*, 0,0) se tiene una poblacion de susceptibles 
x *, no se tienen individuos con problemas sociales ni individuos que se hayan recuperado de 
algun problema social; este punto crítico sucede cuando / (x*) =  0. Evaluaremos el punto de 
equilibrio E0 en la matriz Jacobiana de nuestro sistema,

J (E0)0) =
/'(x * )  0 - 3 x* 

0 
0

y 0
0 3 x* -  y

Obteniendo el polinomio característico asociado a la matriz J  evaluada en E0, el cual seró 
denotado por P(A), se tiene lo siguiente:

P (A) =  det(J(E 0) -  A /)
/ '( x * ) -  A 0 -3 x *

0 - y  -  A 0 
0 0 3x* -  y  -  A

Asó, P(A) =  ( /'(x * )  -  A ) ( -y  -  A)(3x* -  y  -  A). Cuyos valores propios asociados al punto de 
equilibrio libre de conductas antisociales son:

Al =  / ' (x*), A2 =  - y , A3 =  3 x * -  y.
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Ahora bien, para que el criterio del Teorema 2.5.17 pueda ser utilizado supondremos que 
/ '(x*) <  0 .
Observese que para el valor de A3, existen tres casos;

♦  A3 <  0 ,

♦  A3 =  0 ,

♦  A3 >  0 .

Ahora, definimos el numero reproductivo básico como:

flx*
0 = (4.10)

Considerando los tres casos posibles para el valor de A3, es de importancia centrar el analisis 
en el caso A3 =  0. Nátese que A3 =  0, cuando R0 =  1. De esta manera, si R0 =  1 se presenta 
un punto de bifurcación del sistema. Conociendo el comportamiento del sistema en este caso 
se conocera cual sera el comportamiento en una vecindad del punto de bifurcacion.
Para analizar con mas detalle el caso cuando R0 =  1, nátese que R0 =  1, sí fl * =  . Defínase 
R0 para fl * =  x* como R* =  .
Posteriormente evaluamos la matriz Jacobiana en (E0, R*), se tiene que

7 '(x * )  “
J  (Eo,R* ) =  0 

0

Observese que la matriz Jacobiana tiene una fila de ceros (J  es una matriz triangular supe­
rior), por tanto uno de sus valores propios es cero, Ai =  0 y los otros son: A2 =  / '(x*) <  0,
A3 =  — M
Respecto a lo anterior, se puede aplicar el Teorema 2.5.17 para conocer la dinamica local al­
rededor de E0 para R*. En primer lugar se calcularan el vector propio derecho (W ) y el vector 
propio izquiero (V ) correspondientes a la matriz J , donde W 1 =  [w1, w2, w3] y V  =  [v1, v2, v3]. 
El vector propio derecho se obtiene de resolver el siguiente sistema:

0 x**fl—

—M 0
0 0

1*x*fl—0*)(x'/ w1 0
0 —m 0 W2 = 0
0 0 0 _W3_ 0

o equivalente de resolver el sistema de ecuaciones

/  '(x*)w 1 — fl*x*w3 =  0 ,
—̂ w2 =  0 .

Resulta que w2 =  0. Por tanto el vector propio derecho está dado por;

W  =

r P(x( „, 1 
f'(x* )W3

0 =
r P ( x ( -1
f  '(x ()

0
W3 1

W3.
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Calculando el valor propio izquierdo para la matriz J  se tiene

[V1 V2 V3]
f '(x * ) 0 —0  *x* 

0 —^ 0 
0 0 0

[0 0 0]

O equivalentemente se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

f , ( x*)v 1 =  0,

—¡1V2 =  0 ,
—0 *x*v1 =  0 .

De aquí, se sigue que v1 =  v2 =  0. El vector propio izquierdo esta dado por

0 0
V * = 0 = 0

v3 1

Por lo tanto si w3 =  1 y v3 =  1 se tiene que W  y V  son ortornormales, ya que se cumple 
<  V, W  > =  1. Calculando los parámetros a y b, de acuerdo a la definicion del Teorema 2.5.17 
se tiene

B2 B2a =  v3w1w3 gxdZ +  v3w3w1 dZdX,

a =  w 10  * +  w 10  *, 

a =  2 (i3*)2** <  0
a =  2 f'(x*) <  °,

x *

y

b

puesto que v3w3 =  1, v1 =  0 , w2 =  0 , y

d2f2 =  B2 f2 =  B2f2 =  B2 f2 =  B2f2 =  B2 f2 =  B2fj =  B2f3 =  0 
dx2 dxdy dxdy dzdx dxdz dydz dx2 dz2

Se tiene a <  0 y b >  0, lo que significa que estamos en el cuarto caso del Teorema (2.5.17), por 
lo tanto, se concluye que el modelo presenta una bifurcacion hacia adelante cuando R* =  1. 
A continuacion se analizara el modelo propuesto para dos funciones específicas f  (x (t)) y 
l(z (t )) .
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4.2.1. Análisis Particular del Modelo
Para un anólisis mós especffico proponemos la función / (x) =  y(1 -  x). En este caso, se 

tiene que individuos llegan a la clase susceptible de manera constante a una tasa y  y que 
mueren individuos susceptibles de manera proporcional a la clase con la misma tasa y. 
Observese que para esta funcion específica /  (x), el equilibrio libre de comportamiento anti­
social, E0, esta dado por E0=(1 , 0,0), es decir, x* =  1, y =  0, z =  0. Con estos valores la 
funcioón / ( x *) satisface que

♦  /  (x*) =  0 ,

♦  / '(x * )  =  - y  <  0 .

La función Z(z(t)) sera representada por la siguiente ecuacion especffica

rz
1(z) s +  t z '

r0donde r, s, t >  0. De esta manera, /(0) cumple /(0) — s+t0 
Sin póerdida de generalidad el sistema se escribe como:

—  =  y (1 -  x) -  3 xz,

0 .

rzdy
dt s +  t z 1y -  y y ,

dz rz
—  =  3 x z ------------ y — yz.
dt s +  tz ^

La matriz Jacobiana queda expresada de siguiente manera:

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

- y  -- 3z 0 - 3x
J (x ,y ,z ) = 0 y-z+s y sr y (s+tz)2

3z —rz 
s+tz 3x  -  y

Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio de conductas antisociales

- y 0 - 3  '
J  (E0) = 0 y 0

0 0 3  -  y

Calculamos para J (E 0) el polinomio característico, el cual es:

- y  -  A 0 - 3
P(A) =  det( J (1, 0, 0) -  A /) = 0 y - A 0

0 0 3 -  y  -  A

P(A) =  ( - y  -  A)2(3 -  y  -  A).
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De esta manera, los valores propios estan dados por

A1,2 =  —^ ,

A3 =  0  — ^.

Defínase R0 =  ^ . Tenemos los siguientes resultados:

♦  Si ^ >  0 , R0 <  1, A3 <  0, todos los valores propios son negativos, entonces, el punto 
de equilibrio libre de conductas antisociales es localmente asintoticamente estable.

♦  Si 0  >  ^, R0 >  1, A3 >  0, existen dos valores propios negativos y uno positivo, entonces, 
el punto de equilibrio libre de conducta antisocial es inestable, particularmente, es un 
punto silla.

♦  Si 0  =  ^, R0 =  1, entonces, se tienen dos valores propios negativos y uno igual a cero, 
por lo que no se puede conocer su estabilidad. Sin embargo se esta en condiciones de 
aplicar los resultados del Teorema 2.3.63.

4.2.2. Simulación
En esta seccion se mostrara graficamente el comportamiento que presenta el modelo, en 

los casos:

1. ^ >  0, es decir, cuando R0 <  1,

2. 0  >  ^, es decir, cuando R0 >  1 y

3. 0  =  ^, es decir, cuando R0 =  1,

que se presentaron en el analisis de la subseccion anterior.
Se utilizó el metodo de Euler para la simulacion numerica del sistema de ecuaciones (4.12, 
4.13, 4.14), con las funciones particulares analizadas en la subseccion anterior, las cuales 
estan dadas por:

f  (x) =  M 1 — x )

y
u \ rz l(z) s +  tz

Dependiendo de los valores que tomen los parómetros r, s y t la funcion tiene distinto com­
portamiento, por ejemplo si r es grande y los valores de s y t son muy pequeños, l(z) crece 
demasiado rópido para tiempos cortos, lo que significaría que la presión positiva ejercida por 
los recuperados hacia los individuos con conductas antisociales es muy grande al inicio del 
fenomeno, sin embargo al ser l(z) una función acotada por r , para tiempos grandes la pre- 
sion ejercida por los recuperados sobre los individuos con conductas antisociales se estabiliza 
y ya no es tan efectiva. En el caso que r sea pequeno y s y t grandes la funcion tiene un
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comportamiento análogo al caso anterior.
Para la simulacion se tomaron valores de r =  0.21, s =  0.001, t =  0.99, los cuales fueron 
tomados de un modelos analizado por Villavicencio-Pulido (2017). A continuacion se muestra 
la grafica de la funcion l(z ). Se observa que la función con estos parámetros es casi constante 
para tiempos muy grandes. En el contexto de presión social quiere decir que a pesar de que 
el numero de recuperados sea cada vez mayor, el efecto de esta presión no varía demasiado 
para tiempos grandes.

Fig. 4.1: Grafica de la funcion l(z ).

El metodo de Euler (Braun (1990)) consiste en obtener una aproximacion de la solucion 
y(t) de un problema de valor inicial (en general no es posible resolver analíticamente);

dy
dt

(4.15)

con
y (to) =  yo.

Si tomamos la funcion y (t) como una funcion que en cada intervalo [t,, t,+1 ] se puede expresar 
como una funcion lineal que une a los puntos (t , , y ,) y (t,+1 , y,+1), dicha funcion se plantea 
por medio de la siguiente ecuacion:

y =  yj +  h (t -  tj )(yj +1 -  yj ) , (4.16)

con
t j ^  t ^  t j ̂ 1̂.
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Conociendo solamente que y(t) es solución de la ecuación diferencial (4.15) y que su va­
lor en t =  to es yo, de manera iterativa obtendremos los valores aproximados de yi en 
t =  ti =  t0 +  h. Con este valor se calculara y2 cuando t =  t2 =  ti +  h, así sucesivamente hasta 
yn con t =  tn =  tn-i +  h, para un valor de h fijo, muy pequeño.
Este metodo es el mas sencillo para obtener los valores aproximados de y i , . . .  ,y n en los tiem­
pos ti , . . .  , tn y esta expresado en el siguiente algoritmo que podemos encontrar en (Borrelli 
and Coleman (2002)). Para un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, 
con condiciones iniciales, se tiene

tn tn-1 +  h 
xn xn-1 +  hf  (tn -1, xn -1, yn -1, zn -1)
Vn yn- 1 +  h f  (tn -1, xn -1, yn -1, zn -1) 
zn zn- 1 +  h f  (tn -1, xn -1, yn -1, zn -1.)

A continuacion se mostrará el comportamiento del sistema utilizando el metodo numerico 
para la realizacion de la simulacián.
Las siguientes figuras muestran el cambio que sufren las variables x, y z respectivamente y 
las orbitas en cada uno de los casos.

1. [i >  0 , es decir, R0 >  1:

Para la simulacion se le asigno a i  el valor de 1 ( i  =  1) y a 0  el valor de 0.6 (0 =  0.6). 
Se nota claramente en la figura 4.12 que el punto crítico E 0.

Fig. 4.2
En esta gráfica se puede apreciar una familia 

de orbitas, las cuales son atraidas hacia el 
punto libre de conductass antisociales (1, 0 , 0 ).

Fig. 4.3
Grafica de las variables x, y, z .
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En las siguientes figuras observamos el comportamiento de x(t), y(t), z(t).

Fig. 4.4
Notese que la poblacion x(t) disminuye rápido en el tiempo; es facil notar que en el intervalo 

[1,2] llega a un mónimo e instantaneamente comienza a incrementar pero lentamente.

0 1 2 3 4 5
Tiempo

Fig. 4.5
La funcion y(t) decrece asintóticamente a cero.
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o---------- 1---------- 1---------- 1---------- 1----------
0 1 2 3 4 5

Tiempo

Fig. 4.6
Al igual que la función anterior, el número de recuperados z(t) decrece asintoticamente a

cero.

2. 0 >  i ,  es decir, cuando R0 >  1:

Para el anúlisis de la simulaciún se le asigno a i  el valor de 0.6 ( i  =  0.6) y a  0 el 
valor de 1 (0 =  1). En la figura 4.7 se muestra que el punto crítico E0, es un punto 
repulsor, lo que quiere decir que las soluciones se alejan de el. En este segundo caso, 
cuando R0 >  1, la solucion tiende a irse al punto de equilibrio no trivial, el cual llama­
remos ET =  ( i ,  0,1 — p ), al sustituir los valores de i  y 0, el punto queda expresado 
como (0.6, 0, 0.4).
Se analizara a continuacion la estabilidad del punto de equilibrio no trivial, de la misma 
forma que se hizo anteriormente para el punto de equilibrio libre de comportamiento 
antisocial.
Evaluamos el punto no trivial ET en el Jacobiano, de esta manera

J (Et ) =

0

s+t(l- 1 )
r(1- 1)

i
— i  0

0

Posteriormente obtenemos el polinomio característico, el cual tiene la siguiente expre- 
sion

P  (A) =  —( i )  s+t(--V) — M — A(0  — i )  +-----A( s+t(\-i) — M — A)(—^ — 0  (1 — p) — A).
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r(1-J)
♦  ^1 =  s+T(I-J ) -  1  =  - 0 .7884,
♦  A2 =  - 0.6 <  0 ,

♦  A3 =  -0 .4  <  0,

Por lo tanto, concluimos que el punto de equilibrio no trivial es localmente asintotica- 
mente estable.

A continuacion se muestra la grafica de la familia de orbitas de la solucion del sistema 
y la grafica de las funciones x(t), y(t) y z(t) juntas.

CAPITULO 4 . MODELO MATEMÁTICO CON PRESIÓN SOCIAL POSITIVA

Cuyos valores propios son:

Fig. 4.7
Esta figura muestra una familia de orbitas, 

que se esta alejando del punto libre de 
conductas antisociales (1,0 ,0 ) y se acerca al 

punto (0.6, 0, 0.4).

Fig. 4.8
Grafica de las variables x, y, z.
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Las siguientes figuras muestran el comportamiento de x(t),  y(t), z(t) .

Fig. 4.9
Observamos que x(t)  disminuye rápidamente hasta llegar a un mínimo, posteriormente la 

funcion crece muy lentamente acercandose a 0 .6 .

Fig. 4.10
Notamos que la funcion y(t) en este caso decrece rápidamente y se acerca a cero.
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Fig. 4.11
En esta grafica la funcion z(t) aumenta rápidamente hasta alcanzar un maximo en el 

intervalo [1,2] y despues comienza a decrecer exponencialmente acercandose a 0.4.

3. 1  =  0, es decir, R0 =  1:

Para la simulacion se le asigno a 1  el valor de 0.6 (1  =  0.6) y de igual manera a 
0 el mismo valor (0 =  0.6). En la figura se observa el comportamiento en el punto 
de bifurcacion, en dicho punto no es posible conocer cual sera el comportamiento del 
sistema.

Nótese que las órbitas son atraidas hacia el 0 1 2  3 
punto libre de conductas antisociales (1,0 ,0 ),

similar a la figura 4.2, pero las orbitas no Fig. 4.13
tienen la misma curvatura que las anteriores. Grafica de las variables x, y, z .
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A continuacion se muestra el comportamiento de x(t), y(t), z(t).

Fig. 4.14
La funcion decrece muy rápido hasta alcanzar un mínimo en el intervalo [1,3], despues de 

llegar a su mínimo comienza a crecer lentamente.

Fig. 4.15
Observese que la funcion decrece exponencialmente.
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0.3

o ---------------------------1--------------------------- 1--------------------------- 1--------------------------- 1---------------------------
0 1 2 3 4 5

Tiempo

Fig. 4.16
En esta grafica podemos apreciar como decrece z (t), se encuentra en un maximo y 

posteriormente comienza a decrecer acercándose a cero.
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Capítulo 5 

Conclusiones

En trabajos anteriores donde se consideran modelos con presion social negativa, la dinami- 
ca del modelo presenta bifurcacion hacia atras, es decir, los individuos recuperados vuelven 
a reincidir retomando nuevamente conductas antisociales.

Durante el desarrollo de este trabajo se revisaron conceptos de algebra lineal, teoría de 
sistemas dinamicos y metodos numericos. Ademas se consultaron artículos relacionados con 
presion social.

En esta tesis se propone un modelo que involucra la presion social positiva, la cual es ejerci­
da por los individuos recuperados de un comportamiento antisocial hacia los individuos que 
presentan algun comportamiento antisocial, esto genero en el comportamiento dinámico del 
sistema una bifurcacion hacia adelante, lo que quiere decir, que si el numero reproductivo 
báasico es menor que la unidad es posible que la conducta antisocial desaparezca en la pobla- 
cion.

Es importante notar que la presiáon social positiva permite que el equilibrio trivial sea global­
mente asintoticamente estable, esto recalca la importancia de que las personas ejerzan una 
influencia positiva hacia sus pares, de este modo las ayudaran a contrarrestar el comporta­
miento antisocial que presenten.
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