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Resumen

Las vibraciones causadas por el desbalance son el resultados de las imperfecciones en la 
manufactura y ensamble de máquinas rotatorias. Estos tipos de defectos pueden causar altos 
niveles de vibración, ruido y desgaste y pudiendo llegar a producir fallas y perdida de la 
máquina.

El control de vibración en máquinas y estructuras ha sido un campo de interés por muchos 
años en el área de ingeniería, tecnología y la industria. Los esquemas de control comunmente 
usados para reducir las vibraciones son: control pasivo, activo y semi-activo.

La tesis tra ta  de un esquema de control semi-activo del desbalance para un sistema 
rotor-chumacera, que consiste en un controlador de la rigidez dinámica y la modulación de 
la velocidad angular. El sistema rotor-chumacera consiste de un rotor no-isotropico con un 
servomecanismo para posicionar la chumacera sobre dos guías lineales deslizables. La atenua­
ción de vibración en el sistema se logra modificando la dinámica lateral del rotor, mediante el 
control de la longitud efectiva de la flecha, el cual causa cambios en la rigidez y como conse­
cuencia modifica las frecuencias naturales del sistema. Estos pueden ser modificados dentro 
de un rango pequeño, donde la resonancia es atravesada y atenuada durante el arranque o 
paro de operación de la máquina.

El rotor es modelado usando el metodo de elemento finito (FEM), en la que se considera 
una flecha flexible, un disco inercial rígido con terminos giroscópicos despreciables, dos chu­
maceras no-isotrópicas y dos entradas de control indirecto, estas son, la fuerza de traslación 
aplicada para mover la chumacera móvil y el torque en la dinámica de la velocidad angular. 
El control de la rigidez es realizado agregando un servomecanismo basado en un motor de 
CD y una trasmisión de polea para posicionar la chumacera móvil, mediante un esquema de 
control realimentado PID, el cual es parametrizado en terminos de la velocidad angular. La 
dinámica de velocidad es controlada mediante el seguimiento de una trayectoria de veloci­
dad suave, programada por un Polinomio de Bezier, planificado para atravesar la primera 
velocidad crítica.

El diseño conceptual y la manufactura de una plataforma experimental se propone para 
estudiar la respuesta al desbalance. Una parte importante está relacionada con la concep­
ción del diseño, construcción mecánica de una chumacera sobre dos guías lineales deslizables, 
fabricación de poleas para una transmisión por banda para posicionar el soporte y la manu­
factura de una base del motor CD.

Entonces una chumacera móvil es integrada en una plataforma rotor-chumacera, la cual 
incluye un disco inercial con dos bridas de bronce, una flecha flexible, una estructura para 
el motor y una base de acero con perforaciones.

Los resultados numéricos se obtienen por el software Matlab-Simulink, el cual muestra el 
desempeño de la respuesta al desbalance en el sistema. Esta es reducida cerca del 80 % en la 
frecuencia resonante, por medio del esquema de control de la rigidez.





Abstract

The vibrations caused for the unbalance are the result of imperfections in manufactu- 
ring and assembly of rotating machineries. These kind of defects can cause high levels of 
vibrations, noise and wear, and these may lead to failures or lost of the machine.

Vibration control in structures and machines has been a field of interest in varied branches 
of engineering, technology and industry for many years. The control schemes most commonly 
used to reduce the vibrations are: passive, active and semi-active control.

The thesis deals with the application of a semiactive unbalance control for a rotor-bearing 
system, consisting in a dynamic stiffness controller and the angular speed scheduling. The 
rotor-bearing system consists of an non-isotropic rotor with a servomechanism to position 
a journal bearing on two linear slide bearings. The vibration attenuation in the system is 
achieved modifying the rotor lateral dynamic by controlling the effective shaft length, which 
causes changes in the system stiffness and as a consequence modifies the natural frequencies. 
These can be shifted into a small range, where the resonance can be passed and attenuated 
during run-up or coast-down operations.

The rotor is modeled using the Finite Element Method (FEM), considers a flexible shaft, 
one rigid inertia disk with neglected gyroscopic terms, two non-isotropic journal bearing 
and two indirect control inputs, that is, the translation force applied to the movable journal 
bearingand the to rq u e in th e  rotor speed dynamics. The stiffness control is then performed by 
adding a servomechanism based on a cd motor and transmission Belt Pulley to position the 
movable journal bearing, by applying a PID feedback control scheme, which is parameterized 
in terms of the rotor angular speed. The speed dynamics is controlled in such a way to 
asymptotically track a smooth speed profile, computed by means of Bézier polynomials, 
which is planned to pass over the first critical speed.

The conceptual design and manufacture of a experimental platform is proposed to study 
the unbalance response. An important part is related with the conception of design, me- 
chanical construction of one journal bearing on two ball bearing slides, one transmission 
Belt Pulleytoposition the supportand thebasefo r theC D  m oto r.T hena movablebearing 
journal is integrated in the rotor-bearing platform, which includes an rigid inertial disk with 
two bronze bridles, a flexible shaft, a structure for the motor and one steel platform with 
drillings.

The numerical results are obtained of the Matlab-Simulink software, shows the perfor­
mance of the overall unbalance response in the system. It is reduced up to 80 % in the 
resonant frequency by means of the stiffness control scheme.
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Capítulo 1 

Introducción

La rotodinámica es el estudio de fenómenos dinámicos en maquinaria rotatoria y juega un 
papel muy importante en el mundo industrial moderno, debido al gran rango de aplicaciones 
que tiene. El análisis rotodinámico es un paso importante en el diseño de cualquier máquina 
con elementos rotatorios, así como en la detección y en la solución de problemas durante su 
operación Childs[1].

En la actualidad, la industria precisa de la maquinaria rotativa (turbinas de vapor, 
turbinas de gas, compresores centrífugos, generadores, sopladores, etc.) para satisfacer la 
demanda de productos, siendo indispensable la operación eficiente de dichas máquinas. Una 
de las causas más frecuentes del fallo de máquinas rotativas son las vibraciones debidas al 
desbalance del sistema, las cuales hasta unos años atrás se consideraban como inevitables. 
Estas condiciones se consideran indeseables ya que producen deterioro mecánico, grietas, 
desgaste, ruido, etc.

En la industria se requiere que la maquinaria rotatoria opere a velocidades cada vez más 
altas (arriba de la primera velocidad crítica). La necesidad de operar a altas velocidades, 
ocasiona que la máquina trabaje en rangos de operación donde se presenta la inestabilidad 
umbral (efectos de resonancia). Por desgracia, al operar una máquina demasiado lejos del 
umbral, cualquier perturbación (desbalance, desalineamiento, fracturas, excitaciones exter­
nas, etc.) es capaz de provocar efectos no-lineales e inestables en el sistema (ver, e.g.,Childs 
[1], Wowk [2], Vance [3]).

Los efectos y fenómenos dinámicos en rotores son un campo de investigación bastante 
activo, a pesar de que los fenómenos básicos han sido ampliamente estudiados, donde existen 
aspectos que aún necesitan de trabajo teórico y práctico para construir y analizar modelos 
más complejos que representen con precisión el comportamiento de las máquinas reales. 
Algunas de las limitaciones de la rotodinámica clásica se presentan principalmente, cuando 
se introducen no linealidades, comportamientos no isotrópicos de los elementos rotatorios y 
no rotatorios y se consideran condiciones de trabajo no estacionarias.

La necesidad de lograr avances en el campo de la rotodinámica se puntualiza en varias 
áreas de la industria y la tecnología, donde se requieren máquinas cada vez más ligeras, 
con mayores velocidades de operación y más eficientes, esto hace que requieran análisis de 
modelos más complejos y que van más allá de los estudios clásico.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Por lo tanto el balanceo es un paso muy importante y necesario en la manufactura 
de los rotores para compensar los efectos de vibración producidos en procesos previos de 
fabricación y ensamble. Estrictos controles de manufactura pueden reducir la necesidad de 
balancear, pero esto incrementa los costos. Los cambios operacionales (corrosión, impurezas, 
desgaste de cojinetes) generalmente están fuera de control del fabricante, por lo tanto no se 
puede garantizar una máquina libre de vibración durante su ciclo de vida. Sin embargo, el 
fabricante, puede facilitar formas para quitar o adherir masas en procesos de balanceo de 
campo (Lee [4], Lin [5], Yu [6]).

Por lo anterior, podemos afirmar que el control de vibraciones es esencial para mejorar el 
desempeño de las máquinas y alargar su vida útil. Para esto, actualmente es cada vez más 
común que las máquinas estén equipadas con sensores, actuadores y sistemas de control, uno 
de los aspectos más importantes de esta tendencia es el uso de distintas chumaceras como: 
activas, presurizadas, magnéticas, con asborbedores pasivos, con fluidos Magnetoreológicos 
(MR), sistemas de autobalanceo, con actuadores eléctricos, entre otros, y sin dejar a un lado 
los métodos clásicos de balanceo de rotores (balanceo estático y dinámico).

A continuación se presenta de manera general los esquemas desarrollados para resolver 
el problema del control de vibraciones en máquinas rotatorias. Parte de los trabajos desa­
rrollados por investigadores de distintas instituciones se enfocan en: El estudio del modelo 
matemático con varios grados de libertad, tratando de predecir con mayor precisión que 
los ya conocidos el comportamiento de una máquina real. Estudios de distintos esquemas 
de absorbedores pasivos-activos para reducir las vibraciones producidas en las máquinas. 
También proponen diseños y manufacturas de chumaceras activas que desde los extremos de 
la flecha o eje reducen los niveles de vibración en el rotor principal. Y el uso de distintos 
actuadores ya sea activos o semi-activos basados en el uso de distintos algoritmos de control 
retroalimentados de alguna variable controlable del sistema (Lewis [7], Couzon [8], Chen [9], 
Cabrera [10] y Flavio [11]).

1.1. E stado del A rte
En el siglo X X ,e n  elaño de 1919,H .H .Jeffcott [12], examinó los efectos del desbalance 

sobre las amplitudes de vibraciones de las máquinas rotatorias y el análisis de las fuerzas 
transmitidas hacia las chumaceras. En sus investigaciones realizó estudios sobre un caso 
específico de un eje ligero y uniforme, que es sostenido libremente por chumaceras fijas 
equidistantes en cada extremo y en el centro un disco inercial rígido, en el cual el momento de 
inercia del disco es casi despreciable. Desarrolló el modelo matemático de esta configuración 
de rotor, el cual lleva su nombre Rotor Jeffcott Figura (1.1). Mediante el modelo desarrollado 
pudo explicar el comportamiento del rotor cuando pasa a través de su primera velocidad 
crítica, en esta velocidad se presenta el fenómeno de resonancia con grandes amplitudes de 
vibración.

La operación de turbo-maquinas a velocidades altas y variables es cada vez más frecuente 
en la industrial, así como a elevadas cargas dinámicas, esto provoca que el sistema trabaje 
en velocidades críticas, cerca de alguna de sus frecuencias de resonancia comúnmente en los 
primeros modos, aumentando así las vibraciones en el rotor.
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Figura 1.1: Esquema de un Rotor tipo Jeffcott

Es evidente que se requieren de sistemas que proporcionen mayor estabilidad que los ele­
mentos convencionales usados en esta área (soportes, rodamientos, balanceo fuera de línea, 
otros). Por lo cual en los últimos años se han realizados estudios y aplicaciones para con­
trarrestar las vibraciones, mediante diferentes estrategias como: el seguimiento de perfiles de 
velocidad del rotor, variadores de frecuencia para un arranque suave y controlado, siendo 
el de mejor desempeño los balanceos dinámicos, enfocados en la primera y segunda veloci­
dad crítica (Vance, Childs et al [1], [3], [4] y [13] ). El ámbito científico se ha encaminado 
en usar sistemas tecnológicos más complejos, transformando un elemento simple como una 
chumacera, en un arreglo de soporte con actuadores para contrarrestar las vibraciones en el 
rotor, modificando los soportes por apoyos magnéticos, con fluidos presurizados, uso de ma­
teriales inteligentes (fluidos magnetoreológicos, piezoeléctricos, otros), el uso de suspensiones 
pasivas/semi-activas y hasta agregando grados de libertad a las chumaceras para modificar 
de alguna manera los parámetros físicos de un rotor, lo que conduce a cambios en la dinámica 
global del sistema, con el fin de reducir las amplitudes de vibraciones.

Las matemáticas también interviene en el problema de absorción de vibraciones haciendo 
uso de algoritmos, estableciendo los esquemas de control que dan información específicaalos 
soportes actuados para modificar la dinámica del rotor, con el fin de reducir las amplitudes 
de vibración. Los algoritmos son esencialmente para mejorar el desempeño de las máquinas y 
extender su vida útil, estos son diseñados basados en la retroalimentación de alguna variable 
controlable del sistema. Para aplicarlos se requiere medir las variables, esto implica que la 
máquina rotatoria debe estar equipada con sensores, siendo los más habituales: acelerómetros, 
sensores de proximidad, sensores de distancia laser, de contacto, medición de la rotación 
(Incremental Encoder), entre otros. Lee-Chong [4].

Los esquemas de control pasivo, semi-activo y activo han sido aplicados para atenuar las 
amplitudes de vibración en las maquinarias rotatorias.

En el control pasivo, el sistema rotatorio es modificado en alguno o todos sus parámetros 
de diseño, es decir, se modifica su masa, rigidez o amortiguamiento. En este esquema los 
parámetros se modifican estando el rotor fuera de línea, el rotor se detiene para realizar el 
ajuste de alguno o todos sus parámetros.

El control semiactivo, que ha surgido más recientemente, se basa en la modificación de 
los parámetros del sistema rotatorio, estando la máquina en operación. Este tipo de control 
modifica principalmente las propiedades de amortiguamiento y rigidez de la chumacera,
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mediante un análisis previo de la respuesta en lazo abierto y haciendo uso de una mínima 
inyección de energía.

Por otra parte el control activo de vibraciones se aplican fuerzas al rotor (inyección de 
energía), posiblemente incorporando más grados de libertad (ver,e.g.,Zhou y Shi[14]y Van 
Brussel [15]). En este esquema se utilizan dispositivos para aplicar fuerzas, los cuales son 
retroalimentados y/o  prealimentados con la información de los estados del sistema.

A continuación se realiza una descripción de algunos artículos dirigidos al problema de 
control de vibraciones en rotores.

En el 2001 Lewis aplicó un algoritmo de modos deslizantes por retroalimentación para 
controlar las vibraciones de un rotor flexible montado sobre dos chumaceras magnéticas, 
bajo la premisa de que el número de estados es mayor que el número de sensores. El modelo 
matemático del sistema se presenta en términos de ecuaciones diferenciales parciales, son 
discretizadas en un número finito de ecuaciones diferenciales ordinarias. El control es diseñado 
para ser robusto al desbalance del rotor y a perturbaciones transitorias Lewis [7].

Lin y Yu presentan un control modal para la supresión de vibraciones en un rotor uti­
lizando un modelo de elemento finito, lo cual les permite analizar los modos de vibración 
del sistema y extender el funcionamiento del controlador más allá del primer modo, en el 
artículo se muestran resultados numéricos Lin-Yu[5].

Yu et al. [6] propusieron un control modal robusto para la supresión de las vibraciones en 
un rotor flexible tipo Jeffcott utilizando un modelo basado en técnicas de elemento finito, pero 
reducido en orden para efectos del diseño del control, el cual es robusto ante incertidumbres 
en el modelo. Este esquema es validado mediante simulaciones numéricas.

Couzon y Hagopian [8], utilizan el software RotorInsa° , para obtener el modelo de 
elemento finito del rotor de una bomba turbo molecular. El modelo es reducido, para ser 
utilizado en un esquema de control que combina redes neuronales y lógica difusa, y regular 
la posición del centro de masa del rotor suspendido en un campo de chumaceras magnéticas. 
Con esto presenta un controlador ajustable en línea.

En 2008, Lei y Palazzolo [16] proponen un método de diseño integrado para sistemas rota­
torios con chumaceras magnéticas. Uutilizando modelado por elemento finito y controladores 
del tipo PID para estabilizar el sistema, incluyendo simulaciones numéricas para validar su 
análisis y diseño.

Andrés Blanco [17], [18] realiza estudios sobre el control del desbalance en un sistema 
rotatorio tipo Jeffcott compuesto por dos chumaceras de bola, uno es estacionario y el otro 
descansa sobre dos guías lineales, para darle movimiento lineal a lo largo del eje. El mode­
lo desarrollado es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal que describe los efectos 
giroscópicos, rotación de la flecha, desplazamientos radial del disco inercial y el movimien­
to de la chumacera. La rigidez y la frecuencia natural del rotor se varían al mover una de 
las chumaceras, mediante un servomecanismo. Se prueban dos esquemas de control, PI y el 
regulador cuadrático lineal (LQR), para regular la posición de la chumacera. Al incluir la 
dinámica de la chumacera móvil en el sistema se logra disminuir la amplitud del desbalan­
ce, desde el arranque hasta una velocidad de operación por encima de la primera velocidad 
crítica.
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M. Arias, A. Cabrera [19] realizan estudios sobre el problema de absorción de vibraciones 
en un sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott no-isotrópico, utilizan un esquema de control 
pasivo basado en un absorbedor de viga en cantiléver.

En su trabajo proponen el diseño de un rotor que está montado sobre dos soportes en 
sus extremos, una es una chumacera clásica y la otra es una chumacera sobre dos guías de 
acero, sobre el cual se desliza para cambiar la distancia entre los soportes. El absorbedor 
de viga en cantilever es una extensión de la flecha a través de la chumacera móvil, en el 
extremo de la flecha se tiene una masa concentrada Figura (1.2). Utilizan un control PI para 
el desplazamiento del soporte móvil, donde obtienen una reducción del desbalance en un 
84% en comparación con la respuesta sin absorbedor.

Figura 1.2: Diseño de un sistema rotor-chumacera con absorbedor de viga en cantilever[19]

Stefan Heidel [20] en marzo de 2016 del Instituto de Mecatrónica de la Universidad 
de Darmstadt, Alemania, realizan estudios sobre la eliminación de vibraciones debidas al 
desbalance en la maquinaria rotatoria. En las pruebas de control de vibraciones basados en 
la retroalimentación de estados, consiguen regular la excentricidad del rotor desde el extremo 
de la flecha, considerado aquí como una variable del sistema. Las pruebas experimentales 
se desarrollaron sobre un rotor tipo Jeffcott, compuesta de una chumacera en un arreglo 
de elementos pasivos elásticos y actuadores electromagnéticos Figura (1.3). El soporte con 
actuadores inyecta energía al sistema, para modificar la respuesta al desbalance.

Figura 1.3: Rotor-chumacera tipo Jeffcott con chumacera compuesta por elementos elásticos 
y actuadores [20].
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Silva y F. Medina en el 2010 [11], realizan investigaciones sobre el control de vibraciones 
en un rotor-chumacera tipo Jeffcott, para ello modifican uno de los soportes por una configu­
ración con soporte sobre guías lineales Figura (1.4). El soporte se posiciona a una distancia 
específica a lo la rg o  de la flecha, con el finde modificar las propiedades elásticas del rotor y 
con esto se consigue modificar las frecuencias naturales del sistema. En el trabajo se realiza 
el análisis del modelo de dos grados de libertad y se implementa una estrategia de control 
semi-activo, basado en la modificación de la rigidez para reducir el desbalance en el sistema. 
Cabe mencionar que en este trabajo se desarrolló una plataforma experimental.

Figura 1.4: Sistema rotor-chumacera Silva y F. Medina [11].

Zhu y colaboradores [21], [22] realizan un estudio sobre un amortiguador con fluido mag- 
netoreológico (MR) tipo disco, cuyo elemento inercial tiene movimientos radiales dentro del 
fluido Figura (1.5), usado para el control de vibración de un rotor. Analiza el campo magnéti­
co aplicado al amortiguador, utilizando técnicas de elementos finitos, los efectos de corriente 
aplicado a la bobina y densidad de flujo magnético que se aplica al fluido MR.

Alojam iento

Figura 1.5: Sección transversal de una chumacera con fluido magnetoreológico tipo disco Zhu 
[21], [22].

Las pruebas fueron estudiadas en forma teórica y experimental. Posteriormente realiza 
pruebas experimentales, apliacando un control on/off basado en la retroalimentación de la 
velocidad angular, con el amortiguador en un rotor flexible tipo Jeffcott, logrando reducir 
las amplitudes de vibración de manera considerable.
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Un esquema de control semi-activo es propuesto por Silva y Cabrera [10] en el 2007. Donde 
abordan la atenuación de vibraciones en maquinaria rotatoria, ocasionadas por el desbalance 
residual. Utilizan dos amortiguadores magnetoreológicos (MR) o de fricción controlable tipo 
pistón para compensar las vibraciones, bajo el esquema de control por modos deslizantes. El 
sistema es un rotor-chumacera con dos soportes, uno es un chumacera tradicional con baleros 
de bola y el otro es una chumacera sobre un arreglo de resortes y dos amortiguadores MR 
conectados en paralelo Figura(1.6). Realizan pruebas experimentales del control semi-activo 
por debajo y por encima de la velocidad crítica, donde reducen las vibraciones cerca del 
80%, respecto de las pruebas en lazo abierto.

Figura 1.6: Sistema rotor-chumacera con una chumacera sobre un arreglo de resortes de 
compresión y amortiguadores MR [10].

Los absorbedores de vibración no son exclusivos para estructuras civiles, también han 
sido aplicados absorbedores de masa sintonizada (TMD) en sistemas rotor-chumacera. Un 
esquema de absorción pasiva es desarrollado por Chen y Wang [9], donde proponen sistemas 
masa-resorte colocados a lo largo de una viga de Timoshenko, de soporte simple para reducir 
los niveles de vibración en algún modo específico de la flecha Figura (1.7). En su trabajo hace 
un análisis de la técnica para elegir el número de absorbedores, cálculo de los parámetros 
mecánicos de TMD y se reportan resultados numéricos, estableciendo un procedimiento para 
seleccionar este método.
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Figura 1.7: Absorbedores de masa sintonizada colocadas a lo largo del rotor Chen [9].
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En el 2016 Fabian G. Pierart y Ilmar F.Santos [23], realizan estudios de control de 
vibraciones laterales en un rotor flexible. El rotor es un modelo de un solo disco que es 
apoyado por una chumacera de gas activo. Para el análisis de la máquina se desarrolló el 
modelo del rotor-chumacera basado en la técnica de elemento finito, incluyendo el análisis 
dinámico de la chumacera presurizada. El control del desbalance en el rotor es direccionado 
por dos esquemas: control PID y un control por retroalimentación de estados, estas dirigen 
la presión de inyección de gas a la chumacera y regulan la órbita del rotor. En su trabajo 
se muestran resultados experimentales, cuyas pruebas se realizaron sobre una plataforma 
m ostradaen laF igura(1 .8).

Figura 1.8: Sistema rotor-chumacera con soporte de balero de bola y chumacera de gas 
activo[23]

Las chumaceras magnéticas son actuadores que aplican fuerza síncrona a la flecha para 
controlar la respuesta al desbalance, sin que tenga contacto con las partes móviles del rotor. 
Estos actuadores son de la clase de control activo aplicados en sistemas rotor-chumacera. 
Uno de los trabajos referentes a chumaceras magnéticas es reportado por Xuan et al. [24] 
en el 2009. Desarrollando una chumacera magnética para la supresión de vibraciones en un 
rotor desbalanceado, utilizando un esquema de control con retardo de tiempo (TDC por 
sus siglas en inglés) con retroalimentación de estados vía un observador de Luenberger. La 
chumacera fue manufacturada e incorporada sobre una plataforma RotorK it y el esquema 
de control es validado mediante experimentos en una configuración de rotor Jeffcott, el cual 
es modelado como un sistema de dos grados de libertad.

En los sistemas rotatorios, por lo general, la velocidad de operación se encuentra arriba 
de la primera velocidad crítica, especialmente en maquinarias grandes, tales como: turbinas 
de gas y vapor, turbocompresores, etc. En este caso, el rotor tiene que pasar a través de la 
velocidad crítica cuando el rotor se acelera desde el reposo hasta la velocidad de operación. 
Cuando el rotor pasa por la velocidad crítica la amplitud de vibración se verá incrementada. 
Esta se ve reducida, dependiendo del amortiguamiento que posea la máquina rotatoria. Para 
evitar que las amplitudes de vibración alcancen valores muy grandes, es necesario hacer pasar 
la máquina por la velocidad crítica tan rápido como sea posible.
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Esto se logra acelerando la máquina desde su reposo hasta la velocidad de operación 
(generalmente por encima de la velocidad crítica) en un tiempo muy corto, de esta manera 
se evitará el incremento de la amplitud vibratoria.

El esquema de control activo de vibraciones basado en la modulación de la tasa de ace­
leración de la velocidad fue propuesta por Millsaps y Reed [25], quienes en 1998 presentaron 
un método para reducir las vibraciones laterales causadas por el desbalance en un rotor, 
cuando pasa a través de su primera velocidad crítica durante la fase de aceleración y de 
desaceleración. Ellos determinaron que la energía vibratoria total puede ser reducida signi­
ficativamente usando una aceleración variable, esto es, reduciendo la aceleración después de 
que se pasa por la primera velocidad crítica. Este resultado fue verificado experimentalmente 
en un rotor simple de un disco.

Un rotor es sostenido por chumaceras en los extremos, cuando la máquina experimenta 
efectos de vibración provocados por el desbalance o desalineamiento, la fuerza vibratoria 
es trasmitida a los soportes de la máquina. Por lo tanto las chumaceras son una de las 
partes principales de un sistema rotor-chumacera y es la encargada directa de disolver las 
vibraciones. En el proceso de estudio por resolver los problemas de absorción de vibraciones 
inherentes en las máquinas, han sido desarrollados distintos sistemas de soporte o chumaceras 
para el rotor, tales como: Chumaceras magnéticas, chumaceras presurizadas, chumaceras con 
fluidos Magnetoreológico, apoyos con actuadores, absorbedores pasivos, chumacera móvil de 
uno o varios grados de libertad, entre otros sistemas ([10], [16], [17], [20], [23]).

Las máquinas rotatorias con chumaceras especiales, son de los más utilizados en labora­
torios, ya que en este tipo de plataformas se pueden estudiar los fenómenos presentes en la 
maquinaria, lo cual posibilita la experimentación de las variables físicas que los describen. En 
la red comercial se pueden encontrar plataformas experimentales en venta, sin embargo es­
tas poseen configuraciones estándares (parámetros geométricos/mecánicos no configurables y 
sistemas de apoyos convencionales), y en los centros de investigación se desarrollan platafor­
mas de máquinas rotatoria con propósitos de investigación, son diseñadas y manufacturadas 
por la misma Institución.

La mayoría de las publicaciones revisadas en este trabajo de tesis, desarrollan propues­
tas de diseño, modelado y manufactura de sistemas rotor-chumacera para el estudio de los 
fenómenos de vibración presentes en este tipo de máquinas.

Tomando como punto de referencia el trabajo presentado por Andrés Blanco [17], [18], 
se presenta la oportunidad para desarrollar una plataforma de experimentación Chumace­
ra móvil, para el estudio de control activo de vibraciones. A diferencia de otros sistemas 
rotor-chumaceras convencionales, el rotor con chumacera móvil no se encuentra disponible 
comercialmente, estando su existencia limitada exclusivamente a los centros de investigación.
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1.2. P lan team iento  del P roblem a

El problema de las vibraciones mecánicas es inherente en cualquier máquina rotatoria. 
Para el estudio de rotores las vibraciones son consideradas como indeseables, ya que producen 
fatiga, deterioro mecánico, grietas, desgaste, ruido, etc. Vance [3].

La interacción de estas máquinas en la industria son de gran importancia, puesto que 
una condición de desbalance produce vibraciones y esfuerzos que pueden llegar a dañar al 
rotor y sus soportes. Esto provoca costos por reparación y por tiempos muertos en la pro­
ducción, ademásd poner en riesgo vidas humanas. Si las máquinas rotatorias con desbalance 
no se operan en rangos de velocidades adecuadas, entonces podrían ocurrir vibraciones que 
ocasionarían fallas catastróficas para el equipo.

Los sistemas de control de vibraciones ha tomado gran importancia en la actualidad, 
sobre todo para la protección sísmica de estructuras.

La ventajadeutilizaresquem asdecontrol en lasm áquinasrotatoriaseslacapacidad que 
tienen para adaptarse a las condiciones del sistema ofreciendo robustez, ademas de resultar 
mucho más eficiente que un sistema de respuesta libre, es decir sin control.

Es importancia el uso de una plataforma experimental de sistemas rotor-chumacera para 
propositos de investigación, tal como se muestra en los artículos reportados en la revisión 
bibliográfica. La validación de los esquemas de control se realizan sobre plataformas experi­
mentales de varias configuraciones de rotor, y también realizan un gran esfuerzo por obtener 
modelos matemáticos que describan con mayor cercanía que los modelos aproximados me­
diante simulaciones el comportamiento de la máquina.

Con base en la revisión del estado del arte presentada anteriormente, el modelado ma­
temático de sistemas rotatorios, el estudios de esquemas de control sobre una plataforma 
experimental rotor-chumacera, y el desarrollo de chumaceras actuadas para absorber las 
vibraciones, se encuentran en la actualidad aún en proceso de estudio, tanto en el diseño 
mecánico como en el modelo que describa su dinámica.

El laboratorio de Mecatrónica de la Universidad del Papaloapan (UNPA) campus Loma 
B on ita ,esun  espacio habilitado para realizar proyectosyprácticasdelas áreasdeC ontrol, 
Modelado y Mecánica, no cuenta con una plataforma especializada para realizar investiga­
ciones y prácticas académicas en el área de control de vibraciones en máquinas rotatorias.

Por lo tanto en el presente trabajo de tesis, se propone la manufactura de una chumacera 
con balero de bola acoplado a un servomecanismo con banda, montado sobre dos guías 
lineales e incoporada en una plataforma experimental rotor-chumacera tipo Jeffcott, para 
llevar a cabo pruebas con propositos de investigación y al mismo tiempo para fotalecer la 
formación académica del estudiante de ingeniería en Mecatrónica.

El trabajo contempla la aplicación de la técnica de modelado por elementos finitos (FEM) 
para el estudio de los fenomenos dinámicos que se presentan cuando la máquina cruza las 
velocidades críticas (resonancia), se usa este metodo, ya que las flechas son vigas rotatorias, 
de tal manera que se tra ta  de sistemas continuos, con infinitos modos de vibración y un 
número infinito de frecuencias naturales. También se usa una estrategia de control para 
disminuir las vibraciones causadas por el desbalance, basado en la modificación de la rigidez 
dinámica de la flecha.
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1.3. Justificación
Las máquinas rotatorias son equipos que están sometidas constantemente a vibraciones 

mecánicas. Estas pueden ser causadas por las imperfecciones en la manufactura, desalinea­
miento y siendo la más importante las causadas por el desbalance en el rotor. Al arrancar o 
parar un rotor desbalanceado por encima de su velocidad crítica, puede hacer que entre en 
resonancia, donde se presenta grandes amplitudes de vibración y como consecuencia presente 
daños estructurales en la máquina, desgaste en los baleros y pudiendo provocar fractura de 
la flecha.

Sin embargo, con el avance de la ciencia y tecnología ha sido posible implementar al­
goritmos de control en combinación con actuadores o sistemas de suspensión activa en las 
chumaceras de la máquina, que permitan atenuar la respuesta al desbalance. Los esquemas 
de control usados en los trabajos de la revisión del estado de arte son PID, LQR, Modos 
Deslizante (SMC), retroalimentación de estados, On-off y otros. Los sistemas de absorción 
de vibraciones aún se encuentran en proceso de investigaciones y han tenido gran éxito para 
modificar la respuesta al desbalance en el rotor, se realiza a través de dispositivos o mediante 
chumaceras especializadas (chumaceras magnéticas, presurizadas, Magnetoreológica, chuma­
cera móvil, chumaceras con actuadores, entre otros), cuyas dinámicas son dirígidas por los 
distintos esquemas de control que permiten cancelar o reducir las vibraciones en la máquina.

La mayor parte de la industria nacional está automatizada mediante el uso de máquinas 
controladas, robots, sistemas de automatización de procesos entre otros. El trabajo propuesto 
brindará al estudiante los conocimientos necesarios para enfrentar problemáticas similares en 
la industria, le permitirá comprender las dinámicas, los fenomenos de resonancia en máquina 
rotatorias, diseño, manufactura, programación y control de sistemas mecánicos.

El tema de tesis propuesto forma parte de los proyectos que realiza el grupo de trabajo de 
Mecatrónica Aplicada de la Universidad del Papaloapan, conformados por catedráticos de la 
carrera de Ingeniería en Mecatrónica. Los integrantes trabajan en proyectos de investigación 
enfocados al área de control de vibraciones de sistemas mecánicos, una de las líneas de trabajo 
es el estudio de absorción de vibraciones en máquinas rotatorias y desarrollo de plataformas 
experimentales.

La tesis complementa los trabajos en esta área de investigación, abarcando el estudio 
del control de vibraciones mediante la modificación de la rigidez dinámica de la flecha. Para 
ello se desarrolla una chumacera con soporte móvil acoplada a un plataforma experimental 
rotor-chumacera, el modelo dinámico mediante el método de elemento finito (FEM) y la 
aplicación de un esquema de control semia-ctivo para reducir la respuesta al desbalance.
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1.4. O bjetivos

1.4.1. Objetivo general
Reducir la respuesta al desbalance en un sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott mediante 

el control de la rigidez dinámica basado en una chumacera móvil.

1.4.2. O bjetivos específicos
■ Obtener un modelo matemático del sistema rotor-chumacera con soporte móvil me­

diante el método de elementos finitos (FEM).

■ Aplicar un barrido frecuencial al sistema y obtener la respuesta al desbalance, en el 
software de Matlab-Simulink.

■ Modificar la rigidez dinámica de la flecha mediante el control activo de una chumacera 
móvil.

■ Reducir la respuesta al desbalance usando una estrategia de control semi-activo. y 
obtener resultados numéricos

■ Diseñar una chumacera móvil y el servomecanismo de posicionamiento, mediante el 
software de SolidWorks.

■ Manufacturar partes mecánicas (poleas, bases de aluminio, y piezas del servomecanis­
mo) que conforman el sistema.

■ Integrar la chumacera móvil sobre una plataforma experimental rotor-chumacera tipo 
Jeffcott.

1.5. M etodologías y  T écnicas
El diseño integral y control del desbalance de un sistema rotor-chumacera está conformada 

de cinco etapas las cuales se detallan a continuación.

1. Revisión Bibliográfica:

Se tomaran referencias de diferentes fuentes bibliográficas, así como de algunos trabajos 
de tesis y artículos de investigaciones enfocados al problema de absorción de vibraciones 
en máquinas rotatorias

2. Definición del modelo matemático:

Se llevará a cabo el modelado del sistema, comenzando con una breve descripción del 
modelado por elemento finito, posteriormente se aplicará para un rotor tipo Jeffcott de 
5 elementos finitos, también será necesario desarrollar el modelo del servomecanismo



1.5. METODOLOGÍAS Y  TÉCNICAS 13

de una chumacera móvil, para finalmente integrar ambos y obtener una plataforma del 
sistema rotor-chumacera con soporte móvil.

3. Definición de componentes y metodología CAD:

Se seleccionará la fuente motriz del servomecanismo, con lo cual tendremos una idea 
del tipo de transmisión que será necesario utilizar. Posteriormente se realiza el modelo 
3D mediante el software SolidWorks, para plasmar una idea clara de cada compo­
nente mecánico. Teniendo claro las partes mecánicas se establecen los materiales de 
fabricación para el desarrollo de la plataforma.

4. Manufactura de componentes:

Se hará uso de las máquinas herramientas del taller de mecatrónica, una fresadora CNC, 
un torno convencional y un torno CNC, para la fabricación de los elementos mecánicos. 
Se integra el ensamble de una chumacera móvil a una plataforma experimental de rotor 
chumacera.

5. Simulación y obtención de resultados numéricos:

Por último, se lleva a cabo la simulación del sistema considerando los parámetros 
que puedan llegar a influir significativamente en el comportamiento del sistema, como 
lo son el peso del disco inercial, el peso de los soportes y su rigidez, la longitud de 
cada sección de la flecha y las propiedades mecánicas del material (densidad y modulo 
de elasticidad). Finalmente se implementa un esquema de control de posición de la 
chumacera para modificar la rigidez y también se implementa un control activo para 
regular la velocidad angular del rotor.
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Capítulo 2 

M odelado m atem ático del sistem a

El estudio de los fenómenos presentes en sistemas rotodinámicos es un campo de inves­
tigación muy activo. En este tipo sistema los fenómenos han sido estudiados, sin embargo, 
aún existen muchos aspectos que requieren mejoras a fin de construir modelos complejos, que 
representen con mayor precisión el comportamiento real de las máquinas. Las limitaciones 
en rotodinámica clásica se deben, principalmente a la introducción de dinámicas no lineales, 
la consideración de no isotropía en los elementos rotatorios y no rotatorios, así como a las 
condiciones de trabajo no estacionarias.

La necesidad de avances en el campo de la rotodinámica, en donde se requieren máquinas 
cada vez más ligeras con mayores velocidades de operación y más eficientes, precisan de un 
análisis más complejos y que incluya aspectos que la rotodinámica clásica no contempla. Para 
esto, se proponen modelos que sean capaces de predecir de manera precisa el comportamiento 
de los rotores y realizar experimentos antes de que la máquina sea manufacturada.

En el estudio de la rotodinámica, el método de modelado por elemento finito (FEM) ha 
adquirido importancia, debido a que existen aspectos que aún necesitan trabajos teóricos 
para obtener modelos matemáticos realistas que describan el comportamiento dinámico real 
de la máquina. Los métodos (FEM) se usan para proporcionar aproximaciones discretas de 
un sistema continuo. Esta técnica es una aplicación del método de Rayleigh-Ritz con sistemas 
continuos fraccionados en un número finito de elementos discretos (ver, Rao [26], Kelly [27] 
yG enta [28]).

El avance en la tecnología de las computadoras digitales ha sido una de las razones 
principales para el desarrollo de nuevos métodos de análisis, particularmente del método 
de elemento finito [30]. Los avances en materia de computación, en la actualidad permiten 
construir modelos con miles de grados de libertad o nodos y usarlos para obtener la respuesta 
del sistema, tanto en el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo. Con estos 
modelos es posible realizar prácticas experimentales virtuales con máquinas que no se han 
construido. Esto es importante porque pueden introducirse cambios en el diseño de una 
máquina antes de ser manufacturado. Sin embargo, el resultado final dependerá del uso y la 
aplicación que se le dé a dicha herramienta.

En la siguiente sección se describe el método de elemento finito para modelar un segmento 
de viga con propiedades mecánicas uniformes.

15
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Modelar matemáticamente un segmento de viga por este tipo de método tiene consigo 
una ventaja, debido a que los rotores están formados por segmentos de viga o flecha. Para el 
caso que se requiera modelar un rotor con una flecha que incluya varios discos inerciales o en 
la que se tengan cambios de sección transversal, el modelado por Newton o Euler-Lagrange 
se ven limitados. En cambio usando las técnica de modelado por elemento finito se facilita su 
análisis y se puede modelar no solo los rotores de varios discos, sino también realizar modelos 
que incluyan las dinámicas de las chumaceras, efectos giroscópicos, dinámicas de flexiónenla 
flecha, cambios en la sección transversal, secciones de distinto material, torsión, entre otras 
propiedades dinámicas.

2.1. M odelo  por elem ento  fin ito tip o  v iga de Euler
El enfoque de elemento finito inicialmente para el análisis en vigas fue aplicado por 

primera vez a rotores por Ruhl y Booker (1972) con subsecuentes contribuciones de Nelson 
yMcVaugh (1976)yNelson (1980) Genta [28]. La Figura (2.1) ilustra un segmento de viga 
uniforme con propiedades inerciales y de rigidez distribuidas.

Figura 2.1: Segmento de viga uniforme Genta [28].

La ecuación diferencial parcial que rige el movimiento es:

+  =  ¡  (2-1)
donde m = pA, es la masa por unidad de longitud de la viga, relacionada con los parámetros 
de densidad del material p y la sección transversal de la flecha A =  , l es la longitud 
de cada elemento finito de la viga, E  es una propiedad mecánica del material (módulo de 
elasticidad o módulo de Young), I  = es la inercia de área de la flecha, 0 es el diámetro 
de la flecha, s es la variable de longitud de la viga y f  (s, t) es la fuerza distribuida no 
conservativa en el elemento viga.
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Se propone una solución por separación de variables a partir de la ecuación:

4

r  (M ) 4 ¿ (s) u¿ (í) (2.2)
¿=1

donde í¿(s) son referencias como las funciones de forma y se requieren para satisfacer la 
versión homogénea estática de la formula diferencial. Las funciones de tiempo u¿(t) son 
identificadas como:

U1 R yi j u2 yi j u3 R y2 j u4 fíy2 , 
donde R yi y R y2 son los desplazamientos verticales en los extremos de la viga y , fíy2 ,son 
los movimientos angulares en los extremos de la viga o flecha.

De las ecuaciones, la función de forma í¿(s) tiene las siguientes condiciones de frontera 
para el elemento viga:

=  0
4 .1 (0) = 1 
d*i (0) =

ds
4 i ( i ) = 0  
d*i(l) = 0

ds

42(0) =  0 43(0) =  0 44(0) =  0
d*2(0) = 1  d*3(0) = 0  d*4(0) = 0

ds ds ds
í ' i (l) = °  4 3(l) = 1 Í ' S ) = 0

(2.3)
d*2(l) = 0

ds
d*3(l) = 0

ds
d*4(l) = 1  

ds
donde las derivadas respecto a s corresponden a los grados de deflexión angular. La solución 
de la ec.(2.2) es propuesta como un polinomio de tercer orden, dado por:

r  =  C4 +  C3S + 02S
+

c1s
2 ' 3 7 (2.4)

La solución propuesta ec.(2.4), satisface la ecuación homogénea estática, mostrada por 
la ecuación diferencial

d4r
ds4

=  0,

Por lo tanto las funciones de forma de la ec.(2.2) y basado en las condiciones de frontera 
mostrada en la ec.(2.3) quedan definidas como:

4 1(s) =  
4 2(s) =  
4 3( s ) =  
4 4(s) =

i2
2s3 
i3 _ s_ 
l2

133si
J 2 (2.5)
3

Nota: Lassolucionesdelafunción deforma í¿(s) se obtienen basado en las condiciones 
frontera. Presentamos el caso para í¿(s),

S

1 =  C4 +  C3(0) +  C2 (20) +  ^  í 1(0) =  1
i =  1. 0 =  C3 +  C2(0) +  C1(0)2 d*TM = 0

0 =  C4 +  C3I +  c22—+ C"3_ 41(1) =  0
0 =  C3 +  C2l +  C1I2 ^  = 0
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simplificando:
1  = c4
0 =  c3

0 = 1  +  ^
0 =  Cyl + c1 l2

las constantes del polinomio r(s, t) son: c4 =  1, c3 =  0, c2 =  — j2 , y  c1 =  J¡.
La solución aproximada de la ecuación r(s, t) se establece por la siguiente expresión:

, , /  3s2 2s3 \  /  2s2 s3 \  /  3s2 2s3 \  /  s2 s3 \
r ( s ' t)=  ( 1—1F + - J T )  U1+  T + F )  U2+  ( —~ P )  “3H —~  +  P J  U  (2'6)

Esta solución tiene cuatro coordenadas generalizadas ui (t) y se propone derivar las ecua­
ciones de movimiento de Lagrange para estas variables. Primero, se define la energía cinética 
como

T = 1 /  m ( ^ T 2)  ds (2,7)
Resolviendo, la energía cinética T ec.(2.7) es calculada mediante la derivada parcial de 

r(s, t) respecto del tiempo y elevando al cuadrado.

1 f l L 3s2 2s3, .  . 2s2 s3N. /3s2 2s3N. , s2 s \ . n2 
(1 JT H JF )u 1 +  (s r + )u2+ (~~j2-----JT )u3+ (—7  +  /2 )u4T  =  -  m

2 Jo 
1 f l 6 0 4 , 9 , 12 R . 4 o 4 , 6 A 4 R 1

ds

T  = 2  /0 m[(1 — j2 s +  j3 s +  j4 s — 75s +  j6 s )U  +  (s — 7 s +  j2 s — j3 s +  j4 s )U2 +
, 9 4 12 5 4 6. ,2 .1 4 2 5 1 6. .2 . 4 2 4 3 16 4 14 5

+  ( j4 s — 75s +  j6 s )u3 +  ( j2 s — j3 s +  j4 s )u4 +  (2s— J s — j2s +  s — ~jls +
4 6, .  . ¡ 6 2 4 3 18 4 24 5 8 6, . . , 2 2 2 3 6 4 10 5

+ —s )u i 'u2 +  (j 2 s — j3s — -4 s +  -J5s — j6s )u1' 3 +  (—y s +  j2s +  j3 s — -jTs H 

+  j5 s&)U iU 4 +  ( J2s3—16 s4+ :j4  s5 — j5s 6)?U 2̂ U 3 +  (—2 s3+ j2s4—j |s  5+ j | s 6)?U 2̂ U 4 H-----

+  (— j3 s 4+i4f s5 — j5s6)U3U4]ds (2.8)

Ahora resolviendo la integral respecto de la variable s, con límites de 0 a j, en la ec.(2.8) 
ysimplificando se tiene,

T 1 „ 4T13 JU 2 1 1 j3U 2 + 13 j • 2 , 1 j3 • 2 1 11 j2U u I 9 Ju U 13 j2„-, u 1 T — —P^-l---Ju-i I------ j u9 +---- ju—3+------ j '•rH------ j /—1/—2H---- jU— 1U—3------- j /—i'—4+  • • • 
^  35 1 105 2 35 3 105 4 105 1 35 1 3 210 1 

+  210 j2^2uu3 — 70 j3^2^4 —105 j2̂ 3uu4]------------------------------------------------------ (2.9)

La función de energía T(t) de la ec.(2.9) es reescrita en forma matricial
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T  =  -  [ ú 1 ú 2 ú3 ñ4 ]

13 Alp 11Al2p 9Alp 13Al2p
35 210 70 420

11Al2p Al3p 13Al2p Al3p
210 105 420 140
9 Alp 13Al2p 13Alp 11Al2p
70 420 35 210

13Al2p Al3p 11Al2p Al3p
420 140 210 105

ú 1
ú 2
ú 3
ú 4

(2.10)

La energía T ec.(2.10), es llevada a la forma cuadrática y de aquí se identifica la matriz 
de masa del elemento finito,

1
T =  - ú T(t) M  ú (t)

2
ú i t=  [ úi(t) ú2 (t) Ú3 (t) ú4(t) ]

donde M  es la matriz elemental de masa del elemento finito, y es escrita:

M =
pAl
4-0

156 22l 54 -  13l
22l 4l2 13l 3l2
54 13l 156 22l

— 13l 3l2 22l 4l2
(2.11)

Similarmente, sustituyendo la ec.(2.6) en la función de energía potencial V dada por la 
ec.(2.12):

V = E I r 2 (s, t)ds 
J 0

(2.12)

Resolviendo la ec.(2.12) de la función de energía potencial V , es reescrita a la forma 
cuadrática de la ec.(2.13)

1
V =  - ú (t) K  ú(t)

2
(2.13)

Siguiendo un procedimiento similar a la obtención de la matriz de masa, se resuelve para 
obtenerla m atrizderigidez K  del elemento finito

k  =  E I  
K i3

12 6l 211 l6

6l 4l2 l61 2l2

211 l61 12 l61

l6 2l2 l61 4l2
(2.14)

Las matrices M  y K  ec.(2.11) y ec.(2.14), representan la masa y rigidez distribuida de un 
elemento finito, como el que se muestra en la Fig.(2.1), este segmento de viga es una porción 
elemental de una viga continua que posee 2 grados de libertad por cada nodo, describen el 
movimiento radial y angular del elemento.
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2.2. S istem a R otor-chum acera
En la Figura (2.2) se muestra el sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott. Se tra ta  de un 

rotor con un disco plano y rígido montado en la mitad de una flecha flexible de acero, en los 
extremos de la flecha es soportada por una base con alojamiento de baleros de bola y en el 
extremo izquierdo un motor de CD está conectado a la flecha mediante un coplee flexible. 
El actuador provee distintos perfiles de velocidad, haciendo pasar al rotor por encima de la 
primera frecuencia resonante durante el arranque o paro de operación.

Figura 2.2: Sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott.

2.2.1. M odelo M atem ático
El modelo matemático del sistema se obtiene mediante el método de elementos finito 

(FEM). Este metodo ofrece una mayor aproximación, que el modelado por Euler o el mo­
delado por Newton, al comportamiento dinámico de un sistema, dado que se consideran las 
propiedades mecánicas de los soportes, el tipo de material y propiedades geométricas del 
sistema. El modelo FEM que se construye considera cuatro elementos finitos de longitudes 
¿1, ¿2, ¿3 y l4.P a ra la  configuración Jeffcott se asume que l2 = l3, debido a que el disco inercial 
se encuentra en la mitad entre los soportes. La longitud de la flecha l1 es la distancia desde el 
acoplamiento hasta el soporte izquierdo y la extensión de flecha l4 es medida desde el soporte 
derecho hasta el extremo en voladizo.

En el modelo discreto se tienen cinco nodos; uno en cada soporte; uno en el acoplamiento 
de la fuente motriz con la flecha, uno más ubicado en el disco y el último en el extremo libre 
de la flecha. Cada nodo tiene cuatro grados de libertad; dos movimientos radiales (x, y ) y 
dos movimientos angulares (^x, ) por lo que el modelo completo consta de 20 grados de 
libertad, diez grados de libertad por cada plano de movimiento Figura (2.3) y se asume que 
no existe acoplamiento elástico entre los planos de movimiento. Para el modelo propuesto se 
considera que el disco inercial solamente tiene movimiento en el plano x — y, por lo que no 
se consideran efectos giroscópicos. Los soportes juegan un papel importante en la respuesta 
del sistema. Se considera que ambos soportes tienen propiedades mecánicas, son sumamente 
rígidos y su elasticidad en el modelo es aproximada por las constantes k¿q y k¿q (q = x, y) 
en la coordenada radial del soporte izquierdo y derecho respectivamente.
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m r

Figura 2.3: Modelo discreto del sistema rotor-chumacera tipo Jeffcott (plano y).

El cople flexible, que une la flecha flexible y la flecha del motor, genera restricciones en 
los movimiento radiales del nodo 1, el movimiento tiene propiedades elásticas por el tipo de 
unión y es representado por la constantes mecánicas k1q (q =  x, y).

Se considera que los tramos de flecha son de un material de densidad uniforme p, sección 
transversal constante A, inercia I  constante y posee propiedades mecánicas E  idénticas en 
cada tramo. La masa del acoplamiento entre el motor y la flecha m cp, del soporte izquierdo 
mi, del disco inercial m r y e l soporte derecho m¿, son agregadas en su nodo correspondiente 
como masas puntuales en la viga.

Figura 2.4: Representación del diagrama de nodos y elementos finitos (plano q =  y).

Los elementos finitos del rotor se proponen seccionando la viga donde existen uniones
o articulaciones, cargas aplicadas, cambios de sección transversal en la flecha y en donde 
exista secciones de materiales distintos o en su caso si se desea mayor aproximación del 
modelo se realiza un número finito de particiones de la viga. Para obtener el modelo del 
sistema rotor-chumacera, primero se obtiene el modelo discreto de la flecha o viga. Este se 
construye considerando cinco nodos (n1, n2, n3, n4, n5) ycuatroelem entos finitos, cada nodo 
esta descrito por cuatro grados de libertad, dos que representan movimientos radiales q y 
dos mas que representan movimientos angulares ¡3 (q =  x, y) Figura (2.4).
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Para construir las matrices elementales de masa M  y rigidez K  de cada elemento finto, 
se construyen matrices cuadradas de n x  n, con n =  10 número de grados de libertad del 
rotor para un solo plano de movimiento (horizontal o vertical), cuyos grados de libertad se 
representan por las variables (9^  ^ g1, 92, fí,2, 93, ,3, 94, fí,4, 95, fí,5,donde 9 =  x , y). Cada 
elemento finito tiene propiedades acopladas con los elementos restantes de la viga, esto quiere 
decir que los grados de libertad en los extremos de un elemento se acopla con los grados de 
los elementos contiguos.

A continuación se presenta la distribución de los grados de libertad de la viga sobre un 
arreglo matricial, se indica las variables asociadas en cada nodo y se representa por la matriz 
(2.15).

91 .3,1 92 ,5,2 93 3,3 94 3,4 95 ,3,5

• • • • • • • • • •  91

.................................................................................................................fí,1

• • • • • • • • • •  92

.................................................................................................................fí,2

• • • • • • • • • •  93
(2.15)

• • • • • • • • • •  fí,3

• • • • • • • • • •  94

• • • • • • • • • •  fí,4

• • • • • • • • • • 9 5

.................................................................................................................J fí,5

2.2.2. Obtención de la matriz de Mq y  K q de cada elem ento finito

El primer elemento finito (EF1 , nodo 1 — 2), es descrito por las variables (9^  fí,1, 92, 
fí,2), que corresponden al nodo 1 y 2. La matriz de masa M, 1 y rigidez K, 1 (9 =  x ,y) son 
escritasdela  forma:
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M qi —
pA
420

/
zoiO1 2/22 /45 —13/21 0 0 0 0 0 0

2/22 4/31 13/21 —3/31 0 0 0 0 0 0
54/1 13 / 21 156/i —22/21 0 0 0 0 0 0

— 13/1 — 3 / 31 — 22 / 21 4/31 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.16)

K — ELKq1 — ,3

12 6/1 211 6/1 0 0 0 0 0 0
6/1 4/21 —6/1 2/21 0 0 0 0 0 0

21— —6/1 12 —6/1 0 0 0 0 0 0
6/1 2/21 —6/1 4/21 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.17)

El segundo elemento finito (EF2, nodo 2 — 3), es descrito por las variables (q2, @q2, q3, 
^ q3), que corresponden al nodo 2 y 3. La matriz de masa Mq2 y rigidez K q2 son escritas 
como:

Mq2 —
pA
420

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 156/2 2/22 54/2 — CO

 
to 

to 0 0 0 0
0 0 2/22 4/32 13/22 — CO £»>•«( to 

co 0 0 0 0
0 0

2
2/45 22/31 156/2 22/22

—
— 0 0 0 0

0 0 — CO
 

to 
to — CO £»>•«( to 
co — 22 / 22 4/32 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.18)
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K E I  K q2 =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 12 6¡2 — 12 6¡2 0 0 0 0
0 0 6¡2 4¡2 —6¡2 2¡2 0 0 0 0
0 0 — 12 —6¡2 12 —6¡2 0 0 0 0
0 0 6¡2 2¡2 —6¡2 4¡22 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.19)

El tercer elemento finito (EF3,nodo 3 — 4), es descrito por las variables (q3, fíq3, q4, fíq4), 
que corresponden al nodo 3 y 4 .L am atrizd em asa  Mq3 y rigidez K q3 son expresadas como:

Mq3 —
pA
420

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 156¡3 —22¡3 54¡3 —13¡3 0 0
0 0 0 0 22¡3 4¡3 13¡2 —3¡3 0 0
0 0 0 0 54¡3 13¡3 156¡3 — 2 2 12 0 0
0 0 0 0 —13¡3 —3¡333 — 22¡2 4¡3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.20)

K E I
K q3 — -¡3l3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 12 6¡3 — 12 6¡3 0 0
0 0 0 0 6¡3 4¡3 —6¡3 2¡3 0 0
0 0 0 0 —12 —6¡3 12 — 6¡3 0 0
0 0 0 0 6¡3 2¡3 — 6¡3 4¡3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2.21)

El cuarto elemento finito (EF4,nodo 4 — 5), es descrito por las variables (q4, fíq4, q5, fíq5), 
que corresponden al nodo 4 y 5. La matriz de masa Mq4 y rigidez Kq4 se establecen de la 
forma:
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Mq4 =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

pA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
420 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 156/4 -22/4 54/4 -1 3 /
0 0 0 0 0 0 22/4 4/4 13/4 - CO 43

0 0 0 0 0 0

4
4/45 1 CO

tO 156/4 - 22/
0 0 0 0 0 0 1 CO

to - CO
 

 ̂
co -22/4 4/4

(2.22)

K E I  K q4 =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 12 6/4 -1 2 6/4
0 0 0 0 0 0 6/4 4/4 -6/4 2/4
0 0 0 0 0 0 -1 2 -6/4 12 -6/4
0 0 0 0 0 0 6/4 2/4 -6/4 4/4

(2.23)

2.2.3. M atriz total de masa y rigidez de la viga
La matriz total de masa Mq y rigidez Kq de la viga, para un plano de movimiento, se 

obtiene a partir de la sumatoria de las matrices de cada elemento finito.
Para un plano de movimiento, es obtenida por

i=4
Mq = ^ ,  Mqi 

i=1
La sumatoria de matrices da como resultado:

(2.24)

Mq
pA
420

mi,i m i ,2 m i 3 m i ,4 0 0 0 0 0 0
m 2,i m 2,2 m2,3 m 2,4 0 0 0 0 0 0
m3,i m.3,2 m3,3 m 3 4 m.3,5 m 3 6 0 0 0 0
m 4,1 m 4,2 m 4,3 m 4 4 m4,5 m 4 6 0 0 0 0

0 0 m h, 3 m¡5,4 m5,5 m 5 6 m 5 7 m5,8 0 0
0 0 m 6,3 m 6 4 m6,5 m 6 6 m 6 7 m6,8 0 0
0 0 0 0 m7,5 m 7 6 m 7 7 mr, 8 m7,9 m7 , io
0 0 0 0 m 8,5 m 8,6 m 87 m88 m8,9 m8 , i0
0 0 0 0 0 0 m 9,7 m 9,8 m9,9 m 9 io
0 0 0 0 0 0 mio,7 m io 8 m i0, 9 m io, io

(2.25)
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donde los elementos de la matriz Mq son:

m-i , 3 = 5 4 /i
«2  ,3 =  
m3 3= 
m.4 , 3 =  
m.5 , 5 =  
me , 5=  
m7 7= 
m 8 ,7=  
mg , 9=

m 1 , 1= 1 5 6 /1 
m 2 , i = 22/1 
m.3 , i= 5 4 /i 
m 4 , i=  — 13/i 
m5 , 3=54/2 
me , 3=  —13/2 
m.7 , 5= 54/3
m 8 , 5=  —13/3
m 9 7=  54/4

m i , 2= 22/i 
m 2 , 2=4/5 
m.3, 2=13/i 
m4, 2=  —3/i
m54=13/2 
me 4=  —3/32 
m7, e=13/3 
m8 , 6=  —3/3 
mg,8=13/4

13/i 
156(/i+/2) 
22(/2—/i) 
156(/2+/3) 
22(/2—/2) 
156(/3+/4)
22(/2—/3)
156/4

mio,7= —13/4 mio,8=  —3/3 mio,g= —22/

mi 4= 
m 2 4=  
m3 4= 
m4 4=
m5,e= 
me e=  
m7 8= 
m8 8=  
m9 io 
m io io

— 13/1 
—3 3i 
22( / 2—/1) 
4(/1+ /2) 
22( / 2—/2) 
4(/2+ /3) 
22( í 2—i 3)
4(/3+ /4)

=  — 22 24
=  4/ 3

m3 , 5= 54/2 m3 e= — 13 / 2
m.4 , 5= 13/2 m4 e= —3 32
m.5 , 7= 54/3 m.5 , 8 = — 13 23
me 7= 13/3 me 8= —3 33
m7 9= 54/4 m7 io= — 13 / ;
m8 9= 13/4 m8 io= —3 34

2
4

La matriz total de rigidez i q para un plano de movimiento, es obtenido por

i=4
^q =  i qi

i=1
(2.26)

La unión de las propiedades elásticas entre los elementos, a través de las matrices da 
como resultado:

ibq =

i i ^i , 2 1̂ , 3 &1 , 4 0 0 0 0 0 0
2 i 22

-Sé 32
-Sé 42
-Sé 0 0 0 0 0 0

3 i 23
-Sé 33
-Sé 43
-Sé ^3 , 5 3
-Sé 0 0 0 0

4 i ^4 , 2 34
-Sé 44
-Sé ^4 , 5 4
-Sé 0 0 0 0

0 0 ^5 , 3 ^5 , 4 ^5 , 5 ^5 , 6 ^5 , 7 8
-Sé 0 0

0 0 ^6 , 3 ^6 ,4 SO
-Sé ^6 , 6 76
-Sé 86
-Sé 0 0

0 0 0 0 ^7 , 5 ^7 , 6 ^7 , 7 ^7 ,8 ^7 , 9 ^7 , 10
0 0 0 0 00 5 00 6 00 7 ^8 , 8 ^8 , 9 ^8 , 10
0 0 0 0 0 0 ^9 , 7 ^9 ,8 ^9 , 9 ^9 , 10
0 0 0 0 0 0 1̂0, 7 1̂0, 8 1̂0 , 9 1̂0, 10

(2.27)

donde los elementos de la matriz i q son:
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h _12 
,1_ f  

h2,1 — i2 
h — -12

h _.6.h4,1 — ¡2

h5,3_ - f

h6,3_ |
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7.8 i|¡I
4(¡3+¡4)
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2
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Las matrices totales de masa y rigidez, ec.(2.25) y ec.(2.27), representan la masa y rigidez 
distribuida de la flecha. Ahora, estas matrices consideran las propiedades mecánicas que 
ex istenencadanodo.

En la Figura (2.3) se muestra el sistema discreto del rotor-chumacera, el nodo 1 tiene 
propiedades elásticas asociadas al cople flexible k1q y una masa significativa mcp,e n e ln o d o
2 se encuentra el soporte izquierdo el cual es rígido con propiedad h¿q y posee masa m¿, 
el disco se considera como masa puntual m r ubicado en el nodo 3 mientras que el soporte 
derecho es rígido representado por h¿q con una masa puntual m¿ localizada en el nodo 4. 
Realizando la modificación de la matriz de masa ec. (2.25), la nueva matriz es reescrita por 
Mq que contiene las masas puntuales del soporte izquierdo, del disco y del soporte derecho, 
mostrado en la ec.(2.28).

El modelo de elemento finito del sistema rotor-chumacera, propuesto en este trabajo, 
solo describe los movimientos radiales en dos planos de movimiento (x, y) y no se incluye 
los efectos giroscópicos del disco.

6

4,2

6,4

10,8 10,10

Mq — A

A —

i mCÜ 
m 1 ,1 ^ ^ m 1,2 m 1,3 m 1,4 0 0 0 0 0 0
m 2,1 m 2,2 m 2,3 m 2,4 0 0 0 0 0 0
m 3,1 m 3,2 m 3 ,3 + f m 3,4 m 3,5 m 3,6 0 0 0 0
m 4,1 m 4,2 m 4,3 m 4,4 m 4,5 m 4,6 0 0 0 0
0 0 m 5,3 m 5,4 rm _L ̂ rm5,5+—X” m 5,6 m 5,7 m 5,8 0 0
0 0 m 6,3 m 6,4 m 6,5 m 6,6 m 6,7 m 6,8 0 0
0 0 0 0 m 7,5 m 7,6 n̂ —1— mdm7,7+ X” m 7,8 m 7,9 m 7,10
0 0 0 0 m 8,5 m 8,6 m 8,7 m 8,8 m 8,9 m 8,10
0 0 0 0 0 0 m 9,7 m 9,8 m 9,9 m 9,10
0 0 0 0 0 0 m 10,7 m 10,8 m 10,9 m 10,10

pA
420

(2.28)
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De la misma forma se realiza la modificación de la matriz de rigidez obtenida anterior­
mente, la matriz es reescrita por Kq contiene la rigidez del cople, la del soporte izquierdo y 
la del soporte derecho, mostrado en la ec.(2.29).

Kq =

+  ̂ 1q 
, 1+ 1 " 1 2 " 1 3 " 1 4 0 0 0 0 0 0
"2 ,1 "2 2 " 2 3 "2 4 0 0 0 0 0 0
"3 ,1 "3 2 "3,3 + | "3 4 "3 5 "3 6 0 0 0 0
"4 ,1 "4 2 "4 3 "4 4 "4 5 "4 6 0 0 0 0
0 0 "5 , 3 "5 4 "5 5 "5 6 "5 7 "5 8 0 0
0 0 "6 , 3 "6 4 "6 5 "6 6 "6 7 "6 8 0 0
0 0 0 0 "7 5 "7 6 " + kdq "7 , 7+ | J "7 8 "7 9 "7 10
0 0 0 0 "8 , 5 "8 6 "8 7 "8 8 "8 9 "8 10
0 0 0 0 0 0 "9, 7 "9 8 "9 9 "9 10
0 0 0 0 0 0 "10, 7 " 10 8 " 10 9 " 10 10

(2.29)

La matriz general de amortiguamiento, es calculada por la relación lineal entre la matriz 
de masa y rigidez, (ver, Kelly [27] y Genta [28]) expresada por:

Cq =  a qMq +  ^qKq, q = (x ,  y)

donde a q, ¡3 son las constantes de proporcionalidad entre las matrices.

(2.30)

Nota: Los elementos de las matrices j y j (i =  j  =  1, 2, ... ,10), son dados en el 
apartado (2.2.3).

2.2.4. Fuerza de desbalance y dinámica de rotación
La siguiente sección muestra el análisis del movimiento del disco en la configuración del 

rotor simplificado tipo Jeffcott, cuyo objeto es identificar la fuerza endógena de vibración 
f q (í) provocada por el desbalance en el disco de masa m r e inercia Jr , así como obtener la 
dinámica de rotación de la flecha 0(í).

En el rotor, se considera que el disco está montado al centro de la flecha (2 )ysoportado  
en cada uno de sus extremos, por un apoyo rígido con alojamiento de chumaceras como se 
observa en la Figura (2.5). El desbalance en el sistema se debe principalmente a que el centro 
de masa del disco Cm no se encuentra ubicado en el centro geométrico del disco Cg, donde 
la distancia que existe entre los puntos Cm y Cg se representa por la excentricidad e. Esta 
diferencia conocida como desbalance, ocasiona vibraciones en el sistema, debidas a la fuerza 
centrífuga causada por la masa del disco que gira a velocidad angular u  =  0 (í).

Para el análisis del movimiento se considera que el disco es montado en una flecha cuya 
rigidez efectiva es representada por los resortes en el plano horizontal "x y vertical ky.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio de la ec.(2.31) de Euler-Lagrange , 
basada en las energías cinética y potencial del sistema (Wells [32]).
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Figura 2.5: Diagrama simplificado del rotor Jeffcott.

d ( d L \  dL  SD ^  . .
d í ( a p )  — ap  + ap =  Q (2'31)

p =  [ ¿3<í) y3<<) °(í) ]T

donde L es la funcion de Lagrange, basada en las energías cinética Ec* y potencial Em­
presentes en el sistema ec.(2.32), y la función de disipación de Rayleigh D basada en la 
energía de disipación ec.(2.33).

j=m
'PjL ^  ] Ec* ^  ] Epj (2.32) 

*=1 j=1 

D =  ^  Ed (2.33)JD
*=1

donde (¿3, y3) son los desplazamientos radiales del disco, p es el vector de coordenada gene­
ralizada del sistema y Q es la fuerza exógena al sistema.

Asumimos que la velocidad angular del rotor u  es una función del tiempo u  =  ,p o r  lo 
tanto se considera (¿3, y3, 0) como las coordenadas generalizadas.

Ec1 =  -  Jr02

T-r — 2 2 -2 -2
Ec2 =  ^ mrf  , f  =  ¿m +  y™

Ep1 =  ^ "x¿3, Ep2 =  ^ "y y3

La posición del centro de masa (cm) (ver Fig. 2.5), está definida por las siguientes coor­
denadas:

¿™ =  ¿3 +  e cos 0, y™ =  y3 +  e sin 0
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f  2 =  ±2 +  y | +  e202 +  2e¿/30 cos 0 — 2e¿30 sin 0, 

La función de Lagrange L del sistema, basada en las energías es:

1 J rÓ2 +  2m r (¿2 +  y  ̂+  e202 +  2e0(¿3 cos 0 — y3 sin 0)) — 1 "x¿3 — 2 /

La función de disipación de Rayleigh D que describe las energías de disipación son:

D =  2 c0 2 +  1 cx¿2 +  1 S  y3

donde la fricción viscosa presente en las chumaceras del rotor es denotada por c y lafricción 
radial en el disco son cx y cy en su respectivo plano.

Con la función Lagrangiana L resuelta ec.(2.34), obtenemos las ecuaciones dinámicas que 
corresponden a sus coordenadas generalizadas.

Lasecuacionesque describen elm ovim ientoradialen eleje  ¿ son:

d f d L \  dL  <9D n ,o o c ,
á í \ S ¡ )  — a ~  +  W a = 0 (2'35)

d (  d L \
— I —— ) =  mr ¿3 — emr 0 cos 0 — emr 0sin 0 
dí \ a ¿3 )

d L  <9D
7̂--- =  — kx¿3, TTT- =  cx¿3^¿3 ^¿3

Resolviendo la ecuación de Euler-Lagrange ec.(2.35), y sustituyendo las derivadas par­
ciales, se obtiene el modelo dinámico para ¿(í).

mr¿3 +  cx¿3 +  "x¿3 =  mre ^02 cos 0 +  0 sin 0^ (2.36)

f x(í) =  mre ^02 cos 0 +  0sin 0^ (2.37)

Una vez resuelto para el movimiento horizontal del disco ¿3(í), los términos de la derecha 
en la ec.(2.36) es la fuerza endógena que perturba al sistema f x(í). La aparición de esta fuerza 
se debe al desbalance en el disco y está intrínsecamente relacionado con la aceleración 0(í) 
y velocidad angular del rotor 0(í).L am agnitud  delafuerzadepertu rbación  seincrementa 
con el desbalance y la velocidad angular, tal como se muestra en la ec.(2.37).

Las ecuaciones que describen la dinámica en el eje y son obtenidas siguiendo la ecuación 
de Euler-Lagrange ec.(2.31):



2.2. SISTEM A ROTOR-CHUMACERA 31

\KID—1 3 + ü _ 0  (2-38)
d (  d L \
— I —— ) =  mr»3 — emr(9 sin 9 +  emr9 cos 9 
di V̂ 2/3 y

dC , d r  
^  =  " fc* = c*»

El movimiento vertical del disco »3(í), se obtiene resolviendo la ecuación de Euler ec.(2.38), 
cuyo modelo es expresado por la ec.(2.39).

mr»3 +  cy»3 +  »3 =  mre ^92 sin 9 — 9 cos 9^ (2.39)

/ y (í) =  mre ^92 sin 9 — 9 cos 9^ (2.40)

La dinámica radial en »3(í) lostérm inosdela fuerzaendógena, / y (í), perturban al sistema 
en el movimiento vertical. Del mismo modo esta fuerza se debe al desbalance en el disco y 
su magnitud se incrementa con el desbalance y la velocidad angular ec.(2.40).

Por último, el modelo que describe el movimiento angular 9(í) del disco, inducido por un 
torque de control r(í) , se obtiene resolviendo la ec.(2.41).

d / d C \ dC d r
( ¥ j  -  9 9  +  -  =  r (/) (2'41)d í \ d 9 j  d9 d9 

dd dC 2— I —- I = (  J r +  e2mr)9 — emr»39 sin 9 +  emr»3 cos 9 — emr±39 cos 9 — emr¿3 sin 9 
dí V d9 J

dC ■ ■ d r  •
—-  =  — emr»39 sin 9 — emr±39 cos 9, —-  =  c9 
d9 ry3 r 3 ’ d9

El modelo dinámico que expresa el movimiento rotacional, es dado por la ec.(2.42).

(J r +  e2mr)9 +  c9 =  r ( í ) +  emr ( /  sin 9 — »3 cos 9) (2.42)
r w (í) =  emr ( /  sin 9 — »3 cos 9) (2.43)

Debido a la fuerza endógena que se encuentra sometido el disco, existe un efecto sobre el 
grado de libertad 9(í) induce un par de perturbación r w (í).
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2.3. M odelo  del rotor con chum acera m óvil

El sistema rotor Jeffcott descrito en la sección (2.2), considera un disco montado en el 
centro de la flecha y soportado por dos apoyos rígidos e idénticos (ver Vance [3]). Basándose 
en esta configuración, se obtiene un modelo del sistema rotor-chumacera con soporte móvil. 
Este consiste en quitar uno de los apoyos rígidos y reemplazarlo por un apoyo móvil, el cual 
estacom puestodeunachum acerade bolaque descansasobre dos guías lineales Figura(2.6).

De esta manera el rotor descansa en un extremo sobre un apoyo rígido y sobre otro, so­
porte deslizable, de movimiento controlado. La chumacera se desliza para cambiar la distancia 
entre los soportes y así modificar la rigidez de la flecha. La variación de la distancia causa 
cambios en la rigidez global del sistema, del mismo modo los efectos de amortiguamiento se 
ven modificados y como una consecuencia se modifican las frecuencias naturales.

Figura 2.6: Sistema rotor-chumacera con soporte móvil.

En la Figura (2.7) se muestra un diagrama representativo del soporte deslizable, se con­
sidera que tiene masa total de la estructura de aluminio y del propio peso de los bloques 
deslizables o baleros lineales (Sliders). Existe una fricción viscosa, cTO, que se genera por el 
deslizamiento del balero de bola sobre la flecha y los bloques deslizables. El movimiento del 
soporte es controlado por la fuerza lineal «(í), generada por el torque de un motor de CD y 
transmitida mediante un servomecanismo1 de poleas y banda que transforman el movimiento 
angular en un movimiento lineal (ver sección 3.1).

El soporte se desliza a lo largo de la flecha y su desplazamiento lineal es medido por la 
coordenada z(í), su punto de referencia se contempla a partir de la configuración de un rotor 
Jeffcott, es decir z ( í ) = 0  cuando /2 =  /3, lo anterior implica que si el bloque, de masa 
se desplaza en sentido positivo, el elemento finito 3 aumenta su longitud en una cantidad 
z(í) y el elemento finito 4 reduce su longitud en la misma cantidad z(í). Los parámetros 
geométricos /3 y /4 de las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento se convierten en 
funciones de z, quedando expresadas las longitudes de los elementos finito:

1Térm ino introducido por Hazen para  los sistem as de control de posición.[35]



2.3. MODELO DEL RO TO R CON CHUMACERA MÓVIL 33

Figura 2.7: Servomecanismo Chumacera móvil para la plataforma Rotor-chumacera

¿1 — a 
¿2 _ b  
¿3 — b +  z (t)
¿4 — C — z(t)

donde a, b, c y d son las longitudes iniciales definidas para el sistema en la configuración 
Rotor Jeffcott.

La ecuación diferencial que describe el movimiento dinámico de la chumacera móvil se 
obtiene por el método de Euler-Lagrange y es resuelta del mismo modo que en la sección 
(2.2.4).

Puesto que se tra ta  de un sistema que se desliza a lo largo de un eje horizontal y no tiene 
elementos elásticos sobre el grado en z(t), no existe energía potencial, Ep — 0. Siendo que la 
función deLagrangeesexpresada por:

r  1 • 2L — ^ m dz

Mientras que, la fricción viscosa se obtiene a través de la función de disipación de Rayleigh:

D  — -  cmZ22
se obtiene el modelo dinámico que describe el movimiento de la chumacera móvil ec.(2.44).

m dz(t) + cmZ (t) — u(t) (2.44)
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2.4. M odelo  global del sistem a R otor-C hum acera M óvil

En esta sección se muestra el modelo dinámico global del sistema rotor-chumacera con un 
soporte móvil, obtenido mediante el método de elemento finito y su representación discreta 
se muestra en la Figura (2.8).

Figura 2.8: Modelo discreto del sistema Rotor-Chumacera tipo Jeffcott con un soporte móvil.

Las ecuaciones generales que describen el movimiento radial del rotor se muestra en la 
ec.(2.45) con dinámicas en el plano horizontal y vertical. El movimiento angular 0(í) del 
rotor, que forma parte de la dinámica global del sistema, es descrito por la ec.(2.49) y el 
movimiento de la chumacera móvil z(í) con desplazamiento controlado es detallado en la 
ec.(2.50).

M Q(í) +  CQ(í) +  K Q(í) =  F  (í) 

(M , C , K )e ^ 20x2°, (Q(í), F (í))e# 20x1

M  = Mx ©
0  My K = Kx ©

0  Ky C = Cx © 
0  Cy

(2.45)

(2.46)

© =  Matriz cero [0] , (Mq, Cq, Kq, ©)e^ 10 10 q =  ¿, y

donde M , K , C son la matrices globales de masa, rigidez y amortiguamiento distribuido que 
describen el movimiento del rotor en el plano horizontal ¿ y vertical y.

Cq =  a q M  +  K, q =  ¿ ,y
«x =  ay =  10.1, ^ x =  ^ y =  19 x 10-6

(2.47)
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■ Nota: Los términos a q, Pq son constantes arbitrarias cuyos valores se obtuvieron de 
los articulos citados (Andrés [17] y Silva [19]) que muestran la respuesta al desbalance 
experimental de un rotor-chuamacera.

Q(í) =

/x(í) 

/y (í)

F  (í) = F ,
F,

9x(í) = [ a X2 P x2 £3 Px3 x4 P x4

IIí)(, = [ 

[[

yi P,i y2 P y2 y3 P y3 y4 P,4

Fc(í) =

[

0 0 0 0 /^(í) 0 0 0 0 0 f

«s 
J í) ii 0 0 0 0 / y(í) 0 0 0 0 0 f

=  rnr e ( 9 2 cos 9 +  9 sin 9

=  rnr e ( 9 sin 9 — 9 cos 9

(2.48)

(Jr +  e2mr )9(í) +  c9 (í) =  r  (í) +  emr (¿3(í)sin9(í) — y3(í)cos 9(í)) 
r w (í) =  emr (¿3(í)sin9(í) — ^ ( í)c o s  9(í))

(2.49)

m dz(í) +  cd¿ ( í )=  «(í) (2.50)

Q es el vector de coordenadas generalizadas, ^  es el desplazamiento radial en cada nodo 
y Pqj (  ̂ =  1, 2, ••• , 5) es el movimiento angular o doblez de la flecha en cada nodo.

El rotor está afectado por fuertes vibraciones endógenas del tipo armónico, causadas por 
el desbalance en el disco / x(í), / ,  (í). Estas se hacen notar cuando la máquina es arrancada 
siguiendo un perfil de velocidad por encima de la primer frecuencia resonante (ver detalles 
en la sección 2.2.4). La ecuación matemática que describe el movimiento angular del rotor 
ec.(2.49) agrega un grado de libertad 9(í) al modelo general del sistema y es afectado por 
una perturbación r w (í) producidos por el acoplamiento elástico entre las chumaceras, el 
desbalance y el movimiento radiale del disco.

A través del movimiento de la chumacera móvil (ec.(2.50)) se modifica la rigidez de la 
flecha del rotor, esto mediante una estrategia de control activo PID basada en la modulación 
de la longitud de la flecha en función de la frecuencia del desbalance. Es importante mencionar 
que en el sistema general, representado en la ec.(2.45), los desplazamientos radiales del disco 
desbalanceado (x3, y3) no son controlables desde la entrada «(í) asociada a la chumacera 
móvil z(í).



Los parámetros del sistema rotor-chumacera se presentan en la Tabla 1
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Tabla 1.- Parámetros del Rotor-chumacera tipo Jeffcott con soporte Móvil.

Cople flexible masa 
m cp — 0.25 kg

Rigidez 
h1x — 20 X 106 N / m 
h1y — 10 X 106 N / m

Soporte izquierdo masa 
m¿ — 1.315 kg

Rigidez
h¿x — 80 X 106 N / m 
h¿y — 60 X 106 N / m

Soporte derecho masa 
md — 1.18 kg

Rigidez
hdx — 60 X 106 N / m 
hdy — 50 X 106 N / m

Disco Inercial masa 
m r — 1.9kg

Momento 
Polar de Inercia 
Jr — 0.049 kg m2

Excentricidad 
del disco m051e

Fricción viscosa 
en las chumaceras c — 1.2 X 10 2 N m s/rad

Flecha

Longitud inicial 
a — 0.15 m, b — 0.3m, 

c — 0.25 m 
Módulo de Young 
E  — 200G N / m2

Diámetro 
0 — 12 mm

Densidad del material 
p — 7850 kg/ m3

Propiedades
Geométricas

Sección Transversal 
A — — 1.13 X 10-4 m2

Inercia de área 
I  — M4 — 1.017 X 10-9 m464

Nota: La masa de la flecha se considera como una masa distribuida y está incluida en 
cada tramo de viga por la espresión m  — pA¿.



Capítulo 3 

Diseño Conceptual y  M anufactura

En el presente apartado se muestra el diseño y fabricación de elementos para el ser­
vomecanismo Chumacera móvil. La plataforma es una aportación para el departameno de 
ingeniería en Mecatrónica con la cual se podrá llevar a cabo distintas experimentaciones 
como:

■ Validación de modelos matemáticos.

■ Aplicación algoritmos de control de posicionamiento.

■ Aplicación algoritmos de control para la atenuación de vibraciones.

■ Aplicación algoritmos de control para el seguimiento de perfiles de velocidades.

■ Experimentación para el control del desbalance.

Para el diseño, se consideran elementos claves que marcan la pauta para el desempeño 
del servomecanismo.

Se consideró un motor de C.D.,mostrado en la Figura (3.1), el cual cuenta con enconder 
incluido además de tener servoamplificador para la etapa de potencia del motor. Este permite 
controlar el motor mediante potenciómetros, realizar una conexión mediante una interfaz 
R S 232 o por el protocolo CAN. Este tipo de conexiones permitirán en trabajos futuros 
implementar distintos algoritmos de control en el motor Figura (3.2).

Figura 3.1: Motor Maxon EC-Max 321552.

37



38 CAPÍTULO 3. DISEÑO CONCEPTUAL Y  MANUFACTURA

Figura 3.2: Servoamplificador Maxon para Motor Maxon EC-Max 321552.

Las guías lineales forman parte del soporte móvil, son el medio por el cual se desplaza la 
chumacera, el sistema de posicionamiento. Se utilizan un par de guías lineales de acero con 
una longitud de 280 mm, que permitirán un recorrido suave, debido a la baja fricción que 
presentan y al perfil de contacto entre la guía y el bloque deslizable, que se ve reflejado en 
la reducción de la fricción del servomercanismo Figura (3.3).

Figura 3.3: Bloque de movimiento lineal THK modelo RSR15ZM

Los soportes o bases del rotor cuentan con elementos que soportan carga radial, se tra ta  
de un rodamiento de bolas autoalineable FAG 2204. 2RS.TV Figura (3.4). Este es capaz 
de compensar errores de alineación, al tratarse de un rodamiento de bolas con obturaciones 
en ambos lados. La compensación mecánica permitida es de 1.5o en cualquier dirección, 
además desde fábrica ha sido lubricado con grasa de por vida lo que reduce la necesidad de 
mantenimiento prematuro.

Figura 3.4: Rodamiento autoalineable FAG 2204. 2RS.TV
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La Chumacera móvil se integra a una plataforma experimental Rotor-chumacera tipo 
Jeffcott Figura (3.5). Esta, fue punto de partida para la línea de trabajo que aquí se presenta. 
Se tra ta  de un sistema que incluye dos soportes rígidos de bola, un rotor acoplado a una 
flecha y es accionado mediante un motor de CD. Este trabajo fue realizado en la tesis de 
Licenciatura en Ingeniería Mecatrónica de la Universidad del Papaloapan por el Ing. José 
Luis J. O. en Junio del 2018 [38].

Figura 3.5: Plataforma experimental desarrollada en el departamento de Ingenieria en Meca- 
tronica por José Luis J. O. en 2018 [38].

■ Nota: El resto de las especificaciones de los elementos se muestran en los Apéndices
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3.1. D escripción  del servom ecanism o
El servomecanismo Chumacera móvil, mostrado en la Figura (3.6), consiste en un motor 

de corriente directa (CD) conectado a una polea síncrona mediante un cople flexible de 
aluminio. Este proporciona un movimiento lineal al soporte rígido, que se desplaza sobre 
guías lineales de acero.

Se realizó un diseño mecánico en 3 ^  para tener un modelo virtual modificable. Así fue 
posible detallar medidas y ajustes del servomecanismo previo a la fabricación del prototipo.

El diseño integral se dividió en 6 elementos claves. Los elementos a fabricar fueron reali­
zados en su mayoría en una aleación de aluminio del tipo 6061, debido a su maquinabilidad y 
disponibilidad en el mercado. Siendo que, los elementos fueron fabricados en las instalaciones 
y con la maquinaria que dispone la universidad.

Figura 3.6: Diseño Integral del servomecanismo Chumacera móvil.

1. Motor Maxon EC-Max 40.

2. Conjunto de acoplamiento.

3. Bancada del motor.

4. Transmisión sincrona.

5. Guías lineales y accesorios.

6. Soporte móvil y accesorios.
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3.1.1. Conjunto de acoplamiento
Para transmitir el par generado por el motor de CD se optó por utilizar un cople flexible 

anti-vibraciones de aluminio Figura (3.7). Este, fue seleccionado debido a que su diseño 
evita el golpeteo al comienzo del avance o en un cambio de sentido de giro. Además corrige 
el desalineamiento que pueda existir entre la flecha del motor y la flecha donde descansa la 
polea sincrona.

Figura 3.7: Cople ALU-FLEX  AFA2532 y collarín de aluminio.

También, se fabricó un collarín de aluminio para compensar la diferencia de diámetros 
entre la flecha del motor y el diámetro interno del cople, el cual.se diseño de manera tal que 
los prisioneros del cople se ajusten a este y a su vez sujeten la flecha del motor para evitar 
perdida de par motriz por deslizamiento.

3.1.2. Bancada de motor
El soporte para el motor consta de dos piezas completamente rígidas. La primera consiste 

en una barra que proporciona fijación hacia la base donde será montado el servomecanismo. 
La segunda pieza se tra ta  de una placa con perforaciones al centro para soportar el motor, 
sujetado por cuatro tornillos métricos. A su vez la placa está fijada a la barra mediante dos 
tornillos ubicados cerca de los extremos. En el lado izquierdo de la Figura (3.8) se aprecia 
el diseño mediante Solidworks, mientras que del lado derecho se observa el ensamblaje de 
ambas piezas.

Figura 3.8: Soporte de aluminio para motor Maxon
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3.1.3. Transmisión síncrona
En el servomecanismo se utiliza una transmisión por banda y polea síncrona. Las bandas 

síncronas son fabricadascon tela impregnada de caucho con alamblres de acero. Tiene dientes 
que entran en ranuras axiales formadas en la periferia de las poleas. Una banda síncrona no 
se estira ni se desliza, y en consecuencia se asegura el sincronismo en el desplazamiento lineal. 
Mantienen una eficiencia en la transmisión de potencia en un intervalo de 97 a 99%. Otra 
de sus cualidades que destacan es no requerir lubricación y ser más silenciosas que los demás 
métodos de transmisión de potencia [45].

Para la selección adecuada de la banda se utilizó del catálogo que proporciona el fabricante 
Gates B e l t s [29]. Seleccionando una correa dentada modelo H T D  — 3 M — 15 de 3mm de 
paso y 15 mm de ancho Figura (3.9), diseñada para velocidades de hasta 8 m / s .E n  conjunto 
se ha seleccionado una polea dentada con un diámetro de 22 mm como polea motriz. Además 
se fabricaron una polea lisa de 22 mm de diámetro para el extremo opuesto de la correa que 
gira libremente. Ambas poleas están sujestas a un eje de acero cada una mediante un par de 
tornillos prisioneros.

Figura 3.9: a) Correa dentada. b)Polea síncrona y polea lisa.

Para soportar la carga generada por el movimiento del soporte (chumacera móvil), así 
como el par otorgado por el propio motor se fabricarón soportes Figura (3.10). Estos permiten 
el confinamiento de las polea. Ambos soportes se encuentran equipados con rodamientos 
radiales de bolas, que permiten un giro suave del eje de acero donde se encuentran fijas las 
poleas.

Figura 3.10: Ensamble de soportres y poleas
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Figura 3.11: Sujetador de correa sincrona.

Para dar solución al tema de la unión entre ambos extremos de la correa. Se optó por 
utilizar un sujetador (Clamp). Este se fuabricado a partir de una pieza de aluminio, respro- 
duciendo un ranurado similar a los diesntes de la correa sincrona para evitar el deslizamiento 
de la misma Figura (3.11). Sujeta ambos extremos de la correa y a su vez se encuentra fijada 
en la parte inferior del soporte móvil mediante 4 tormillos métricos.

3.1.4. Guías lineales y accesorios
Un elemento de suma importancia son las guías lineales Figura (3.12). Estas propor­

cionaran el soporte y equilibrio necesario para lograr un desplazamiento suave y continúo. 
Para lograr un ensamblaje entre el soporte de aluminio y los patines deslizantes fue necesario 
la elaboración de tacones o bloques de aluminio que permitan la unión de forma precisa sin 
comprometer la estabilidad ni el equilibrio.

Figura 3.12: Ensamble guía-tacon-soporte

La unión entre el soporte y los tacones es posible mediante un tornillo central, mientras 
que la unión entre el tacón y el patín deslizante se logra a través de cuatro tronillos. En los 
extremos de las guías lineales, se implementarón clips de bloqueo para evitar el desmonte 
accidental de los bloques.
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3.1.5. Soporte móvil y  accesorios

El mayor reto de fabricación sin duda fue la elaboración del soporte rígido que conforma 
la chumacera móvil, para ello fue necesario dimensionar de manera precisa a fin de hacer 
coincidir todos los elementos. Aunado a esto, la nula existencia de un sistema similar en el 
mercado da oportunidad de establecer un diseño propio basado en la forma convencional de 
una chumacera radial Figura (3.13).

Figura 3.13: Soporte rígido de Aluminio para la chumacera móvil, cuenta con un balero 
autolineable de bola.

Debido a la diferencia entre el diámetro de la flecha principal del rotor y el diámetro 
interno del rodamiento autoalineable fue necesario fabricar un buje Figura (3.14), a partir de 
una barra cilíndrica de bronce, el cual resulta de ayuda para el deslizamiento de la chumacera 
móvil sobre la flecha.

“ / /

Figura 3.14: Buje de bronce para ajuste entre rodamiento y flecha.
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3.2. Integración del servom ecanism o
En la Figura (3.15) se muestra el ensamble de las partes mecánicas de la chumacera de 

movimiento controlable. Este consta de un servomotor Maxon EC-Max 321552, un cople 
flexible que transmite el movimiento al soporte mediante el arreglo de poleas y banda. El 
soporte de aluminio tiene integrado un balero autoalineable, descansa sobre 2 bloques con 
baleros lineales y se desplaza a través de dos rieles o guías de acero.

Soporte de Aluminio

Figura 3.15: Integración de una chumacera de m ovim ientocontrolableenunsistem arotor- 
chumacera.
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Capítulo 4 

Simulación y Control del sistem a

En el siguiente apartado se describe el algoritmo de control usado para regular la velocidad 
y el movimiento de la chumacera. Se muestra el procedimiento para la aplicación del esquema 
en el sistema Rotor-Chumacera móvil, así como los resultados numéricos obtenidos de la 
programación en Matlab-Simulink.

4.1. S intonía de controladores P ID
La combinación de una acción de control proporcional, integral y derivativa se denomina 

acción de control PID. Casi todos los controladores PID se ajustan en sitio, en la literatura 
se han propuesto muchos tipos diferentes de reglas de sintonización, que permiten llevar a 
cabo una sintonización eficiente de los controladores PID Ogata [43]. La ecuación de un 
controlador con esta acción combinada se obtiene mediante:

u ( í) =  Xpe(í) +  X r  I  e(í )dí +  XpTd —TT , e(í ) =  r (¿) -  c(¿)
Jo

=  Xpe(í) +  X* J  e(í)dí +  Xd 

reescribiendo en función de transferencia:

Ge =  i j f  =  * ” ( 1 +  T 5  +  r "S )  - B <5) =  B <5) -  c (5)

En donde Xr es la ganancia proporcional, T* es el tiempo integral, T  es el tiempo deriv­
ativo, e(í) es la función del error, r(í) es la referencia o valor deseado y c(í) es la salida o 
valor medio. La Figura (4.1) muestra un control PID de una planta.

Es posible aplicar diversas técnicas de diseño con el fin de determinar los parámetros 
del controlador que cumpla las especificaciones del transitorio y del estado estacionario del 
sistema en lazo cerrado. Sin embargo, si la planta es complicada , es decir que no es fácil 
obtener su modelo matemático, tampoco es posible un método analítico para el diseño de

47
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Planta

Figura 4.1: Diagrama de control PID en un sistema Ogata [43].

un controlador PID. En este caso, se debe recurrir a procedimientos experimentales para la 
sintonía de los controladores PID, tales métodos son las reglas de sintonización de Ziegler- 
Nichols Ogata [43].

4.2. P ruebas en  lazo abierto
La estrategia del control semi-activo para el rotor consiste en desplazar la frecuencia 

de resonancia del sistema, cuando este cruce la primer velocidad crítica. La frecuencia se 
modifica, desplazando la chumacera móvil para cambiar la longitud de los elementos finitos 
3 y 4. Este repercute en la modificación de la rigidez. Por lo anterior, la estrategia planeada 
considera una posición de operación para el rotor cuando este haya llegado a su velocidad 
final y una posición de inicio donde comenzará el arranque del rotor.

La respuesta numérica del sistema Rotor-Chumacera móvil se obtuvo a través de la pro­
gramación del modelo matemático, descrito en la sección (2.4) considerando las propiedades 
geométricas señaladas en la T ab la  1 mediante el software Matlab-Simulink R2014a.Se con­
sideró que el rotor parte del reposo hasta alcanzar las 4000rpm (418 rad / s) en un tiempo 
final de 40 s. Para la trayectoria de velocidad se utilizó un perfil dictado mediante el poli­
nomio de Bézier Figura (4.2). El polinomio de Bézier de quinto grado está regido bajo la ec. 
(4.1). Esta trayectoria ofrece el beneficio de un bajo esfuerzo de control ante una referencia 
distante del punto de inicio en un tiempo relativamente corto.

i=5 ' t  -  t, (4.1)

dónde:

■ u Q — 0, es la velocidad inicial. y u /  & 418 rad / s se refiere a la velocidad final.

■ t0 — 0 s ,es  eltiem po de inicio, 1/ — 40 s es el tiempo en el que se alcanza la velocidad 
final.

■ 7o — 252, 7 1 — 1050, 72 — 1800, 73 — 1575, j 4 — 700 y j 5 — 126 son los parámetros 
propios del algoritmo de Bézier.
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Figura 4.2: Perfildevelocidad planificado para el rotor.

En la Figura (4.3) se observa la trayectoria de velocidad.del rotor, w (í),en  comparación 
con el perfil deseado w¿(í), así como el error e(í) =  (w¿ — w). La simulación se realizó 
aplicando un esquema de control PI considerando la configuración de rotor tipo Jeffcott,las 
ganancias del control son: Xr =  15 y X* =  3.

Tiempo [s]

Tiempo [s]

Figura 4.3: a) Seguimiento trayectoria de la velocidad w¿(í), b)Función del error e(í).
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La velocidad del rotor sigue la trayectoria planificada presentando apenas una ligera 
desviación pasados los 20 s. Con los parámetros anteriores del control PI para el rotor se 
llevarán a cabo las pruebas en lazo abierto para el sistema Rotor-Chumacera móvil, quedando 
así, solo la sintonización para el control del servomecanismo Chumacera móvil.

Se utilizó el esquema de control PID para la modificación de la posición del servomecanis­
mo Chumacera móvil, considerando que el cambio de posición debe ser en el menor tiempo 
posible. Se sintonizan las ganancias del controlador para alcanzar una posición de referencia 
de =  80 mm, mediante el seguimiento del perfil de Bézier, estableciendo que alcance la 
posición de referencia en 3s.

La implementación del control PID resulta en un comportamiento preciso del servome­
canismo, la cual, se puede observar que alcanza la referencia sin presentar variaciones que 
sobrepasen el 2% del perfil de seguimiento con apenas un mínimo esfuerzo de control, como 
se observaen laF igura(4 .4), (Kp =  1500, K  =  550 y K  =  15).

0.1

0.05

1
S  0E

-0.05 

-0.1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo [s]

0.4 

0.2

z
S  0D

-0.2 

-0.4
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo [s]

Figura 4.4: Aplicación del control para el servomecanismo Chumacera móvil a) Movimiento 
de la chumacera z(í) y b) Esfuerzo de control U (í).

D ebidoaque se propusoun cam biodeposicióndelachum acera, desdeunpunto z0 hasta 
un punto zj como estrategia para atenuar las vibraciones en el rotor, es necesario determinar 
las frecuencias resonantes del sistema para ambas posiciones del soporte móvil.

Estas posiciones se consideran arbitrarias para este trabajo, quedando abiertas a cualquier 
otras dentro de los límites mecánicos del propio sistema. Siendo así que supondremos una 
posición de flecha corta cuando la chumacera móvil se encuentre la posición z0 =  — 0,08m, 
más próxima al disco inercial y una posición de flecha larga cuando se encuentre la posi­
ción zj =  0,08 m, es decir, cuando este en un punto más alejado del rotor (una distancia 
equivalente en el sentido contrario a la configuración anterior).
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Considerando que, el eje vertical se ve afectado por la fuerza de gravedad las oscilaciones 
del rotor (vibraciones) serán de mayor amplitud en él, siendo así que las pruebas realizadas, 
así como la estrategia de control, están concentradas en el eje Y . Además se prioriza el 
monitoreo del sistema en las oscilaciones presentes en el disco inercial, puesto que es el 
elemento de interés en la rotomáquinaria.

En la Tabla 2 se observan los valores que tomarán los elementos finitos para cada prueba.

Tabla 2 Longitud de cada elemento finito 
en pruebas de lazo abierto

No. Prueba z(m) /i(m ) k(m ) ¿3(m) /4(m)
1 0 0,15 0,3 0,3 0,25
2 -0,08 0,15 0,3 0,22 0,33
3 0,08 0,15 0,3 0,38 0,17

4.2.1. Prueba 1 : Rotor simétrico
En la primera prueba el soporte se encuentra en la posición z(0) =  0m  Figura (4.5), es 

decir, la distancia entre soportes con respecto al disco inercial es tal que se considera un 
rotor tipo Jeffcott. E staes laconfiguración analizada en la literatura, aunque limitada a solo 
dos elementos finitos. Aquí se presenta en un modelo más extendido que se aproxima a la 
realidad de las máquinas.

Figura 4.5: Rotor simétrico (Jeffcott), u tilizadoparalapruebanúm ero  1

En la Figura (4.6)a se muestran las oscilaciones con amplitud de 1.7mm que presenta 
el rotor y la respuesta mediante la transformada rápida de Fourier FFT Figura (4.6)b, 
se observar el cruce por la primera velocidad crítica a u p1 = 160,8rad/ s (1535rpm). En 
esta velocidad se presenta la frecuencia resonante donde alcanza una amplitud máxima de 
oscilación.
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Figura 4.6: a) Desplazamiento del disco inercial en el eje Y . b) Respuesta a la transformada 
rápida de Fourier (FFT)

4.2.2. Prueba 2 : Rotor asimétrico-flecha corta
La segunda prueba del sistema, ubica el soporte móvil en z =  —0,08( m), como se observa 

en la Figura (4.7), se considera en esta ocasión como un rotor asimétrico de flecha corta, lo 
cual aumenta la rigidez de la flecha. Por lo tanto, la primera velocidad círitca se encuentra 
a una velocidad más alta en comparación de la prueba anterior.

2

0 5 30 35 40

Figura 4.7: Rotor asimétrico con flecha corta

Como se observa en la Figura (4.8) existe un pico en la respuesta frecuencial ubicado 
en la velocidad =  182,7rad/ s (1743rpm) con una amplitud de 19,31. Es notable que 
disminuyen las oscilaciones en el rotor llegando a los 25 s, en comparación con la trayectoria 
de velocidad (véase Figura 4.3) seria comparable con una velocidad aproximada de 370 rad / s, 
es decir, que para esta configuración dicha velocidad se considera como una posible velocidad
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optima de operación. Mientras se incrementa la velocidad es apreciable un aumento en las 
oscilaciones que es provocado por el extremo libre del rotor (elemento finito 4), el cual actúa 
como una viga en cantilever debido a la combinación de su longitud y la masa que representa.

100

Desplazamiento del disco

20
Tiempo [s]

120 140 160
ro[rad/s]

180 200 220

Figura 4.8: a) Desplazamiento del disco inercial en el eje Y , b) Respuesta a la transformada 
rápida de Fourier (FFT).

4.2.3. Prueba 3 : Rotor asim étrico flecha larga
Para la tercera prueba el soporte móvil se ubica en Z =  0,08( m), como se observa en la 

Figura (4.9), se considera en esta ocasión como un rotor asimétrico de flecha larga, al tener 
una longitud mayor la flecha se torna más flexible lo que se traduce en una menor rigidez y 
así se alcanza la resonancia a una velocidad crítica menor que en los casos anteriores.

Figura 4.9: Rotor asimétrico con flecha larga
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En la Figura (4.10) existe una resonancia en la velocidad e p3 =  141,1rad/ s (1346rpm). 
Las oscilaciones de mayor amplitud se alcanzan a una velocidad menor que las pruebas 
anteriores, conservando oscilaciones de menor amplitud en estado estacionario.

Desplazamiento del disco

Tiempo [s]

100 120 140 160 180 200 220
m[rad/s]

Figura 4.10: a) Desplazamiento del disco inercial en el eje Y . b) Respuesta a la transformada 
rápida de Fourier (FFT)

4.3. A plicación  del control sem i-activo
En la Figura (4.11) se muestra una comparación de las pruebas realizadas mediante 

simulación. Como se aprecia existe una mayor amplitud del desbalance cuando el rotor se 
encuentra en la configuración simétrica, mientras que la prueba realizada en la configuración 
de flecha corta presenta una amplitud menor en la frecuencia resonante.

Considearando la Figura(4.11) se establecen los criterios para la trayectoria que deberá 
seguir el servomecanismo, a fin de evitar los picos de resonancia. Como se aprecia, existe 
una diferencia de velocidad de aproximadamente 40 rad/  s entre el primer y tercer pico. En 
la Tabla 3 se muestra los datos geométricos de la flecha l y la posición de la chumacera z(í) 
en cada una de las pruebas de lazo abierto en un barrido frecuencial de 0 a 418 rad / s.

Tabla 3 Comparación de los resultados de pruebas en 
lazo abierto (ep es la frecuencia en la resonancia)

No. Prueba z m li m I2 m I3 m l4 m [rad/s] [rpm]
1 0 0.15 0.3 0.3 0.25 160.8 1535
2 -0.08 0.15 0.3 0.22 0.33 182.7 1743
3 0.08 0.15 0.3 0.38 0.17 141.1 1346
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co [rad/s]

Figura 4.11: Comparación de las pruebas en lazo abierto

Para la planificación de la trayectoria de posición del servomecanismo, evitando los picos 
de frecuencias resonantes, el servomecanismo debe desplazarse de la posición z =  -0 ,08 hacia 
la posición de z =  0,08, además, puesto que dichas velocidades tienen como punto medio 
la posición de z =  0 también debe de evitarse.Lo anterior involucra planificar la trayectoria 
entre las velocidades de 165,5rad/ s y 173,5rad/ s, Figura (4.12), ya que son los puntos con 
menor amplitud dentro del rango establecido por las pruebas, es decir, que presentan menos 
oscilaciones.

o  [rad/s]

Figura 4.12: Ubicación de los puntos de cruce para la planificación de la trayectoria de 
desplazamiento

El perfil para el desplazamiento del servomecanismo fue basado en la velocidad angular 
w(í). Mediante esta estrategia de control se reduce la respuesta al desbalance en la resonancia.
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La trayectoria de z en la simulación, se planifica que el servomecanismo parta de la posición 
inicial z(í) =  0m, hasta alcanzar la posición de z =  —0,08 m en un tiempo de 3s mediante 
una trayectoria de Bézier. Se mantiene en esta posición hasta alcanzar la segunda velocidad 
de cruce u c2 =  165,5rad/ s, a partir de allí comenzará una trayectoria, dictada por una curva 
de Bézier, hasta alcanzar la posición de z =  0,08 m ,en u n p e rio d o  de 8rad, que tiene como 
punto final la tercera velocidad de cruce u c3 =  173,5rad/ s. Este movimiento es descrito por 
la función en la ec. (4.2) y mostrado en la Figura (4.13).

/
z0 +  (z1 — zo) ( E—E0 \ 5

\El-Eo J 1
1í Í 
P1

“—“«oj 0 < u  < 2rad /  s

z(u) =  < z1
/ \  5

2 < u  < 165.5rad/ s
-  -  / V

z1 ( z to 1 1z ( E —El \
^E2—El J P ,:5 ( -

\ ,
-1 )V  ( E—Wl )' 1 y E2 —El J 165,5 < u  < 173,5rad/ s

z2 u  > 173.5rad/ s
z0 = 0 m , z1 =  —0.08m, z2 =  0.08m 

uo =  0 rad / s, u  =  165.5rad/ s, U2 =  173.5rad/ s

Tiempo [s]

Tiempo (s)

Figura 4.13: Perfildevelocidad vs perfildeposición

Se utilizo la segunda velocidad de cruce para comenzar la trayectoria debido a que se 
evita el segundo pico de resonancia. De utilizarce la primera velocidad de cruce se sumanria 
el efecto resonante al momento de cruzar por la pocisión de z =  0 m.
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En la prueba del control semi-activo se aprecia una reducción en la amplitud de las 
oscilaciones presentes en el disco. Asimismo se reduce la duración de dichas oscilaciones 
siendo la caracteristica más favorable, debido a que cuanto menor sea su duración, menor 
será el desgaste/daño que presente el sistema Figura (4.14). Se observa que la señal de 
respuesta en frecuencia no pasa de una amplitud mayor a 151, contrario a las pruebas en lazo 
abierto en donde las amplitudes se encontraban en el rango de |20| a |25| (Ver Figura (4.11))

Desplazam iento del disco

Tiem po [s]

100 120 140 160 180 200 220
o[rad/s]

Figura 4.14: Respuesta en frecuencia al aplicar la estrategia de control semi-activo mediante 
el servomecanismo Chumacera móvil.

Aunque dichos picos están presentes mucho antes de que comience el movimiento de la 
chumacera móvil, esto se atribuye a los cálculos que realiza el software y no al comportamien­
to propio del servomecanismo. Durante el periodo de la trayectoria generada se observa que 
la señal tiende a permanecer cerca de cero.

Analizando la Figura (4.15) se observa que, para lograr que el control semi-activo fun­
cione dentro del rango de velocidades establecido, siguiendo el perfil de Bézier, es necesario 
un esfuerzo de control u de 679,3N. Esto excede las capacidades con las cuales cuenta el 
servomecanismo.

Mediante la realización de pruebas y aumentando el rango de velocidades, se establece la 
trayectoria z entre las frecuencias u 1 — 5 =  163rad / s y u 2 +  5 =  176 rad / s (5 =  2,5rad/ s). 
Se logró reducir el esfuerzo de control, con un comportamiento similar en la respuesta en 
frecuencia mostrado en la Figura (4.16). Obsérvese que el esfuerzo máximo requerido es |u| =  
15,4Nm, lo que se considera como un esfuerzo dentro de las capacidades del servomecanismo.
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Tiempo [s]

600

400

200

X: 16.45 
Y: 679.3

10 15 16 17
Tiempo [s]

20 25
0

0 5

Figura 4.15: a) Comparación de la respuesta del sistema contra la trayectoria planificada 
z(í) b)Esfuerzo de control m(í ) para el cambio de posición

Tiempo [s]

Tiempo [s]

Figura 4.16: a) Comparación de la respuesta del sistema contra la trayectoria planificada, b) 
Esfuerzo de control para el cambio de posición
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En la Figura (4.17) se observa la comparación del comportamiento del rotor en las pruebas 
de lazo abierto contra el comportamiento una vez aplicado el esquema de control semi-activo. 
Se aprecia las oscilaciones en el disco del rotor, pero a diferencia de las demás, estas son de 
menor duración y menor amplitud. Lo anterior es debido a que el rotor gira a una velocidad 
próxima a la velocidad de resonancia en el momento que cruza rápidamente por el punto 
medio cuando z =  0, es decir, el tiempo que se encuentra en esta velocidad no es lo suficiente 
como para generar más oscilaciones

Desplazam iento del disco

Tiem po [s]

100 120 140 160 180 200 220
o[rad/s]

Figura 4.17: Respuesta final de la aplicación de control semiactivo mediante el servomeca­
nismo Chumacera móvil
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Capítulo 5 

Pruebas adicionales

5.1. C ontrol sem i-activo  m as contrapeso

Durante las pruebas en lazo abierto y las pruebas de control semi-activo se notó una 
respuesta inesperada en el comportamiento del rotor. Se apreció que al incrementar la longi­
tud del último elemento de la flecha /4 aparecía un segundo efecto de resonancia en el rotor 
Figura (5.1). Este efecto aumentaba en medida que se incrementó dicha longitud y a su vez 
la amplitud de la primera resonancia disminuía.

4=0.15[m]

4=0.2[m]

4=0.25[m]

4=0.3[m]

4=0.35[m]

4=0.4[m]

4=0.5[m]

400

Figura 5.1: Respuesta al desbalance en el disco ante la variación de la longitud del elemento 
finito /4.
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Lo anterior generó una idea para complementar la estrategia de control de cambio de 
posición. Y es, en esencia utilizar una masa en el extremo libre que funcione como contrapeso 
y absorbedor de vibraciones Figura(5.2).

Figura 5.2: Rotor con chumacera móvil y contrapeso.

En la Figura (5.3) se muestra una prueba realizada con un contrapeso equivalente a un 
décimo del peso del disco, es decir una masa concentrada en el extremo libre rnc =  0,19kg. 
Esta masa se seleciona arbitrariamente, respetando su colocación en el extremo de la flecha. 
Los parámetros de referencia y de control son los mismos a las pruebas anteriores.

2 

1

lE 
£  0

-2
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo [s]
Respuesta frecuencial

25

_  20 E

5 

0
100 120 140 160 180 200 220

m[rad/s]

Desplazamiento del disco y3 (t)

1
Configuración Jeffcott
Control sem i-activo
Control sem i-activo + contrapeso

▼  V —
......" • —

A i r ---------

i i

Figura 5.3: Respuesta comparativa y3(í) entre esquema semi-activo control de la rigidez, 
control semi-activo mas contrapeso y respuesta sin control.

Se observa que la amplitud de las oscilaciones en el disco del rotor son considerablemente 
reducidas, así como la duración de las mismas. Aunque las oscilaciones siguen presentes
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dentro del rango de operación de la máquina, las amplitudes en la respuesta en frecuencia 
son reducidos cerca del 80% en comparación al comportamiento de una configuración del 
rotor tipo Jeffcott.

En la Figura (5.4) se aprecia el esfuerzo de control que se necesita con esta variante de 
control. Este es prácticamente igual al de la estratregia de control de cambio de posición, lo 
cual representa un mejor comportamiento del sistema con los mismos recursos.

E

100 120 140 163 169.5 176 
m [rad/s]

200 220

Tiempo [s]

Figura 5.4: a) Respuesta en frecuencia y3(í) del control semi-activo con contrapeso y b) 
Esfuerzo de control m(í ).
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Capítulo 6 

Conclusiones generales y  trabajos 
futuros

Sin duda las máquinas rotativas permanecen en un papel de suma importancia y funda­
mental, cambiando apenas un poco desde sus inicios. Aunque los elementos que la conforman 
han evolucionado para mejor con los años, su principal problema, la problemática de vibra­
ciones y desbalance, ha continuado presente a pesar de las muchas investigaciones de las cual 
ha sido objeto.

En el presente trabajo se abordó la problemática de las vibraciones en un rotor, visto 
bajo la premisa de evitar las frecuencias resonantes del sistema, proponiendo un modelo 
matemático más extenso que los clásicos y tratando de aproximarlo más a la realidad de las 
máquinas, en conjunto con un esquema de control semi-activo (modificación de la rigidez) 
basado en el cambio de posición de uno de sus soportes.

A continuación se discutirán las pruebas realizadas mediante simulación y se formularán 
las conclusiones referentes a este proyecto de tesis, basadas en los objetivos. Posteriormente 
se hará mención de los posibles trabajos a futuro que se pueden realizar a partir de la 
finalización del prototipo rotor-chumacera móvil.

6.1. C onclusiones
Es claro que para representar de manera completa un sistema real deben considerarse 

propiedades intrínsecas de cada uno de ellos, las cuales pueden, de manera general, ser 
introducidas en el modelo presentado en el presente trabajo. Con este modelo extendido del 
típico Rotor tipo Jeffcott es posible observar el comportamiento que presentan los principales 
puntos de interes del sistema (disco inercial, punto de contacto de chumacera, extremos de 
la flecha). Con lo anterior se da por cumplido dos de los siete objetivos establecidos para la 
presente tesis.

Considerando la velocidad a la cual trabaja el rotor fue posible reducir de manera sig- 
ni í i cativa las vibraciones presentes en elemento de interés del rotor (disco inercial). Esto se 
logró mediante la implementación del control semi-activo.

Se observaron también algunos efectos inesperados que llevaron a realizar simulaciones no
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contempladas al inicio de la presente tesis. Con lo cual se abre la oportunidad al estudio de 
los efectos que tienen los elementos secundarios de un rotor. Así, se cumple con dos objetivos 
m ásdelospropuestos.

Por otra parte, se logro realizar un diseño y posteriormente se manufacturarón los ele­
mentos que conformarían el servomecanismo mediante el uso de la máquinaria disponible en 
la universidad. Estos elementos fueron mecanizados siguiendo los estandares de fabricación 
para elementos de máquinas. Sin embargo, la falta de herramientas especiales para el ali­
neamiento de todos los elementos provocó que el desalineamiento en el sistema aumentará 
gradualmente en todas las piezas rotatorias de la máquina. Para reducir este desalinea­
miento se contemplaron en la etapa de diseño: Un cople flexible, que ayuda a corregir el 
desalineamiento entre el motor y las poleas. Un rodamiento autoalineable, que compenza el 
desalineamiento entre la chumacera fija y la chumacera móvil. Siendo así, que se concluyeron 
los objetivos establecidos para la tesis.

Finalmente, es importante mencionar que el sistema obedece al patrón de comportamiento 
del modelo del rotor Jeffcott. Es decir, las amplitudes aumentan a medida que la velocidad 
de operación se acercaba a la frecuencia natural. Con la implementación de la chumacera 
móvil se establecen varias configuraciones de rotor, cambio de longitud de la flecha, las cuales 
pueden ser sujeto de estudios, a fin de establecer una trayectoria de posición óptima para 
las velocidades de arranque, operación y paro del rotor. Y mediante el modelo presentado, 
es posible simular rotores de uso general.

6.2. Trabajos futuros y  sugerencias
Los resultados obtenidos en la simulación del sistema prospectan una línea de trabajo para 

la implementación del esquema de control, para lo cual se proponen una serie de actividades 
antes de llegar a un resultado concluyente. A continuación se proponen algunas de ellas:

■ Instrumentación: Dotar de sensores y equipos de medición la plataforma experimental 
Rotor-Chumacera móvil, que permitan observar los vibraciones presentes en el disco 
inercial, así como la precisa ubicación del soporte móvil.

■ Fuente de potencia: Establecer etapas de potencia que permitan controlar a plenitud 
los motores asignados para la plataforma.

■ Validación: Experimentar con la plataforma para llevar a cabo la validación del modelo 
propuesto, en su defecto establecer un modelo aproximado mediante la identificación 
de parámetros.

■ Implementación: Aplicar el esquema de control semi-activo desarrollado en el presente.

Por otra parte, se propone que el buje que soporta el deslizamiento de la flehca sea 
cambiado por otro de algún material con menor fricción, sea un bronce lubricado (S.A.E. 
62/40/64) que permitiran un deslizamiento suave de la flecha. Aunque se recomienda la 
utilización de un bronce grafitado que es el material antifricción de más alto desarrollo
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comercial que ofrece ventajas superiores a un bronce lubricado estandar como los son: una 
duración mas prolongada de vida, menor desgate en las contrapiezas y menor peso que los 
bronces convensionales.

También se puede considerar la utilzación del Babbitt, un metal antifricción. Existiendo 
dos tipos, uno con base en estaño y otro con base en plomo. Ambos utilizados para condiciones 
de carga y velocidad en un movimiento deslizante de dos superficies metalicas de diferente 
dureza.

Se sugiere también, la alineación del sistema mediante dispositivos especificos para ello. 
Con lo cual se buscará reducir los efectos de desalineamiento a fin de establecer un sistema 
ideal.

Para la etapa de sensado de posición se recomienda establecer un equipo extra, para 
confirmar el desplzamiento realizado por la chumacera móvil. El motor maxon cuenta con 
encoders de efecto Hall, aunque primeramente deberia sensarse y establecer los límites de 
movimiento del servomecanismo.
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A. Program as y bloques de sim ulación
3 1 / 0 3 / 1 9  0 9 : 3 6 P M  C : \ U s f i r s \ i m t i v \ D e s k t o n \ T e s i s \ P r i m e r a  r e d a c c i o n \ m o d e l o  m a t . m  1 o f  3
function salidas = modelo_mat(n)
%% Vector de datos del diagrama a bloques %% 
%Velocidades de los nodos
Dy1 =n i)
DByl =n 2)
Dy2 =n 3)
DBy2 =n 4)
Dyr =n 5)
DByr =n 6)
Dy3 =n 7)
DBy3 =n 8)
Dy4 =n 9)
DBy4 =n 10)
Dxl =n 11)
DBxl =n 12)
Dx2 =n 13)
DBx2 =n 14)
Dxr =n 15)
DBxr =n 16)
Dx3 =n 17)
DBx3 =n 18)
Dx4 =n 19)
DBx4 =n 20)
%Posiciones de los nodos
y1 =n 21
By1 =n 22
y2 =n 23
By2 =n 24
yr =n 25
Byr =n 26
y3 =n 27
By3 =n 28
y4 =n 29
By4 =n 30
x1 =n 31
Bx1 =n 32
x2 =n 33
Bx2 =n 34
xr =n 35
Bxr =n 36
x3 =n 37
Bx3 =n 38
x4 =n 39
Bx4 =n 40
%Aceleración, Velocidad y Posición angular del rotor 
DDphi=n(41);
Dphi =p(42);
Phi = n (43);
%Posición de la chumacera móvil 
Z = n (44);
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%Vectores de velocidad
Dy =[Dy1;DBy1;Dy2;DBy2;Dyr;DByr;Dy3;DBy3;Dy4;DBy4];
Dx =[Dx1;DBx1;Dx2;DBx2;Dxr;DBxr;Dx3;DBx3;Dx4;DBx4];
%Vectores de posición
Y =[y1;By1;y2;By2;yr;Byr;y3;By3;y4;By4];
X =[x1;Bx1;x2;Bx2;xr;Bxr;x3;Bx3;x4;Bx4];
%% Parámetros del soporte izquierdo. 
m1 =1.315; % Masa del soporte izquierdo [kg]. 
ky2=8000000; % Rigidez del soporte en el eje y [N/m]. 
kx2=8000000; % Rigidez del soporte en el eje x [N/m].
%% Parámetros del soporte derecho 
m2 =1.18; % Masa del soporte móvil [kg]. 
ky3=8000000; % Rigidez del soporte en el eje y [N/m]. 
kx3=8000000; % Rigidez del soporte en el eje x [N/m]. 
k1 =40000; % Rigidez del cople motor-flecha 
%% Parámetros del disco 
mr =1.9; % Masa del disco [kg].
exc=0.000150; % Exentricidad [m]
%% Parámetros de la flecha
ro=7850; % Densidad de la flecha [kg/m^3].
L1=0.15; % Longitud del elemento finito 1 [m].
L2=0.3; % Longitud del elemento finito 2 [m].
L3=0.3+z; % Longitud del elemento finito 3 [m].
L4=0.25-z; % Longitud del elemento finito 4 [m].
D =0.012; % Diamétro de la flecha [m].
A =(pi*D^2)/4; % Área de la sección transversal [m^2]. 
E=200.0e9; % Modulo de young [N/m^2].
In=(pi*D^4)/64; % Inercia [mA4].
mcp=0.25; % Masa del cople de la flecha al motor.
%% Ganacias de viscocidad
alphax=10.1;
bethax=19e-6;
alphay=10.1;
bethay=19e-6;
%% Fuerzas endogenas
Fx=[0;0;0;0;(mr*exc*(Dphi^2)*cos(phi))+(mr*exc*DDphi*sin(phi));0;0;0;0;0];
Fy=[0;0;0;0;(mr*exc*(Dphi^2)*sin(phi))-(mr*exc*DDphi*cos(phi));0;0;0;0;0];
%% Matrices globales de masa 
mef=ro*A/420;
Mx=mef*[156*L1+mcp/mef,22*L1^2,54*L1,-13*L1^2,0,0, 0, 0, 0, 0 
22*L1^2, 4*L1^3, 13*L1^2, -3*L1^3, 0, 0, 0, 0, 0, 0
54*L1,13*L1^2,156*(L1+L2)+m1/mef,22*(L2^2-L2^1),54*L2,-13*L2^2,0,0,0,0 
-13*L1^2,-3*L1^3,22*(L2^2-L2^1),4*(L1^3+L2^3),13*L2^2,-3*L2^3,0,0,0,0 
0, 0, 54*L2, 13*L2^2,156*(L2+L3)+mr/mef,22*(L3^2-L2^2),54*L3,-13*L3^2,0,0 
0, 0, -13*L2^2,-3*L2^3, 22*(L3^2-L2^2), 4*(L2^3+L3^3),13*L3^2,-3*L3^3,0,0 
0, 0, 0,0,54*L3, 13*L3^2,156*(L3+L4)+m2/mef,22*(L4^2-L3^2),54*L4,-13*L4^2 
0, 0, 0,0,-13*L3^2,-3*L3^3,22*(L4^2-L3^2),4*(L3^3+L4^3), 13*L4^2, -3*L4^3 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 54*L4, 13*L4^2, 156*L4,-22*L4^2 
0, 0, 0, 0, 0, 0, -13*L4^2, -3*L4^3,-22*L4^2, 4*L4^3];
My=Mx;



3 1 / 0 3 / 1 9  0 9 : 3 6 P M  C : \ U s e r s \ i m t i v \ D e s k t o p \ T e s i s \ P r i m e r a  r e d a c c i o n \ m o d e l o  m a t . m  3 o f  3

APÉNDICE A. PRO G RAM AS Y  BLOQUES DE SIM ULACIÓN 77

%% M a t r i c e s  g l o b a l e s  d e  r i g i d e z  
k e f = E * I n ;
K x = k e f * [ l 2 / L 1 * 3  + k 1 / k e f , 6 / L 1 * 2 ,  - 1 2 / L 1 * 3 ,  6 / L 1 * 2 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 
6 / L 1 * 2 ,  4 / L 1 ,  - 6 / L 1 * 2 ,  2 / L 1 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0
- 1 2 / L 1 * 3 , 6 / L 1 * 2 , 1 2 / L 1 * 3 + 1 2 / L 2 * 3 + k x 2 / k e f , 6 / L 2 * 2 - 6 / L 1 * 2 , - 1 2 / L 2 * 3 , 6 / L 2 * 2 , 0 , 0 , 0 , 0
6 / L 1 * 2 , 2 / L 1 , 6 / L 2 * 2 - 6 / L 1 * 2 , 4 / L 1 + 4 / L 2 , - 6 / L 2 * 2 , 2 / L 2 , 0 , 0 , 0 , 0
0 , 0 , - 1 2 / L 2 * 3 ,  - 6 / L 2 * 2 , 1 2 / L 2 * 3 + 1 2 / L 3 * 3 , 6 / L 3 * 2 - 6 / L 2 * 2 ,  - 1 2 / L 3 * 3 ,  6 / L 3 ^ 2 , 0 , 0  
0 , 0 , 6 / L 2 * 2 ,  2 / L 2 ,  6 / L 3 ^ 2 - 6 / L 2 ^ 2 ,  4 / L 2 + 4 / L 3 ,  - 6 / L 3 ^ 2 ,  2 / L 3 ,  0 ,  0
0 , 0 , 0 , 0 , - 1 2 / L 3 ^ 3 , - 6 / L 3 * 2 , 1 2 / L 3 * 3 + 1 2 / L 4 * 3 + k x 3 / k e f , 6 / L 4 * 2 - 6 / L 3 ^ 2 , - 1 2 / L 4 * 3 ,  6 / L 4 ^ 2  
0 , 0 , 0 , 0 , 6 / L 3 * 2 , 2 / L 3 ,  6 / L 4 ^ 2 - 6 / L 3 ^ 2 ,  4 / L 3 + 4 / L 4 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  2 / L 4  
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , - 1 2 / L 4 * 3 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  1 2 / L 4 ^ 3 , - 6 / L 4 ^ 2  
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 6 / L 4 * 2 ,  2 / L 4 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  4 / L 4 ] ;
K y = k e f * [ 1 2 / L 1 ^ 3 + k 1 / k e f , 6 / L 1 ^ 2 , - 1 2 / L 1 * 3 ,  6 / L 1 ^ 2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0  
6 / L 1 * 2 ,  4 / L 1 ,  - 6 / L 1 * 2 ,  2 / L 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0
- 1 2 / L 1 * 3 , 6 / L 1 * 2 , 1 2 / L 1 * 3 + 1 2 / L 2 * 3 + k y 2 / k e f , 6 / L 2 * 2 - 6 / L 1 * 2 , - 1 2 / L 2 * 3 , 6 / L 2 * 2 , 0 , 0 , 0 , 0  
6 / L 1 * 2 ,  2 / L 1 ,  6 / L 2 * 2 - 6 / L 1 * 2 ,  4 / L 1 + 4 / L 2 ,  - 6 / L 2 ^ 2 ,  2 / L 2 , 0 , 0 , 0 , 0  
0 , 0 , - 1 2 / L 2 * 3 ,  - 6 / L 2 * 2 , 1 2 / L 2 * 3 + 1 2 / L 3 * 3 , 6 / L 3 * 2 - 6 / L 2 * 2 , - 1 2 / l 3 * 3 , 6 / L 3 * 2 , 0 , 0  
0 , 0 , 6 / L 2 * 2 ,  2 / L 2 ,  6 / L 3 ^ 2 - 6 / L 2 ^ 2 ,  4 / L 2 + 4 / L 3 ,  - 6 / L 3 ^ 2 , 2 / L 3 , 0 , 0
0 , 0 , 0 , 0 , - 1 2 / L 3 * 3 ,  - 6 / L 3 ^ 2 , 1 2 / L 3 * 3 + 1 2 / L 4 * 3 + k y 3 / k e f , 6 / L 4 ^ 2 - 6 / L 3 * 2 , - 1 2 / L 4 * 3 ,  6 / L 4 ^ 2  
0 , 0 , 0 , 0 , 6 / L 3 * 2 ,  2 / L 3 ,  6 / L 4 ^ 2 - 6 / L 3 ^ 2 ,  4 / L 3 + 4 / L 4 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  2 / L 4  
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ,  - 1 2 / L 4 * 3 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  1 2 / L 4 ^ 3 , - 6 / L 4 ^ 2  
0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 6 / L 4 * 2 ,  2 / L 4 ,  - 6 / L 4 ^ 2 ,  4 / L 4 ] ;
%% Matrices de amortiguamiento
Cx=(alphax*(Mx))+(bethax*(Kx));
Cy=(alphay*(My))+(bethay*(Ky));
%% V e c t o r e s  d e  a c e l e r a c i ó n  p a r a  l a  p r o g r a m a c i ó n  a  b l o q u e s
DDx=(inv(Mx))*(Fx-(Cx*Dx)-(Kx*x));
DDy=(inv(My))*(Fy-(Cy*Dy)-(Ky*y));
salidas=[DDy;DDx];
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'DISAI
Automatic Systems ACOPLAMIENTOS FLEXIBLES

T-962 448 450 www.disai.net!■■■■■■■ . JUliiillHIllilRI
■  Importancia del acoplamiento
En un gran número de montajes mecánicos se presen­
ta el problema de la transmisión del movimiento entre 
los ejes o árboles de las máquinas. El acoplamiento es 
la forma más sencilla de conseguir esta transmisión ya 
que opera uniendo los extremos de dichos árboles, 
transmitiendo de esta forma la rotación del uno al otro. 
De una buena resolución de dicha transmisión depen­
de, no sólo el correcto funcionamiento del equipo, sino 
también la vida útil de los encóders o máquinas acopla­
das.

Desalineamiento radial

1-----1 1 F “" í r >
P r 1— l T

■  Selección
La selección de un acoplamiento debe ser un compro­
miso entre factores como el coste, el espacio de monta­
je, la duración prevista y las prestaciones de transmi­
sión, que deben satisfacer los requerimientos tales 
como:

■  Absorción de las desalineaciones y carga sobre 
los ejes

Debido a los errores dimensionales inherentes a todo 
montaje mecánico, los ejes correspondientes a los 
árboles a unir mantendrán entre sí unas diferencias 
posicionales o "desalineaciones" que dificultan la trans­
misión del movimiento. Estas desalineaciones pueden 
ser axiales, radiales o angulares.

Desalineamiento angular

máximos admisibles que se adjuntan en las tablas para 
cada modelo.

■  Par a transmitir
No tiene importancia en acoplamientos para sistemas 
de medida. Para accionamientos de potencia se deberá 
comprobar que el par a transmitir sea menor que el par 
nominal adjuntado en las tablas de prestaciones, en un 
margen más grande cuanto mayor sea la desalineación 
previsible.

■  Precisión cinemática
En sistemas de medida y accionamientos de gran pre­
cisión es importante que el acoplamiento no provoque 
desfases posicionales entre los árboles.
Todos los modelos de la gama ENCO-FLEX están libres 
de juego torsional y sólo el OLDHAM puede adquirir un 
cierto juego después de un tiempo de funcionamiento 
con un desalineamiento radial importante (que se puede 
corregir substituyendo el disco). Si el par resistente o la 
inercia en el eje conducido son importantes, se pueden 
producir desfases debidos a la elasticidad torsional del 
acoplamiento. En estos casos se evitará utilizar mode­
los poco rígidos como el SPRING-FLEX o POLY-FLEX.

■  Velocidad de rotación
Los OLDHAM-FLEX y SPRING-FLEX no son adecua­
dos para ejes de gran velocidad, especialmente si exis­
ten desalineamientos importantes. Para el resto de aco­
plamientos debe tenerse en cuenta que la vida útil de 
los mismos está en función de la fatiga y, por tanto, de 
la velocidad a la que operan.

Desplazamiento axial

En todos los casos el sistema de acoplamiento utilizado 
para la transmisión deberá ser capaz de absorberlas, 
evitando los efectos nocivos de cargas sobre los ejes, 
rodamientos, apoyos y bastidores. Las desalineaciones 
también provocan fatiga o desgaste en el acoplamiento, 
por tanto, al escogerlo deberá tenerse en cuenta la velo­
cidad de rotación, minorando los desalineamientos

■  Fijación a los ejes
Los acoplamientos pueden suministrarse con fijación 
por prisioneros (2 a 90°) o con brida-abrazadera inte­
gral.
La fijación por abrazadera tiene la ventaja que no pro­
duce marcas en los ejes, resistiendo mejor la inversio­
nes bruscas y las vibraciones. La fijación por prisione­
ros resulta más económica y permite utilizar diámetros 
de eje mayores para un mismo acoplamiento. El incon­
veniente de los prisioneros es que estos pueden produ­
cir mellas sobre los ejes. Además pueden aflojarse debi­
do a vibraciones, lo cual puede evitarse fijándolos con 
un adhesivo semi-permanente.

(■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■a
www.hohner.es - info@hohner.es - Tel.: (00 34) 972 160 017 - Fax:(00 34)972 160 230

hnhner
A U T O M A TIC O S S .L .

http://www.disai.net
http://www.hohner.es
mailto:info@hohner.es
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Rodamientos FAG oscilantes de bolas
Jaulas ■ Aptitud para altas velocidades ■ Tratamiento térmico • Pesos ■ Carga equivalente ■ Medidas auxiliares

Jaulas
Los rodamientos oscilantes de bolas con jaulas de 
poli amida 66 reforzada con fibra de vidrio tienen 
el sufijo TV. Las jaulas de poliamida soportan 
temperaturas constantes de hasta 120° C. Al lu­
bricar con aceite aditivado, este puede perjudicar 
la vida en servicio de la jaula de poliamida. Un es­
tado envejecido del aceite también puede afectar 
la vida en servicio de la jaula por lo cual, es nece­
sario observar los intervalos recomendados para el 
cambio de aceite (ver también Pág. 85).
Las jaulas macizas de latón guiadas por las bolas se 
reconocen por el sufijo M.

▼ Jaulas estándar de los rodamientos oscilantes de bolas
Serie Jaula maciza Jaula maciza

de poliamida de latón
(TV) (M)
Número característico
del agujero

10 8
12 hasta 18 a partir de 19
13 hasta 13 a partir de 14
22 hasta 13, 15, 16, 18 14,17, a partir de 19
23 hasta 13 a partir de 14
112 04 hasta 12
Bajo demanda también son suministrables otras ejecuciones
de jaula. Con tales jaulas la aptitud para altas velocidades y
temperaturas así como las capacidades de carga pueden di­
ferir de los valores para rodamientos con jaulas estándar.

Tratamiento térmico
Los rodamientos FAG oscilantes de bolas se some­
ten a un tratamiento térmico de manera que se 
pueden utilizar para temperaturas de servicio de 
hasta 150° C. En rodamientos con jaula de polia­
mida hay que observar el límite de aplicación del 
material. En rodamientos obturados hay que te­
ner en cuenta los límites establecidos.

Pesos
Los pesos indicados en las tablas valen tanto para 
los rodamientos con agujero cilindrico como para 
los rodamientos con agujero cónico. En los roda­
mientos con manguito de montaje se incluye el 
peso del manguito de forma separada.

Carga dinámica equivalente

P = Fr + Y • Fa [kN] para -  S e

Fr

P= 0,65 ■ Fr +Y ■ E, [kN] para —  >  e

F r

Los valores de Y, y e se indican en las tablas.
Aptitud para altas velocidades
Los conceptos generales sobre adaptación a altas 
velocidades se exponen en las páginas 87 7  si­
guientes.
Bajo condiciones de servicio adecuadas, la veloci­
dad de referencia puede superar a la velocidad lí­
mite. En el caso de tener condiciones de servicio 
especiales, estas deben de tenerse en cuenta para 
determinar el valor de la velocidad térmicamente 
permisible de servicio.
Cuando en las tablas se indica una velocidad de 
referencia mayor que la velocidad límite, no debe­
mos utilizar este valor mayor.
En rodamientos con obturaciones rozantes (ejecu­
ción 2RS) es la velocidad deslizante permisible de 
los labios obturadores la que limita la velocidad de 
giro de modo que no se ha indicado la velocidad 
de referencia.

Carga estática equivalente
[kN]

Los factores axiales Yn se indican en las tablas.

Medidas auxiliares
En la página 123 se encuentra información gene­
ral sobre las medidas auxiliares de estos rodamien-

En las tablas se indican los valores máximos del 
radio rg de la garganta y los diámetros de los resal­
tes.
Al montar rodamientos oscilantes de bolas con 
manguitos de montaje hay que tener en cuenta las 
medidas del aro de apoyo.

FAG 248
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Rodamientos FAG oscilantes de bolas
Medidas auxiliares • Sufijos

En algunos rodamientos oscilantes de bolas hay 
que tener en cuenta además que las bolas sobresa­
len algo. Los tipos en que las bolas sobresalen algo 
más son los siguientes:

Rodamientos Resalte Resalte

Sufijos
C3 Juego radial mayor que el normal 
K Agujero cónico
M Jaula maciza de latón, guiada por las bolas 
.2RS Dos tapas de obturación 
TV Jaula maciza de poliamida reforzada con 

fibra de vidrio, guiada por las bolas

1319M
1320M
1321M
1322M

1,6
2.4
2.5 
2,7

249 | FAG



Rodamientos FAG oscilantes de bolas
con agujero cilindrico y  cónico

Jm

Los rodamientos pueden alcanzar una duración 
de vida ilimitada, si C0/Pq28 , verPág.41.

;
□ H ,

B

Agujero cilindrico Agujero cónico (cono 1:12) Aro interior ancho

Eje Dimensiones Peso

d D B r, B; D, H H, J J, 
min ~ ~ ~ ~ ~

mm kg

Capacidad de carga • Factor

din. Fa/FrSe FVFr>e estát. 
C e  Y Y Co Y0

kN kN

Velocidad Velocidad Denominación Medidas auxiliares 
límite de referencia abreviada

Rodamiento D, D2 rg
min max max 

min-1 FAG mm

5 5 19 6 0.3 14.4 10.1 0.01 2.5 0.35 1.82 2.82 0.48 1.91 36000 40000 135TV 7.4 16.6 0.3

6 6 19 6  0.3 14.4 10.1 0.M& 2.5 0.35 1.82 2.82 0.48 1.91 36000 45000 126TV 8.4 16.6 0.3

2.65 0.33 1.92 2.97 0.56 2.01 36000 43000 9.4 19.6 0.3

2.65 0.33 1.92 2.97 0.56 2.01 10.6 19.4 0.3

_0*22_L25_MI_0*2_
0.32 1,95 3.02 1.2

0.58 1.09 1.t 2200TV Í~4|2
2200.2RS.TV 14.2

2.62 1.27 1.77

12 32 14 0.6 26.2 17.1 0.05 9 0.53 1.2 1.85 1.96 1.25 26000 28000 2201TV 16.2 27.8 0.6
12 32 14 0,6 25,4 27,9 18,2 16,2 0,058 5,6 0,37 1,69 2,62 1.27 1.77 17000 2201.2RS.TV 16,2 27,8 0.6

35IS= ~ ó ¿ ~
_0*6_

2.88 1.76 1.95 26000 28000

_ 2 9 J _____ 30,9_____20J_____ 1 9 _
0.057 

_0*061__
9.15 0.46 1.37 2.13 2,08 1.44^5 ge— i:t6Zj îi 24000

15000
2202TV------------- Í9 X "J S I O i L

~~34~8 ~~22̂5 0.111 16 0,51 1,23 1,91 3,75 1,29... 18000 200Ó SI 2302TV 20,6

~40~40

1203TV

~34̂
32.1

¿á.9 — 045— 0 7 — 0 2 — 575----T4T
8 ol33 1.93 ¿ 9 9  ¿ 0 4  ¿03 2203.2RS.TV ~2UT~

35.0
~TÜT~

~Ó ^~~06~
-37T- ~ 12.5 0.32 1.94 3 3.2 2.03 1800Ó 20Ó00 ' 1303TV

19un ~ T O ~ 26.1 Ó. 155 13.4 0.53 1.19 1.85 3,2 1.25
12.5 0,32___ 1,94 3______ 3 ¿ ____ g 03_

17000
11000

19000 2303TV________ 22.6
2303.2RS.TV___ 2Z§_23,9 QJI§

0.28 2.24 3.46 2,65 2.34 
0 ^ 8  2|24 3;46 ¿ e S  2^4

1204TV 25.61¿Ó4K.TV.¿¿ 25̂1129.2
~ ^ 2~

0.1 18 ~ÓJÍ6~ 18000~18ÓÓÓ~ 24000
24000

0.28 2.24 3.46 2.65 2.34

14.3 0.44 1.45 2.24 3.55 1.51
2204.2RS.TV 25.60.28 2.24 3.46 2.65 Z34

12.5 0.29 2.17 3.35 3.35 2.27

FAG 250 Bajo demanda también son suministrables otras ejecuciones; no duden en oontactarnos. 251 FAG
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REBARBAR Y
PDMPFR APKTAS

DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: A L U M IN Io  6061 PESO(gr): 560
VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm

FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: HOJA 1 DE3

DIBUJ. 07/02/201? C. IV A N  A L B E R T O  L O PE Z  LO PEZ INST ir UTCION:
UNIVERSIDAD DEL PAPALOAPAN

APROB. 07/02/2019 D R . A L V A R O  C A B R E R A  A M A D O C A M P U S  L O M A  B O N I T /
CONJUNTO:

E N SA M B LE: B A SE  M O T O R  M A X O N
DEPARTAMENTO:

IN G E N IE R IA  E N  M E C A T R Ó N IC A

TÍTULO:
E N SA M B LE: B A SE  M O T O R  M A X O N

N.° DE DIBUJO  ̂ ^ Carta

D

C

B

A

O. D
ibujos 

técnicos
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REBARBAR Y DESIGNACION Y ÓBSERVACDNES MATERIAL: ALU M IN IO  6061 PESO(gr): 340

VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm

FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: j  . 2 H O JA 2 DE 3

DIBUJ. 07/02 /20 ] 9 C. IV  A N  A L B E R T O  LO PE Z  LO PEZ INSTITUTCION:
U N I V E R S I D A D  D E L  P A P A L O A P A N

CAMPUS LOMA BONITAAPROB. 07/02/2019 D R . A L V A R O  C A B R E R A  AM A D O

CONJUNTO:
EN SA M B LE: B A SE  M O T O R  M A X O N

DEPARTAMENTO:
IN G EN ÍER IA  E N  M E C A T R Ó N IC A

TITULO:
B A SE  FRO N TA L

N.° DE DIBUJO  ̂ i Carta

D

C

B

A
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6 5 4 3 2 1
2 X  0  5 . 5 0  P O R  T O D O

2 X M 5

REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: ALUM INIO 6061 PESO(gr): 220

VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm
FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: j  ^ HO JA3 DE 3

DIBUJ. 07/02/2019 C. IV A N  ALBERTO  LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
T IN IV F .R S T D A D  DF.T, P A P A I  O A P A N

APROB. 07/02/2019 D R. A LV A RO  CA BRERA  AM ADO C A M P U S  L O M A  B O N IT A
CONJUNTO:

ENSAM BLE: BA SE M O TO R M AXO N
DEPARTAMENTO:

IN GENÍERIA E N  M ECA TRÓ N ICA

TITULO:
BA SE PO ST ERIO R

N.° DE DIBUJO 1 1 Carta

ó I 5 I 4 I 3 I 2 I 1
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REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: PESO(gr): 980
VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm

FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: j  ^ HOJA 1 DE5

DIBUJ. 07/02/2019 C. IVAN ALBERTO LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
T IN IV F .R S T D A D  DF.T, P A P A I  O A P A N

APROB. 07/02/2019 DR. ALVARO CABRERA AMADO CA M PU S LO M A  BONITA
CONJUNTO:

ENSAMBLE: SOPORTE RIGIDO
DEPARTAMENTO:

INGENÍERIA EN MECATRÓNICA

TITULO:
ENSAMBLE

N.° DE DIBUJO -j ^ Carta

D

C

B

A

3
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REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: ALUM INIO 6061 PESO(gr): 90

VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm
FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: | j HO JA3 DE 5

DIBUJ. 07/02/2019 C. IVAN ALBERTO LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
T IN IV F .R S T D A D  DF.T, P A P A I  O A P A N

APROB. 07/02/2019 DR. ALVARO CABRERA AMADO CAMPUS LOMA BONITA
CONJUNTO:

ENSAMBLE: SOPORTE RIGIDO
DEPARTAMENTO:

INGENÍERIA EN MECATRÓNICA
TITULO:

TACON
N.° DE DIBUJO -j ^ Carta

D

C

B

A

3
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REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: BRONCE PESO(gr): 150
VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm

FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: 2 \ HOJA4 DE 5

DIBUJ. 07/02/2019 C. IVAN ALBERTO LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
T IN IV F .R S T D A D  DF.T, P A P A I O A P A N

APROB. 07/02/2019 DR. ALVARO CABRERA AMADO CA M PU S LO M A  BONITA
CONJUNTO:

ENSAMBLE: SOPORTE RIGIDO
DEPARTAMENTO:

INGENÍERIA EN MECATRÓNICA

TITULO:
BUJE

N.° DE DIBUJO 1 1 Carta
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REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: ALUM INIO 6061 PESO(gr): 30

VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm
FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: 2 \ HOJA5 DE 5

DIBUJ. 07/02/2019 C. IVAN ALBERTO LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
U N IV E R S I D A D  DF.T, P A P A I  O A P A N

APROB. 07/02/2019 DR. ALVARO CABRERA AMADO CAMPUS LOMA BONITA
CONJUNTO:

ENSAMBLE: SOPORTE RIGIDO
DEPARTAMENTO:

INGENÍERIA EN MECATRÓNICA
TITULO:

CLAMP DE CORREA SINCRONA
N.° DE DIBUJO 1 1 Carta
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REBARBAR Y DESIGNACION Y OBSERVACIONES MATERIAL: A L U M IN Io  6061 PESO(gr): 50
VIVAS TOLERANCIAS: DIMENSIONES: mm

FECHA NOMBRE FIRMA ESCALA: | j HO JA2 DE 3

DIBUJ. 07/02/2019 C. IVAN ALBERTO LOPEZ LOPEZ INSTITUTCIÓN:
T IN IV F .R S T D A D  DF.T, P A P A I  O A P A N

APROB. 07/02/2019 DR. ALVARO CABRERA AMADO CA M PU S LO M A  BONITA
CONJUNTO:

ENSAMBLE: SOPORTE DE POLEAS
DEPARTAMENTO:

INGENÍERIA EN MECATRÓNICA

TITULO:
SOPORTE LATERAL

N.° DE DIBUJO 1 1 Carta
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