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1. Introduccién

Este capitulo expositorio se encuentra ubicado dentro de dos ramas de la Ma-
tematica: Topologia y Sistemas Dinamicos. Un sistema dindmico es una pareja
formada por un espacio topologico X (espacio fase) y una funciéon f: X — X,y
es denotado por (X, f). Dependiendo de las propiedades del espacio fase o de la
funcién, se han definido y clasificado tipos de sistemas dinamicos (clases de fun-
ciones dindmicas). Dentro de los sistemas dinamicos mas conocidos y estudiados
hoy en dia se encuentran los siguientes: exactos, mezclantes, transitivos, débilmen-
te mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, cadticos, minimales e
irreducibles [8, 12, 14]. El estudio de estos sistemas ha cobrado tanta popularidad
que ha sido llevado a otras areas de la matemaética, como por ejemplo a la teoria de
hiperespacios [4, 10, 15]. Ademas, estas clases de funciones han dado pie a la de-
finicién de otras: érbita-transitivas, estrictamente érbita-transitivas, w-transitivas,
TT, 4, suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticas, totalmente minima-
les, dispersoras, Touhey y los F-sistemas [2, 21, 9, 17]. Dentro de la teoria de los
sistemas dindmicos discretos resulta importante e interesante conocer las relaciones
que existen entre los distintos tipos de sistemas.

En [6], F. Barragan y A. Rojas realizan un estudio detallado de las siguien-
tes clases de funciones: exactas, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas, caoticas, minimales, irreducibles,
semiabiertas, turbulentas, orbita-transitivas, estrictamente oérbita-transitivas, w-
transitivas, IN, TT y TT,,. En dicho articulo estudian relaciones que existen
entre estas clases de funciones para un caso general (X espacio topolégico y f cual-
quier funcion). Ademas, mediante la construccion de contraejemplos se verifica que
estas contenciones entre clases de funciones son propias en su mayoria. Finalmente,
se dan condiciones al espacio fase o a la funcion para obtener contenciones que no
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son posibles para el caso general. Siguiendo estas ideas, en el presente capitulo se
introducen y se analizan maés clases de funciones del tipo dinamicas: exactas en el
sentido de Akin-Auslander-Nagar, completamente exactas, fuertemente transitivas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transi-
tivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente producto transitivas. El trabajo
esta basado en algunas partes del articulo de E. Akin, J. Auslander y A. Nagar,
Variations on the concept of topological transitivity [1], del cual hemos extraido
algunos resultados y detallado sus demostraciones.

Para un mejor desarrollo de este capitulo, se ha distribuido su contenido en cin-
co secciones. En la Seccién 2 se presentan los conceptos basicos necesarios para una
completa comprensién del capitulo. En la Seccién 3 se revisan algunos resultados
preliminares que facilitaran el desarrollo de la Seccién 5. En la Seccién 4 se presen-
tan las definiciones de las funciones exactas en el sentido de Akin-Auslander-Nagar,
completamente exactas, fuertemente transitivas en el sentido de Akin-Auslander-
Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transiti-
vas y fuertemente producto transitivas, se muestran relaciones entre ellas y relacio-
nes de éstas con las clases de funciones estudiadas en [6]. Ademads, en esta seccion
también se analizan contraejemplos que demuestran que estas contenciones entre
clases son propias. Finalmente, en la Seccion 5 se revisan algunos resultados que se
obtienen al pedir condiciones adicionales al espacio fase o a la funcion.

2. Preliminares

En esta secciéon presentamos la notacion y conceptos basicos necesarios para un
buen desarrollo de este capitulo.

Considerando un espacio topologico X y un subconjunto A de X, el interior y
cerradura de A en X los denotamos por intx (A) y clx(A4), respectivamente. Si no
existe riesgo de confusion escribiremos simplemente int(A) y cl(A). Como es usual,
denotamos por N, Z y Z al conjunto de los ntimeros naturales, nimeros enteros y
nimeros enteros no negativos, respectivamente.

Definicién 2.1. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},
sea X; un conjunto no vacio. Se define y denota su producto cartesiano como el
conjunto:

m

HXi ={(z1,...,2m) : 2; € X;, para cada i € {1,...,m}}.

i=1
Cuando X1 = Xy = -+ = X,,, al conjunto H:ll X; se le denota por X{".
Definicién 2.2. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},

sea (X;,7;) un espacio topoldgico. La topologia producto X sobre el conjunto
H:‘i1 X, es la topologia que tiene como base la coleccion 8 ={Uy x --- x Uy, : U; €
7, para cada i € {1,...,m}}. El espacio topoldgico ([];~, Xi,X) se llama espacio
producto de la familia {(X;,7;)}™, y se denota simplemente por [[~, X;.

Definicién 2.3. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},
sea X; un conjunto no vacio y f; : X; — X; una funcion. Se define la funcion
producto [, fi : [[i~, Xi — [1/~, Xi como:

<H fz) ((1‘1, s ’xm)) = (fl(xl)’ .- -afm(xm))’
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para cada (z1,...,2m) € [1im, X;.
Cuando f1 = fo =+ = fm ala funcion []}2, fi se le denota por f™.

Definicién 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico, v € X y ¢ > 0. La bola abierta
con centro en x y radio €, se define y denota por:

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.

Definicion 2.5. Sean X un espacio topoldgico y E un subconjunto de X. Se dice
que E es denso en X sicl(E) = X.

A continuacion se presenta una caracterizacion de conjunto denso que serd
fundamental para este capitulo, la prueba de este resultado se puede consultar en
[13, pag. 173].

Teorema 2.6. Sean X un espacio topologico y E C X. El conjunto E es denso si
y sdlo si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, se cumple que UNE # (.

Definicién 2.7. Un sistema dindmico es una pareja formada por un espacio
topoldgico X y una funcidn f: X — X y lo denotamos por (X, f).

Para referirse al sistema dinamico (X, f) generalmente se hace referencia uni-
camente a la funcion f.

Por otro lado, si f : X — X es una funcion, para cada k € N, la k-ésima
iteracion de f la definimos como la composicion reiterada de f consigo misma
k veces y la denotamos por f*. Estoes, f2 = fof, f> = fofofy en general
1 = fo fF. Se entiende que f' = f y definimos f° = idx (la funcién identidad
en X). No es dificil ver que f* o f* = fk+5 y (f*)* = f¥s. Para un subconjunto A
de X y k un entero, denotamos por f¥(A) a la imagen de A bajo f* cuando k >0
y la preimagen bajo f*I cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un
tinico punto x, escribimos f~*(x) para denotar al conjunto f~*({z}), donde k > 0.

Uno de los conceptos mas importantes en el estudio de los sistemas dindmicos
discretos es el de orbita de un punto, el cual presentamos a continuacion.

Definicién 2.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. La érbita de un punto x € X
bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto {x, f(x), f*(x),...}. Esto es:

Oz, f) ={f"(z) :n € Zy }.

La orbita de un punto puede llegar a ser un conjunto finito, denso o tener
alguna otra propiedad. Estas propiedades van a depender fuertemente del punto x
que se tome. Esto da pie a la definicion de clases de puntos.

Definicién 2.9. Sean (X, f) un sistema dindmico y x,y € X. Se dice que x es:

(1) punto fijo de f si f(z) = x.

(2) Punto periédico de f si existe k € N tal que f*(x) = z. El conjunto de
puntos periddicos de f es denotado por Per(f).

(8) Punto transitivo de f si O(x, f) es denso en X. El conjunto de todos los
puntos transitivos de f es denotado por trans(f).

(4) Punto recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
€U, existe | €N tal que f'(z) € U.

(5) Punto casi-periddico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x € U, eriste | €N tal que f*'(z) € U para todo k > 0.

(6) Punto no errante de [ si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x €U, eriste | €N tal que f{(U)NU # 0.
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(7) Punto w-limite de y bajo f si para cualquier k € N y para cada subconjunto
abierto U de X tal que x € U, existe un entero positivo | > k tal que f'(y) € U.
El conjunto de puntos w-limite de y bajo f, es denotado por w(y, f) y es llamado
conjunto w-limite de y.

Proposicion 2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Entonces se cum-

plen las siguientes condiciones:

(1) Six es un punto fijo de f, entonces x es un punto periédico de f.

(2) Six es un punto periddico de f, entonces x es un punto casi-periddico de f.

(8) Six es un punto casi-periddico de f, entonces x es un punto recurrente de f.

(4) Si x es un punto transitivo de f y f es continua, entonces x es un punto
recurrente de f.

(5) Si x es un punto recurrente de f, entonces x es un punto no errante de f.

DEMOSTRACION: La prueba de (1) se sigue directamente de la definicion.

(2) Supongamos que z un punto periddico de f. De aqui, existe n € N tal que
f™(z) = x. Sean U un subconjunto abierto de X tal que x € U y k > 0. Puesto que
fFn(x) = (f")*(x) = x, para cada k > 0, se tiene que = es un punto casi-periédico
de f.

(8) Supongamos que x es un punto casi-periddico de f y sea U un subconjunto
abierto de X tal que 2 € U. De aqui, existe | € N tal que f*(z) € U para todo
k > 0. En particular, para k = 1, f!(z) € U. Por lo tanto, x es un punto recurrente
de f.

(4) Supongamos que x es un punto transitivo de f y sea U un subconjunto abierto de
X tal que = € U. Puesto que f es continua, O(z, f)N f~1(U) # (. En consecuencia,
existe I} € Z, tal que fi(x) € f~Y(U). De aqui, fa*(z) € f(f~1(U)) C U. Por
lo tanto, existe [ € N tal que f!(x) € U y asi, x es un punto recurrente de f.

(5) Supongamos que x es un punto recurrente de f y sea U un subconjunto abierto
no vacio de X tal que x € U. De aqui, existe [ € N tal que f!(z) € U. En conse-
cuencia, fl(z) € f{(U)NU y asi, fL(U)NU # 0. Por lo tanto, = es un punto no
errante de f. ([

Transitivo

l

Fijo — Periédico — Casi-periédico — Recurrente — No errante

FicurA 1. Relaciones entre clases de puntos.

Sin embargo, los reciprocos no se cumplen en general.

Ejemplo 2.11. Sean X = {% :n € N}U{0} con la topologia cofinitay f: X — X
dada por
1

1
f(O)—Oyf<n) =TT para cada n € N.

1
Sean U un subconjunto abierto de X y n € N tal que — € U. De aqui, existe

1 1
ng € N con ng > n tal que U = {:ZGNU{O}}U{}UV, con V un
ng + 1 n
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1
subconjunto finito de X. Notemos que f(mo—m)k <> € U, para cada k > 0. Por lo
n

tanto, — es un punto casi-periodico pero no es periodico.
n

Ejemplo 2.12. Sean X = [0,1] con la topologia usual y f : X — X la funcion
dada por

2x, si0<ax<i:

_ = 92y
f(x)—{ x—%, si%<x§1.

No es dificil verificar que x = 1 es un punto periodico pero no es fijo.

Ejemplo 2.13. Sean X = [0,1] con la topologia usual y f : X — X la funcion
dada por

2z, s$i0<x< i
= - 27
f(@) {x—%, si%ﬁxﬁl.

Notemos que si U es un abierto en [0,1] tal que 1 € U, entonces se cumple que
f2(U)NU # 0. De aqui, x = 1 es un punto no errante. Sin embargo, v =1 no es
recurrente ya que para el abierto U = (%, 1] se cumple que f"(1) € U, para cada
n € N.

Ejemplo 2.14. Sea f: X — X como en el Ejemplo 2.12. Claramente x =1 es un
punto recurrente pero mo es transitivo.

Ejemplo 2.15. Sean X = {1,2,3} con la topologia 7 = {0,{1,2}, X} y f: X - X

dada por f(1) =2, f(2) =3y f(3) = 3. Se cumple que x = 1 es un punto recurrente
pero no es casi-periodico.

Definicién 2.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X.
Se define el siguiente conjunto:

ny(A,B)={keN: AN f*(B) # 0}.

Definicion 2.17. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto de X y f :
X — X una funcion. Se dice que A es +invariante bajo f si f(A) C A, A es
—invariante bajo f si f~1(A) C A, A es débilmente —invariante bajo f si
AC f(A) y A es invariante bajo f si f(A) = A.

Observacion 2.18. Sea (X, f) un sistema dindmico. El conjunto O(z, f) es +invariante
bajo f.

Retomando el concepto de sistema dindmico, estos objetos matematicos quedan

completamente determinados por las propiedades del espacio fase y de la funcién.
De esta manera, se han clasificado varios tipos de sistemas dinamicos o clases de
funciones dindmicas. Dentro de las funciones més conocidas y estudiadas en el area
de los sistemas dindmicos (y también en otras areas), se encuentran los siguientes.

Definicién 2.19. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

(1)
(2)
(3)
(4)

exacta si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que
FH(U) = X.

Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
existe N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N.

Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
existe k € N tal que f*(U) NV # 0.

Débilmente mezclante si f*? es transitiva.
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(5) Totalmente transitiva si f° es transitiva, para cada s € N.
(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
existe s € N tal que X = J;_, f¥(U).
(7) Cadtica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definicion corresponde
al caos en el sentido de Devaney [5, pag. 332]).
(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cudl es no vacio,
cerrado e invariante.
(9) Irreducible si el unico subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es
A=X.
(10) Orbita-transitiva si existe v € X tal que cl(O(x, f)) = X.
(11) Estrictamente orbita-transitiva si existe x € X tal que cl(O(f(z), f)) = X.
(12) w-transitiva si existe v € X tal que w(z, f) = X.
(18) TT4+ si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
el conjunto ny(U, V) es infinito.
(14) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topoldgico Y y cualquier
funcion transitiva, g : Y — Y, la funcion f x g es transitiva.
(15) Exactamente Devaney cadtica si f es exacta y Per(f) es denso en X.
(16) Totalmente minimal si para cada s € N, f* es minimal.
(17) Dispersora si para cualquier espacio topoldgico Y y cualquier funcion mini-
mal, g: Y =Y, la funcion f X g es transitiva.
(18) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no wvacios U y V de X,
existen un punto periddico xr € U y k € Z tales que f*(x) € V.
(19) Un F-sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 2 presentamos las relaciones que se dan de manera
general entre las funciones dadas en la Definicién 2.19. Es decir, considerando a X
como cualquier espacio topolégico y a f : X — X cualquier funcién. La prueba de
estas inclusiones se pueden consultar en [3, 6, 7] y [17]. Por conveniencia, deno-
tamos con T. transitiva, F. transitiva, E. Devaney caoética y E. orbita-transitiva a
las funciones totalmente transitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney
cadticas y estrictamente érbita-transitivas, respectivamente.

Lema 2.20. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces f es exacta si y sdlo si,
para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe N € N tal que f*(U) = X,
para cada k > N.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es exacta y sea U un subconjunto abierto no
vacio de X. De aqui, existe N € N tal que fV(U) = X. Si k > N, entonces existe
1 €7y tal que k =1+ N. Asi, f*(U) = fL(fN(U)) = fY(X). Por otro lado, por el
diagrama de la Figura 2, ya que f es exacta, f es sobreyectiva. En consecuencia,
fY(X) = X. Por lo tanto, f*(U) = X. O

Una pregunta que surge de manera natural, es si estas contenciones entre clases
son propias. En [6], F. Barragan y A. Rojas, mediante la construccion de contra-
ejemplos muestran que la mayoria de estas contenciones son propias. En el mismo
trabajo se dan condiciones bajo las cuales algunos de estos sistemas son equivalen-
tes.

En la Secciéon 4 introduciremos mas funciones dindmicas y veremos qué rela-
ciones existen entre éstas y las funciones definidas en la presente seccion.
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Sobreyectiva <——— Exacta Suavemente mezclante
Irreducible Mezclante — Débilmente mezclante
Un F-sistema —— T. transitiva F. transitiva

Touhey ———  Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

v

E. Devaney caética TT, 4 Dispersora E. érbita-transitiva

Orbita-transitiva

F1GURA 2. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

3. Resultados preliminares

Dedicamos esta secciéon al andlisis de resultados que necesitaremos para un
mejor desarrollo de la Seccion 5.

Una prueba detallada del Teorema de Baire se puede consultar en [20, Teorema
15, pag. 139].

Teorema 3.1 (Teorema de Baire). Sean X un espacio métrico completo y {A,}>2 4
una coleccion de conjuntos no vacios, abiertos y densos en X. Entonces se cumple

que A=,2; Ap #0.

Teorema 3.2. Sean X un espacio topoldgico compacto y {X,}52, una familia de
subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que X, 11 C X,, para cada n € N.
Entonces se cumple que ﬂzozl X, # 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que (), X, = 0. Luego, X = X\(N_, X,). De
aqui, [J,, (X\X,,) = X. Puesto que X es compacto y X\X, es abierto, para cada
n € N, existen nq,...,ny tales que X = U?:l(X\an)‘ Sea m = méx{ny,...,nk}.
Luego, X = X\X,,. De aqui, X,,, = 0. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Moy Xn # 0. O
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Lema 3.3. Para cada k € N se cumple lo siguiente:

2 om1
U |30 | =01
m=0

DEMOSTRACION: La prueba se hard por inducciéon sobre k. Si k = 1, entonces

U [52] - (3] o [33] -

Supongamos que el resultado se cumple para k y veamos que se cumple para
ok+1_q

1
E+4+1.Sea U = U [2:11,7;:1} y pongamos s = 2F*1. De aqui:
m=0
[0 1} [1 2} [52 51] {51 s]
U = |[-,-|ul=2|u-u : U 2
s s s's s s s s

[0 2 2 4 2kt 9 gkl
= g gert | Y g gerr | VoY T gk

[0 1 12 2k —1 2k

= oY | VY T
k

B 2 Tm om+1

B QO ok’ ok

= [0,1].

Como se queria demostrar. O

Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién dada por:

2x siz<i
T(x) = ’ %’
2—-2zx, siz> 3
Esta funcién se conoce como la funcion tienda y a continuacién presentamos una
de sus tantas propiedades.

Teorema 3.4. La funcidn tienda es exacta en el intervalo [0, 1].

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de [0, 1]. De aqui, existen
a,b € [0,1] tales que a < by (a,b) C U. Se tiene que b — a > 0. Luego, por la
propiedad Arquimediana, eXiste N € N tal que 2N < b — a. Por otro lado, ya que
2N > 2N, se cumple que N < b—a. En consecuencia, 2% < b*7“ y asi, 2% < 1’77“
Ahora bien, por el Lema 3 3

2N

T [m om+1
m=0
Puesto que a € [0,1], existe [ € {0,. — 1} tal que 3 < a < L. Veamos
que L2 <b. Supongamos que b < ”2 De aqui, L2 — QLN >b— s >b—a. En

consecuenaa, 2N > b—ay asi, QN > b . Lo cual es una contradlcmon. Por lo tanto,
B2 <byasia <L <2 <b. Lo cual implica que [55t, L] C (a,b). Pongamos
m =141, de[16, Pr0p051c1on 1.6.2], TV : [QﬂN, 7"2—#] — [0, 1] es un homeomorfismo,
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Consecuentemente, TV es sobreyectiva y asi, TV ([2%, 24*]) = [0,1]. De aqui,
[0,1] € TN((a,b)) € TN (U). Por lo tanto, f es exacta. O

Como podemos observar en el Ejemplo 3.5, si un conjunto es +invariante,
—invariante, débilmente —invariante o invariante, no siempre ocurre que su clausura
tenga la misma propiedad.

Ejemplo 3.5. Sean X = [0, 1] con la topologia usual y f : X — X la funcion dada
por

x, 20§m<%;
fl@)=q 1 si T = g3
2 —13), sii<z<l

=

Notemos que f ((07 %)) = (0, %) Esto es, el conjunto (
riante. Sin embargo, f([ ,%]):[ ,Q)U{ }Z[ ]y
no es ni +invariante ni invariante. Por otro lado, (% % .
(17 %) es débilmente —invariante, pero cl ((l l)) ( 1

) es +invariante e inva-
consecuencia, cl ((0, %))
C f((5.3)), es decir,
1
4

1
)2
enc

~—

b P 12 (( %))):[4’2)U{ }
También, f~' ((5.3)) = (3.3) pero f71([3:3]) = [3:2) {3} £ [3.3]. Delo
anterior se concluye que en gemeral un conjunto +invariante, —invariante, débil-
mente —invariante o invariante, no hereda la respectiva propiedades a su clausura.

Ahora nos interesa saber bajo qué condiciones la cerradura de un conjunto
+invariante, —invariante, débilmente —invariante o invariante se hereda la respec-
tiva propiedad.

Teorema 3.6. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, f : X — X
una funcidn continua y A C X. Si A es +invariante, débilmente —invariante o
invariante, entonces cl(A) es +invariante, débilmente —invariante o invariante,
respectivamente.

DEMOSTRACION: Dado que f es continua, f(cl(A)) C cl(f(A)). Por otro lado, ya
que X es compacto, cl(A) es compacto y ademds, como f es continua f(cl(A)) es
compacto. Finalmente, puesto que X es de Hausdorff, f(cl(A)) es cerrado. Es decir,
f(cl(A)) = cl(f(cl(A))). Por lo tanto, cl(f(A)) C cl(f(cl(A))) = f(cl(A)).

Ahora bien, si A es +invariante, entonces f(cl(A)) = cl(f(A4)) C cl(A) y asi,
cl(A) es +invariante. Si A es débilmente —invariante, entonces cl(A) C cl(f(A)) =
f(cl(A)). De aqui, cl(A) es débilmente —invariante. Finalmente, si A es invariante,
entonces f(cl(4)) = cl(f(A)) = cl(A). Por lo tanto, cl(A) es invariante. O

Teorema 3.7. Sean X un espacio topoldgico, f : X — X wuna funcion abierta y
ACX. Si A es —invariante, entonces cl(A) es —invariante.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es —invariante y sean x € f~1(cl(4)) y U
un subconjunto abierto de X tal que z € U. Esto es, f(x) € cl(4) y f(z) € f(U).
Como f es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y asi, f(U) N A # 0. De aqui,
existe a € U tal que f(a) € A. Esto implica que a € f~1(A) N U. Finalmente,
x €cl(f~H(A)) yast, f~1(cl(A)) C cl(f~1(A)). Méas atin, ya que A es —invariante,
F7(cl(A)) C cl(A). Por lo tanto, cl(A) es —invariante. O

De la Definicion 2.17 se deduce facilmente que todo conjunto invariante es
también +invariante. Sin embargo, existen conjuntos +invariantes que no son in-
variantes. En el Teorema 3.8 se dan condiciones bajo las cuales es posible construir
un conjunto invariante a partir de uno +invariante.
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Teorema 3.8. Sean X wun espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, f : X —
X wuna funcion continua y A un subconjunto cerrado no vacio de X. Si A es
+invariante, entonces A contiene a un subconjunto no vacio, cerrado e invariante.

DEMOSTRACION: Sean Ag = Ay para cada n € N, consideremos A,, = f™*(A4). No-
temos que, para todo n € Z,., A, es un subconjunto cerrado y no vacio, pues X es
compacto y de Hausdorff y f es continua, ademas A, 1 = f"1(A4) = f*(f(A)) C
f™(A) = A,. Es decir, {4,}52, es una sucesion decreciente de subconjuntos ce-
rrados no vacios de X. Pongamos B = ﬂzozo A, claramente B es cerrado y, por
el Teorema 3.2, es no vacio. Ahora veamos que B es +invariante bajo f. Primero
observemos que, para cada n € N, f(A4,) = f(f*(A)) = f"*1(A) = A,41. De aqui,

o0 (o] o0 (o]
f(B)f<ﬂ An> C () f(A) =14 C [ An=B

n=0 n=0 n=1 n=0
Asi, B es +invariante. Finalmente, veamos que B es débilmente —invariante. Sea
x € B. De aqui, para cadan € Zy, x € A,+1 = f(A,) y, en consecuencia, existe
z € A, tal que f(z) = z. Asi, f~1(z) N A,, # 0. Como X es de Hausdorff y f es
continua, para cada n € Z,, f~!(z) N A, es un subconjunto cerrado y no vacio y
ademéas f~1(z)NA,41 C f~1(z)NA,. De lo anterior se tiene que {f~1(z) N A, }52,
es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados y no vacios. Nuevamente, por
el Teorema 3.2, (°_,(f~*(z) N A,) # 0. Por otro lado, N.—,(f~'(z) N 4,) =

n=0
f~Y(x) N B por lo cual, f~1(x) N B # 0 y asi, existe z € B tal que f(z) = x,
esto prueba que B es débilmente —invariante. Por lo tanto, B es un subconjunto

invariante de X contenido en A. O

Recordemos que una funcién es minimal si no existe un subconjunto propio
cerrado no vacio e invariante en el espacio fase. Por otro lado, existen subconjuntos
+invariantes que no son invariantes. Asi que podria darse el caso en el que, en un
sistema minimal exista un subconjunto propio cerrado, no vacio y +invariante. Sin
embargo, si el espacio fase es compacto y de Hausdorff y la funcion es continua,
también podemos descartar la existencia de subconjuntos propios cerrados no vacios
y +invariantes en un sistema minimal.

Teorema 3.9. Sean X un espacio topolégico compacto y de Hausdorffy f: X — X
una funcion continua. Si f es minimal, entonces no ezisten subconjuntos propios
de X que sean no vacios, cerrados y +invariantes.

DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto propio de X el cual es cerrado no vacio y
+invariante. De aqui, por el Teorema 3.8, existe un subconjunto F de A cerrado no
vacio e invariante. Puesto que f es minimal, se tiene que £ = X y asi, A = X, lo
cual es una contradicciéon. Por lo tanto, no existen subconjuntos propios de X que
sean cerrados no vacios y +invariantes. ([l

Teorema 3.10. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorffy f: X —
X wuna funcion continua. Si X no tiene subconjuntos propios no vacios cerrados y
“+invariantes, entonces para cada x € X, x € trans(f).

DEMOSTRACION: Sea x € X. Por la Observacion 2.18 y el Teorema 3.6, cl(O(z, f))
es un subconjunto cerrado no vacio y +invariante. Asi, por hipotesis, cl(O(z, f)) =
X. Esto es = € trans(f). O
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Teorema 3.11. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorffy f: X —
X una funcidn continua. Si f es minimal, entonces f es transitiva.

DEMOSTRACION: Si f es minimal, por el Teorema 3.9, X no tiene subconjuntos
propios no vacios, cerrados y +invariantes. De aqui, por el Teorema 3.10, trans(f) =
X. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X y = € U. Por hipétesis,
VN O(x, f) # 0. De aqui, existe n € Z4 tal que f*(z) € V. Luego, f"(z) €
f™(U)NV.Por lo tanto, f es transitiva. O

Teorema 3.12. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X wuna funcion conti-
nua. Si f es transitiva, entonces para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
Uo—, f7™(U) es un subconjunto abierto y denso en X.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Ya que f es
continua, [ J;2; f~™(U) es abierto. Por otro lado, puesto que f es transitiva, existe
no € Ntal que f™(V)NU # 0. De aqui, VNf~"0(U) # 0y asi, V(Uy—y f~"(U)) #
0. Por lo tanto, J,—, f~"(U) es un subconjunto denso en X. O

Teorema 3.13. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X wuna funcidn. Si
trans(f) = X, entonces para cada subconjunto abierto no vacio U de X se cumple

que U,Z, f7(U) = X.

DEMOSTRACION: Sean U un subconjunto abierto no vacio de X y = € X. Por
hipotesis, O(f(z), f) NU # 0. De aqui, existe n € N tal que f*(z) € U. Esto es,
z € f~"(U). Por lo tanto, z € J,—, f"(U) y ast, U,—, f™(U) = X. O

Finalizamos esta seccién con un resultado que muestra una relaciéon entre una
funciéon transitiva y una funcion orbita-transitiva. Observe que en el caso general
no hay relacién entre estas dos clases de funciones.

Teorema 3.14. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. St f es transitiva, entonces f es orbita-transitiva.

DEMOSTRACION: Puesto que X es métrico y compacto, para cada k € N exis-
ten puntos iy, Tk, ...,k € X tales que X = U;k:lB(xjk7%). Sea {U;}2, la
colecciéon formada por todas estas bolas abiertas. Esto es:

U1 = B(LEH, 1),U2 = B(l‘gl, 1),. . .,Ull = B(:Z?lll, 1)

1 1 1
U,+1 =B <$12, 2> U2 =D (3522, 2) yoos Uiy, = B <$122, 2)

1
Uyt1,41 =8B (5513, 3)

Luego, para cada i € N, pongamos A; = |J,-_, f~™(U;). Claramente, para cada
i € N, A; es un subconjunto abierto de X y por el Teorema 3.12, A; es denso en X.
Luego, por el Teorema de Baire, A = ()7, A; # (). Veamos que para cada = € A,
x es un punto transitivo. Sean zy € A y U un subconjunto abierto no vacio de X.
Asi, podemos tomar yo € U y €y > 0 tales que B(yp,€p) C U. Ahora sea k € N tal
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que % <ZF. Yaquey €U CX = U;Lil B(zj, %), existe jo € {1,...,n} tal que
Yo € B(zjyk, 1)- Notemos que si z € B(zjyy, 1), entonces:

1 1 € €
d(z’yo) = d(z7xj0k) + d(zjokvyo) < E + E < 50 + 50 = €g.

En consecuencia, z € B(yo,€0) y asi, B(xjyk, %) C B(yo,€0)- De lo anterior se
tiene que yo € B(zjyk, %) C B(yo,€0) C U. Por otro lado, ya que z € A, z € A;
para cada i € Ny asi, z € p._, f~™(B(zjyk, %)) De aqui, existe n € N tal que
z € f7"(B(xjyk, 1)), lo cual implica que:

piore (1 (5 (s ) € 8 (s D) € B

Finalmente, O(z, f) N U # 0 luego, O(z, f) es denso en X. Por lo tanto, = es un
punto transitivo de f y asi, f es érbita-transitiva. O

4. Mas clases de funciones dinamicas

Dedicamos esta seccion a la introduccion de més clases de funciones dinadmicas
y veremos coémo éstas se relacionan con las clases de funciones proporcionadas en
la Definicion 2.19, para el caso general.

Definicién 4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

(1) exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para cada par de sub-
conjuntos abiertos no vacios U y'V de X, existe k € N tal que f*(U)Nf* (V) #
0.

(2) Completamente exacta si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios
UyV de X, existe k € N tal que int(f*(U) N f*(V)) # 0.

(3) Fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para
cada subconjunto abierto no vacio U de X, | J;—, f*(U) = X.

(4) Muy fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U
de X, ezriste N € N tal que U,Ij:l fHU) = X.

(5) Exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y 'V
de X, Ur—, (f*(U) N fE(V)) es denso en X.

(6) Fuertemente exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, Ur—, (f*(U) N fE(V)) = X.

(7) Fuertemente producto transitiva si para cada k € Z,, f** es fuertemente
transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aqui en adelante nos referiremos a las funciones exacta
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar con exacta en el sentido de Akin y fuertemente transitiva
en el sentido de Akin, respectivamente.

Proposicion 4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones.

(1) Si f es completamente exacta, entonces f es exacta en el sentido de Akin.

(2) Si f es exacta, entonces [ es exacta en el sentido de Akin.

(8) Si f es muy fuertemente transitiva, entonces [ es fuertemente transitiva en el
sentido de Akin.

(4) Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es transitiva.
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(5) Si f es fuertemente exacta transitiva, entonces [ es exacta transitiva.

(6) Si f es exacta transitiva, entonces [ es transitiva.

(7) Si [ es fuertemente producto transitiva, entonces f es fuertemente transitiva
en el sentido de Akin.

DEMOSTRACION: (1) Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios de X. De aqui, existe k € N tal que int(f*(U) N
fE(V)) # 0. Puesto que int(f*(U) N fF(V)) C fEU) N fF(V), se tiene que f*(U)N
f¥(V) # 0. Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.
(2) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. Por el Lema 2.20, existen N1, No € N tales que f*(U) = X y f*(V) = X,
para cada k; > Ny y ko > No. De aqui, ff1+*2(U) = X y fF1+k2(V) = X. Por lo
tanto, fFtk2(U)N fAtk2(V) #£ 0 y asi, f es exacta en el sentido de Akin.
(8) Supongamos que f es muy fuertemente transitiva y sea U un subconjunto
abierto no vacio de X. De aqui, existe N € N tal que Uiv=1 fF(U) = X. Dado que
Ue_, F5(U) U, fR(U), se tiene que >, f¥(U) = X. Por lo tanto, f es exacta
en el sentido de Akin.
(4) Supongamos que f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios de X . De aqui, -, fF(U) = X y en consecuencia,
para cada v € V, existe k; € N tal que v € f*1(U). Por lo tanto, existe k € N tal
que fF(U)YNV # 0y asi, f es transitiva.
(5) Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva y sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios de X. De aqui, Ug—,(f*(U) N f*(V)) = X. En consecuencia,
para cualquier abierto no vacio W de X, (Up—, (f*(U)N fE(V))) N W # 0y asi,
U, (f*(U) N f¥(V)) es un subconjunto denso en X. Por lo tanto, f es exacta
transitiva.
(6) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de X. De aqui, ;= (f*(U) N f¥(U)) = Uz, f¥(U) es denso en X. En
consecuencia, (Up—, fH¥(U)) NV # 0y asi, existe k1 € N tal que f*(U)NV # 0.
Por lo tanto, f es transitiva.

La prueba de (7) se sigue directamente de las definiciones. ]

En el diagrama de la Figura 3 se resumen los resultados obtenidos en la Pro-
posicion 4.2.

Otras relaciones entre las funciones de la Definicién 4.1 que no aparecen en el
diagrama de la Figura 3 son las que se muestran a continuacién.

Teorema 4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Si f es exacta, entonces f es muy fuertemente transitiva.

(2) Si f es exacta, entonces f es fuertemente producto transitiva.

(8) Si f es exacta, entonces [ es exacta transitiva.

(4) Si f es fuertemente producto transitiva, entonces | es fuertemente exacta tran-
sitiva.

(5) Si f es exacta transitiva, entonces f es exacta en el sentido de Akin.

DEMOSTRACION: La prueba de (1) se sigue directamente de las definiciones.
(2) Supongamos que f es exacta y sea k € Z,. Por [18, Teorema 4.3], f** es
exacta. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X **. De aqui, existe [ € N tal que
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(f*FHU) = X<k, Por lo tanto, | J;=, (f*%)1(U) = X** y asi, f** es fuertemente
transitiva en el sentido de Akin.

(8) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. De aqui, existen I1,l € N tales que f*(U) = X y f2(V) = X. Ademés, por el
Lema 2.20, fli+2(U)N fati2(V) = X. De aqui, para cualquier subconjunto abierto
no vacio W de X, se cumple que (f*+2(U)N fati2(V))NW # (. En consecuencia,
(UpZy fEU)Y N f5(V)) n W # 0. Por lo tanto, Uy, f¥(U) N f¥(V) es denso en X
y asi, f es exacta transitiva.

(4) Supongamos que f es fuertemente producto transitiva y sean U y V' subconjun-
tos abiertos no vacios de X. Ya que f*? es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin, se tiene que (J;—, (f*?)*(U x V) = X*2.Siz € X, entonces existe k1 € N tal
que (z,z) € (f*2H)* (U x V). Esto es, (z,7) € f*(U) x f¥1(V), lo cual implica que
z € fR(U)N fF (V). Por lo tanto, z € Uy, f5(U)N f*(V) y asi, f es fuertemente
exacta transitiva.

(5) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de X. De aqui, [J;—, f*(U) N f*(V) es denso en X. Consecuentemente,
(Unzy FHU)YN f5(V)) NU # 0, lo cual implica que existen k1 € Ny z € X tales
que z € fF1(U)N f*(V)NU. Finalmente, f*(U) N f* (V) # (). Por lo tanto, f es
exacta en el sentido de Akin. O

Los siguientes son ejemplos de funciones con las propiedades presentadas en la
Definicién 4.1.

Ejemplo 4.4. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por

—(2+422), si —1<z<—3;

. 1 1.

flx)=4q 2z, si —5 <z < g;
2 — 2z, sii<az<l

Esta funcién es exacta en el sentido de Akin.

En efecto, por el Teorema 3.4, f |[071] ¥ [ |(-1,00 son funciones exactas, por lo
que cualquier intervalo abierto contenido en [0,1] o [—1, 0], eventualmente cubrira
a [0,1] o a [-1, 0], respectivamente, cuya interseccion es {0}, y puesto que 0 es un
punto fijo de f, para cada par de intervalos abiertos U y V de [—1, 1], existird n € N
tal que 0 € f*(U) N f*(V). Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.

Ejemplo 4.5. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por

—(2+422), si —1<z<—3;
flz) = 2z, S1 —%gxgé;
3 — 4z, si%ﬁxﬁl.

Esta funcion es completamente exacta.

En efecto, observemos que f es una funcion abierta y que cualquier intervalo
abierto O C [—1,0]U[2, 1] cumplira que f(O) C [~1,0] y, por tanto, f*(0) C [-1,0]
para toda k € N. Ademas, la imagen de O va “creciendo” después de cada iteracion,
de manera que existe una ng € N tal que f™*(0) = (—1,0) para toda n > ny.

Ahora bien, si O C [0, 2], existe alguna m € N tal que f™(0) N [3,1] # 0, lo
que significa que f™+1(0) N (—1,0) # 0.

De esta forma, para cada par de abiertos no vacios U y V de X, siempre
existird alguna ko € N tal que f*(U) N f* (V)N (=1,0) # 0. Por lo tanto f es
completamente exacta.
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Ejemplo 4.6. Dado que la funcion tienda T es exacta, por el Teorema 4.3, T
es muy fuertemente transitiva, fuertemente producto transitiva, exacta transitiva y
fuertemente ezacta transitiva. Ademds, por la Proposicion 4.2, (3), T es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin.

Como era de esperarse, las contenciones entre clases de funciones que se mues-
tran en el diagrama de la Figura 3 son propias. Los contraejemplos para las funciones
de la Definicion 2.19 se pueden consultar en [6]. Para las funciones de la Definicion
4.1, se tienen los siguientes.

Exacta en
el sentido <—— Completamente
de Akin exacta
Sobreyectiva <———— Exacta Suavemente Fuertemente

producto

mezclante s
/ transitiva

Mezclante —— Débilmente
mezclante

Muy fuer- Fuertemente
temente ..
.. transitiva
transitiva
Fuertemente
. Totalmente transitiva Fuertemente
Un F-sistema — " en el exacta
transitiva . L.
sentido transitiva
de Akin
Exacta
transitiva

/

Touhey ———— Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

Exactamente /

TT, Dispersora Estrictamente
orbita-transitiva

Devaney
cadtica

orbita-transitiva

FigUurA 3. Inclusiones entre clases de funciones, caso general.



174 6. MAS NOCIONES RELACIONADAS CON LA TRANSITIVIDAD TOPOLOGICA

Ejemplo 4.7. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por
—(2+2x), si —lgxﬁ—%;
flz) =1 2z, si—s<z< i
2 — 2z, si%<x§1.
Se tiene que f es exacta en el sentido de Akin y f no es completamente exacta.

En efecto, sean (a,b) y (¢,d) en [—1,1]. Se tienen los siguientes casos:
Caso (1): (a,b), (¢,d) € [0,1] o (a,b), (¢,d) C [—1, 0]. Puesto que en el intervalo [0, 1]
la funcién f coincide con la funcién tienda y ademas la funcién tienda es exacta, por
el Lema 2.20, existen N1, Ny € N tales que f*'((a,b)) = [0,1] y f*2((c,d)) = [0,1],
para cada k; > Ny y ko > Ny. De aqui, para k¥ = max{kq, k2} se cumple que
E((a, b)) 0 f*((¢e,d)) # 0. Si (a,b),(c,d) C [~1,0], con un argumento analogo al
anterior se tiene que f*((a,b)) N f*((c,d)) # () para un k € N.
Caso (2): 0 € (a,b) 0 0 € (¢,d). Si 0 € (a,b), entonces existe k € N tal que
E((a,b)) = [-1,1] y asi, f¥((a,b)) N f¥((c,d)) = f¥((c,d)) # 0. Analogamente, si
0 € (c,d), entonces existe k € N tal que f*((a,b)) C f*((c,d)) = [-1,1] y por lo
tanto f((a,b)) N f* (¢ d)) # 0.
Caso (3): (a,b) C[-1,0] y (¢,d) C [0,1]. En este caso, existen ki1, ko € N tales que
*((a,0)) = [0,1] y f*2((¢,d)) = [~1,0]. De aqui, para N = méx{ky, ko} se cumple
que f*((a,b)) N f¥((c,d)) = {0}, para cada k > N.

De los casos (1), (2) y (3) se concluye que f es una funcion exacta en el sentido
de Akin. Ademaés, por el caso (3), se tiene que f no es completamente exacta.

Ejemplo 4.8. Sean X = {1 :n e N} U{0} C[0,1] con la topologia T = {A C X :
X\Aes finito} y f : X — X la funcion dada por f (%) = n%‘_l, para cadan # 0 y
f(0) = 0. Entonces f es exacta transitiva pero no es fuertemente exacta transitiva.
En efecto, para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de
X, 0 € U (fFU) n fR(V) y ast, Upe, (fF(U) N f¥(V)) es denso en X. Sin
embargo, para los abiertos U = { : n € N\{1,2,3,4}}U{0} y V ={1 :n e
N\{1,2,3}} U {0}, se cumple que ;2 (f*(U) N f*(V)) # X.
Ejemplo 4.9. Sea f: X — X como en el Ejemplo 4.8. Entonces f es exacta en
el sentido de Akin pero no es exacta.

En efecto, para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X se
cumple que 0 € f(U)Nf(V) yasi, f(U)Nf(V) # 0. En consecuencia, f es exacta en
el sentido de Akin. Sin embargo, para el conjunto abierto U = { % : n € N\{1}}u{0}
y para cada k € N, se cumple que 1 € f*(U). Por lo tanto, f no es exacta.

Ejemplo 4.10. Sea f : X — X como en el Ejemplo 4.8. Se cumple que f es
transitiva pero no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.

En efecto, si U y V son subconjuntos abiertos no vacios de X, entonces U =
[0, %] U, y v = [0, %} UWs con n,m € Ny Wy, Wy C X finitos. Se cumple
que, para cada n € N, f*(U) = {0, ﬁ} U fr(Wh). Asi, f/(U) NV # 0, para
cada n € N. En consecuencia, f es transitiva. Por otro lado, para el abierto U =
{% in € N\{1,2,3}} U {0} y para cada k € N, se cumple que (o, f*(U) # X.
Por lo tanto, f no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.
Ejemplo 4.11. Sea S* = {e*™ :a € [0,1]} y f: St — S dada por f(0) =0+ k
donde % es irracional. De aqui, [ es transitiva pero no es exacta en el sentido de
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Akin [11, Ejemplo 1]. Por otro lado, por el Teorema 4.3, se sabe que toda funcion
exacta transitiva es exacta en el sentido de Akin. Por lo tanto, f no puede ser una
funcién exacta transitiva.

5. Condiciones al espacio fase o a la funcién

En esta seccion analizamos otras relaciones que se pueden establecer entre las
funciones presentadas en las definiciones 2.19 y 4.1 cuando se piden condiciones
adicionales al espacio fase o a la funcion.

Para el caso general no es posible establecer una relacion entre las funciones
completamente exactas y transitivas. Sin embargo, para funciones continuas cuyo
conjunto de puntos peridédicos es denso, se puede establecer el siguiente:

Teorema 5.1. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcion continua tal
que Per(f) es denso en X. Si f es completamente exacta, entonces f es transitiva.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V sub-
conjuntos abiertos no vacios de X. Por hipotesis, existe [ € N tal que int(f'(U) N
fYV)) # 0. Esto es, existe un subconjunto abierto no vacio W de X tal que
W C f(U) N fYV). Sea a € W. De aqui, existe x € V tal que f'(z) = a, lo
cual implica que f~'({a}) = f~' (f' ({z})). Ya que {z} C f~' (f' ({2})), entonces
{z} € f~'({a}) € f~Y(W). En consecuencia, = € f~{(W) N V. Ademés, ya que
f es continua, T = f~!{(W) NV es un subconjunto abierto no vacio de X y dado
que Per(f) es un subconjunto denso, existen s € T'y m € N tales que f™(s) = s.
Notemos que para cada p € N, se cumple que fP™(s) = s, lo cual implica que
podemos tomar i > [ tal que fi(s) = s. Por otra parte, ya que s € f~{(W) NV,
se tiene que f!(s) € f' (f~/(W)) € W. Ademas, como W C f{(U) n fY(V), existe
u € U tal que f'(u) = f!(s). De aqui:

i) =71 w) = 17 (F(s) = fi(s) = s.
Finalmente, s € f4(U)NV. Por lo tanto, f{(U)NV # 0 y asi, f es transitiva. 0

Teorema 5.2. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si
f es exacta en el sentido de Akin, entonces f es completamente exacta.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Como f es
exacta en el sentido de Akin, existe n € N tal que f*(U) N f*(V) # 0. Por otro
lado, ya que f es abierta, f™(U)N f*(V) es un subconjunto abierto de X, de aqui,
int(f™(U) N (V) = f~(U) N (V). Por lo tanto, int(f*(U) N f*(V)) # 0 y asi,
f es completamente exacta. O

Teorema 5.3. Sean X un espacio topoldgico compacto y f : X — X una funcion
abierta. Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es muy
fuertemente transitiva.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Dado que f es
abierta, para cada | € N, f!/(U) es un subconjunto abierto. Ademas, ya que f es
fuertemente transitiva en el sentido de Akin, (Jy—, f*(U) = X. Asi, {f/(U) : | € N}
es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita
de X, {fll(U),fl2,...7fl5(U)} con s € N. Sea N = méax{ly,...,ls}. De aqui,
Ufgvzl fF(U) = X. Por lo tanto, f es muy fuertemente transitiva. O
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Teorema 5.4. Sean X un espacio métrico compacto y perfecto y f : X — X una
funcion continua. Si f es transitiva y completamente exacta, entonces f es exacta
transitiva.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Ya que f es
completamente exacta, existe kg € N tal que int (fko (U) N fho (V)) # (). Mas atn,
como

feyn vy < | (FFU)n ),
k=1
se tiene que

int (f*(U) N f*(V)) C int (U Fuyn f‘“(V)) :
k=1

Asi, int(Uy—, f5(U) N f*(V)) # 0. Por otro lado, por el Teorema 3.14, f es orbita-
transitiva. Esto es, existe € X tal que cl(O(z, f)) = X. De aqui, int(Jy—, f5(U)N
FE(V))NO(z, f) # 0. Consecuentemente, existe I € Z tal que f'(z) € Up—, (f*(U)N
fE(V)). Luego, para cada s € N, f5(f!(z)) € Upe, (f*(U) N fE(V)) y asi,
o(f'(x), f) € JF @) n fFv)).
k=1

Por otro lado, ya que = es un punto transitivo, de [19, Lema 1.3.16], se tiene que
f(x) también es un punto transitivo, esto es, O(f!(z), f) es denso en X. Por lo
tanto, Up—, (f¥(U) N f*(V)) es un subconjunto denso de X y asi, f es exacta
transitiva. (]

Teorema 5.5. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si
f es fuertemente transitiva, entonces f es muy fuertemente transitiva.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Puesto que f
es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y como f es fuertemente transitiva,
existe s € N tal que X = U_, f*(f(U)) = UL, fi(U). Por lo tanto, f es muy
fuertemente transitiva. O

Teorema 5.6. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si

f es fuertemente transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin.

DEMOSTRACION: Si f es fuertemente transitiva, por el Teorema 5.5, f es muy fuer-
temente transitiva. Ademas, por el Diagrama de la Figura 3, si f es muy fuertemente
transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin. O

Teorema 5.7. Sean X un espacio topologico compacto y de Hausdorffy f: X — X
una funcion continua. Si f es minimal, entonces f es fuertemente transitiva en el
sentido de Akin.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es minimal y sea U un subconjunto abierto
no vacio de X. Por el Teorema 3.9, X no tiene subconjuntos propios no vacios
cerrados y +invariantes. Ademaés, por el Teorema 3.10, trans(f) = X y asi, por el
Teorema 3.13, |J;~, f~"(U) = X. Dado que f es una funcién continua, se cumple
que para cada n € N, f="(U) es un subconjunto abierto de X. Esto es, {f~"™(U) :
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n € N} es una cubierta abierta para X y como X es compacto, existe N € N

tal que Ugil f~™(U) = X. Por otro lado, como f es minimal, por el Teorema

3.11, f es transitiva. Veamos que ademads f es sobreyectiva. Notemos que para
cualquier subconjunto abierto no vacio U de X se cumple que UZO:1 f™(U) es un
subconjunto denso, pues f es transitiva. Ademas, ya que (J,—, f*(U) C f(X), se
cumple que f(X) también es un subconjunto denso. Esto es cl(f(X)) = X. Ya que
X es compacto y f continua, f(X) es compacto y como X es de Hausdorff, f(X)
es cerrado. En consecuencia, f(X) = X, esto es, f es sobreyectiva. Esto implica
que fN*1 también es sobreyectiva. Asi:

N
fNJrl(X) _ fN+1 U ffn(U)

n=1

= MO u )
FNHL (f_l(U)) U N+ (f_Q(U)) U--- U fN+L (f—N )
@) u (A (rO) ) v u (Y (YD)
= MOy U)u---uf)

= U ().

Por lo tanto, X = Uf:;l fU) y asi, f es muy fuertemente transitiva. O

Para finalizar este capitulo, invitamos al lector a seguir recopilando mas clases
de funciones dinamicas y, de ser posible, seguir expandiendo el diagrama de la
Figura 3.
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