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1. Introducción

Este capítulo expositorio se encuentra ubicado dentro de dos ramas de la Ma-
temática: Topología y Sistemas Dinámicos. Un sistema dinámico es una pareja
formada por un espacio topológico X (espacio fase) y una función f : X → X, y
es denotado por (X, f). Dependiendo de las propiedades del espacio fase o de la
función, se han de�nido y clasi�cado tipos de sistemas dinámicos (clases de fun-
ciones dinámicas). Dentro de los sistemas dinámicos más conocidos y estudiados
hoy en día se encuentran los siguientes: exactos, mezclantes, transitivos, débilmen-
te mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caóticos, minimales e
irreducibles [8, 12, 14]. El estudio de estos sistemas ha cobrado tanta popularidad
que ha sido llevado a otras áreas de la matemática, como por ejemplo a la teoría de
hiperespacios [4, 10, 15]. Además, estas clases de funciones han dado pie a la de-
�nición de otras: órbita-transitivas, estrictamente órbita-transitivas, ω-transitivas,
TT++, suavemente mezclantes, exactamente Devaney caóticas, totalmente minima-
les, dispersoras, Touhey y los F -sistemas [2, 21, 9, 17]. Dentro de la teoría de los
sistemas dinámicos discretos resulta importante e interesante conocer las relaciones
que existen entre los distintos tipos de sistemas.

En [6], F. Barragán y A. Rojas realizan un estudio detallado de las siguien-
tes clases de funciones: exactas, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas, caóticas, minimales, irreducibles,
semiabiertas, turbulentas, órbita-transitivas, estrictamente órbita-transitivas, ω-
transitivas, IN , TT y TT++. En dicho artículo estudian relaciones que existen
entre estas clases de funciones para un caso general (X espacio topológico y f cual-
quier función). Además, mediante la construcción de contraejemplos se veri�ca que
estas contenciones entre clases de funciones son propias en su mayoría. Finalmente,
se dan condiciones al espacio fase o a la función para obtener contenciones que no
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son posibles para el caso general. Siguiendo estas ideas, en el presente capítulo se
introducen y se analizan más clases de funciones del tipo dinámicas: exactas en el
sentido de Akin-Auslander-Nagar, completamente exactas, fuertemente transitivas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transi-
tivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente producto transitivas. El trabajo
está basado en algunas partes del artículo de E. Akin, J. Auslander y A. Nagar,
Variations on the concept of topological transitivity [1], del cuál hemos extraído
algunos resultados y detallado sus demostraciones.

Para un mejor desarrollo de este capítulo, se ha distribuido su contenido en cin-
co secciones. En la Sección 2 se presentan los conceptos básicos necesarios para una
completa comprensión del capítulo. En la Sección 3 se revisan algunos resultados
preliminares que facilitarán el desarrollo de la Sección 5. En la Sección 4 se presen-
tan las de�niciones de las funciones exactas en el sentido de Akin-Auslander-Nagar,
completamente exactas, fuertemente transitivas en el sentido de Akin-Auslander-
Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transiti-
vas y fuertemente producto transitivas, se muestran relaciones entre ellas y relacio-
nes de éstas con las clases de funciones estudiadas en [6]. Además, en esta sección
también se analizan contraejemplos que demuestran que estas contenciones entre
clases son propias. Finalmente, en la Sección 5 se revisan algunos resultados que se
obtienen al pedir condiciones adicionales al espacio fase o a la función.

2. Preliminares

En esta sección presentamos la notación y conceptos básicos necesarios para un
buen desarrollo de este capítulo.

Considerando un espacio topológico X y un subconjunto A de X, el interior y
cerradura de A en X los denotamos por intX(A) y clX(A), respectivamente. Si no
existe riesgo de confusión escribiremos simplemente int(A) y cl(A). Como es usual,
denotamos por N, Z y Z+ al conjunto de los números naturales, números enteros y
números enteros no negativos, respectivamente.

De�nición 2.1. Seanm un entero mayor o igual que dos y para cada i ∈ {1, . . . ,m},
sea Xi un conjunto no vacío. Se de�ne y denota su producto cartesiano como el
conjunto:

m∏
i=1

Xi = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Cuando X1 = X2 = · · · = Xm al conjunto
∏m
i=1Xi se le denota por Xm

1 .

De�nición 2.2. Seanm un entero mayor o igual que dos y para cada i ∈ {1, . . . ,m},
sea (Xi, τi) un espacio topológico. La topología producto X sobre el conjunto∏m
i=1Xi es la topología que tiene como base la colección β = {U1 × · · · ×Um : Ui ∈

τi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}. El espacio topológico (
∏m
i=1Xi,X) se llama espacio

producto de la familia {(Xi, τi)}mi=1 y se denota simplemente por
∏m
i=1Xi.

De�nición 2.3. Seanm un entero mayor o igual que dos y para cada i ∈ {1, . . . ,m},
sea Xi un conjunto no vacío y fi : Xi → Xi una función. Se de�ne la función
producto

∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi como:(

m∏
i=1

fi

)
((x1, . . . , xm)) = (f1(x1), . . . , fm(xm)),
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para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi.

Cuando f1 = f2 = · · · = fm a la función
∏m
i=1 fi se le denota por f×m1 .

De�nición 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico, x ∈ X y ε > 0. La bola abierta
con centro en x y radio ε, se de�ne y denota por:

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}.

De�nición 2.5. Sean X un espacio topológico y E un subconjunto de X. Se dice
que E es denso en X si cl(E) = X.

A continuación se presenta una caracterización de conjunto denso que será
fundamental para este capítulo, la prueba de este resultado se puede consultar en
[13, pág. 173].

Teorema 2.6. Sean X un espacio topológico y E ⊆ X. El conjunto E es denso si
y sólo si para cada subconjunto abierto no vacío U de X, se cumple que U ∩E 6= ∅.

De�nición 2.7. Un sistema dinámico es una pareja formada por un espacio
topológico X y una función f : X → X y lo denotamos por (X, f).

Para referirse al sistema dinámico (X, f) generalmente se hace referencia úni-
camente a la función f .

Por otro lado, si f : X → X es una función, para cada k ∈ N, la k-ésima
iteración de f la de�nimos como la composición reiterada de f consigo misma
k veces y la denotamos por fk. Esto es, f2 = f ◦ f , f3 = f ◦ f ◦ f y en general
fk+1 = f ◦ fk. Se entiende que f1 = f y de�nimos f0 = idX (la función identidad
en X). No es difícil ver que fk ◦ fs = fk+s y (fk)s = fks. Para un subconjunto A
de X y k un entero, denotamos por fk(A) a la imagen de A bajo fk cuando k ≥ 0
y la preimagen bajo f |k| cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un
único punto x, escribimos f−k(x) para denotar al conjunto f−k({x}), donde k > 0.

Uno de los conceptos más importantes en el estudio de los sistemas dinámicos
discretos es el de órbita de un punto, el cual presentamos a continuación.

De�nición 2.8. Sea (X, f) un sistema dinámico. La órbita de un punto x ∈ X
bajo f , denotada por O(x, f), es el conjunto {x, f(x), f2(x), . . .}. Esto es:

O(x, f) = {fn(x) : n ∈ Z+}.

La órbita de un punto puede llegar a ser un conjunto �nito, denso o tener
alguna otra propiedad. Estas propiedades van a depender fuertemente del punto x
que se tome. Esto da pie a la de�nición de clases de puntos.

De�nición 2.9. Sean (X, f) un sistema dinámico y x, y ∈ X. Se dice que x es:

(1) punto �jo de f si f(x) = x.
(2) Punto periódico de f si existe k ∈ N tal que fk(x) = x. El conjunto de

puntos periódicos de f es denotado por Per(f).
(3) Punto transitivo de f si O(x, f) es denso en X. El conjunto de todos los

puntos transitivos de f es denotado por trans(f).
(4) Punto recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que

x ∈ U , existe l ∈ N tal que f l(x) ∈ U .
(5) Punto casi-periódico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que

x ∈ U , existe l ∈ N tal que fkl(x) ∈ U para todo k ≥ 0.
(6) Punto no errante de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que

x ∈ U , existe l ∈ N tal que f l(U) ∩ U 6= ∅.
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(7) Punto ω-límite de y bajo f si para cualquier k ∈ N y para cada subconjunto
abierto U de X tal que x ∈ U , existe un entero positivo l ≥ k tal que f l(y) ∈ U .
El conjunto de puntos ω-límite de y bajo f , es denotado por ω(y, f) y es llamado
conjunto ω-límite de y.

Proposición 2.10. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Entonces se cum-
plen las siguientes condiciones:

(1) Si x es un punto �jo de f , entonces x es un punto periódico de f .
(2) Si x es un punto periódico de f , entonces x es un punto casi-periódico de f .
(3) Si x es un punto casi-periódico de f , entonces x es un punto recurrente de f .
(4) Si x es un punto transitivo de f y f es continua, entonces x es un punto

recurrente de f .
(5) Si x es un punto recurrente de f , entonces x es un punto no errante de f .

Demostración: La prueba de (1) se sigue directamente de la de�nición.
(2) Supongamos que x un punto periódico de f . De aquí, existe n ∈ N tal que
fn(x) = x. Sean U un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U y k ≥ 0. Puesto que
fkn(x) = (fn)k(x) = x, para cada k ≥ 0, se tiene que x es un punto casi-periódico
de f .
(3) Supongamos que x es un punto casi-periódico de f y sea U un subconjunto
abierto de X tal que x ∈ U . De aquí, existe l ∈ N tal que fkl(x) ∈ U para todo
k ≥ 0. En particular, para k = 1, f l(x) ∈ U . Por lo tanto, x es un punto recurrente
de f .
(4) Supongamos que x es un punto transitivo de f y sea U un subconjunto abierto de
X tal que x ∈ U . Puesto que f es continua, O(x, f)∩f−1(U) 6= ∅. En consecuencia,
existe l1 ∈ Z+ tal que f l1(x) ∈ f−1(U). De aquí, f l1+1(x) ∈ f(f−1(U)) ⊆ U . Por
lo tanto, existe l ∈ N tal que f l(x) ∈ U y así, x es un punto recurrente de f .
(5) Supongamos que x es un punto recurrente de f y sea U un subconjunto abierto
no vacío de X tal que x ∈ U . De aquí, existe l ∈ N tal que f l(x) ∈ U . En conse-
cuencia, f l(x) ∈ f l(U) ∩ U y así, f l(U) ∩ U 6= ∅. Por lo tanto, x es un punto no
errante de f . �

Transitivo

��
Fijo // Periódico // Casi-periódico // Recurrente // No errante

Figura 1. Relaciones entre clases de puntos.

Sin embargo, los recíprocos no se cumplen en general.

Ejemplo 2.11. Sean X = { 1
n : n ∈ N}∪{0} con la topología co�nita y f : X → X

dada por

f(0) = 0 y f

(
1

n

)
=

1

n+ 1
, para cada n ∈ N.

Sean U un subconjunto abierto de X y n ∈ N tal que
1

n
∈ U . De aquí, existe

n0 ∈ N con n0 ≥ n tal que U =

{
1

n0 + l
: l ∈ N ∪ {0}

}
∪
{

1

n

}
∪ V , con V un
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subconjunto �nito de X. Notemos que f (n0−n)k

(
1

n

)
∈ U , para cada k ≥ 0. Por lo

tanto,
1

n
es un punto casi-periódico pero no es periódico.

Ejemplo 2.12. Sean X = [0, 1] con la topología usual y f : X → X la función
dada por

f(x) =

{
2x, si 0 ≤ x ≤ 1

2 ;
x− 1

2 , si 1
2 < x ≤ 1.

No es difícil veri�car que x = 1 es un punto periódico pero no es �jo.

Ejemplo 2.13. Sean X = [0, 1] con la topología usual y f : X → X la función
dada por

f(x) =

{
2x, si 0 ≤ x < 1

2 ;
x− 1

2 , si 1
2 ≤ x ≤ 1.

Notemos que si U es un abierto en [0, 1] tal que 1 ∈ U , entonces se cumple que
f2(U) ∩ U 6= ∅. De aquí, x = 1 es un punto no errante. Sin embargo, x = 1 no es
recurrente ya que para el abierto U =

(
3
4 , 1
]
se cumple que fn(1) 6∈ U , para cada

n ∈ N.

Ejemplo 2.14. Sea f : X → X como en el Ejemplo 2.12. Claramente x = 1 es un
punto recurrente pero no es transitivo.

Ejemplo 2.15. Sean X = {1, 2, 3} con la topología τ = {∅, {1, 2}, X} y f : X → X
dada por f(1) = 2, f(2) = 3 y f(3) = 3. Se cumple que x = 1 es un punto recurrente
pero no es casi-periódico.

De�nición 2.16. Sean (X, f) un sistema dinámico y A y B subconjuntos de X.
Se de�ne el siguiente conjunto:

nf (A,B) = {k ∈ N : A ∩ f−k(B) 6= ∅}.

De�nición 2.17. Sean X un espacio topológico, A un subconjunto de X y f :
X → X una función. Se dice que A es +invariante bajo f si f(A) ⊆ A, A es
−invariante bajo f si f−1(A) ⊆ A, A es débilmente −invariante bajo f si
A ⊆ f(A) y A es invariante bajo f si f(A) = A.

Observación 2.18. Sea (X, f) un sistema dinámico. El conjunto O(x, f) es +invariante
bajo f .

Retomando el concepto de sistema dinámico, estos objetos matemáticos quedan
completamente determinados por las propiedades del espacio fase y de la función.
De esta manera, se han clasi�cado varios tipos de sistemas dinámicos o clases de
funciones dinámicas. Dentro de las funciones más conocidas y estudiadas en el área
de los sistemas dinámicos (y también en otras áreas), se encuentran los siguientes.

De�nición 2.19. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) exacta si para cada subconjunto abierto no vacío U de X, existe k ∈ N tal que
fk(U) = X.

(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X,
existe N ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅, para cada k ≥ N .

(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X,
existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅.

(4) Débilmente mezclante si f×2 es transitiva.
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(5) Totalmente transitiva si fs es transitiva, para cada s ∈ N.
(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacío U de X,

existe s ∈ N tal que X =
⋃s
k=0 f

k(U).
(7) Caótica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta de�nición corresponde

al caos en el sentido de Devaney [5, pág. 332]).
(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuál es no vacío,

cerrado e invariante.
(9) Irreducible si el único subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es

A = X.
(10) Órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(x, f)) = X.
(11) Estrictamente órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(f(x), f)) = X.
(12) ω-transitiva si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.
(13) TT++ si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X,

el conjunto nf (U, V ) es in�nito.
(14) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topológico Y y cualquier

función transitiva, g : Y → Y , la función f × g es transitiva.
(15) Exactamente Devaney caótica si f es exacta y Per(f) es denso en X.
(16) Totalmente minimal si para cada s ∈ N, fs es minimal.
(17) Dispersora si para cualquier espacio topológico Y y cualquier función mini-

mal, g : Y → Y , la función f × g es transitiva.
(18) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X,

existen un punto periódico x ∈ U y k ∈ Z+ tales que fk(x) ∈ V .
(19) Un F -sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 2 presentamos las relaciones que se dan de manera
general entre las funciones dadas en la De�nición 2.19. Es decir, considerando a X
como cualquier espacio topológico y a f : X → X cualquier función. La prueba de
estas inclusiones se pueden consultar en [3, 6, 7] y [17]. Por conveniencia, deno-
tamos con T. transitiva, F. transitiva, E. Devaney caótica y E. órbita-transitiva a
las funciones totalmente transitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney
caóticas y estrictamente órbita-transitivas, respectivamente.

Lema 2.20. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces f es exacta si y sólo si,
para cada subconjunto abierto no vacío U de X, existe N ∈ N tal que fk(U) = X,
para cada k ≥ N .

Demostración: Supongamos que f es exacta y sea U un subconjunto abierto no
vacío de X. De aquí, existe N ∈ N tal que fN (U) = X. Si k ≥ N , entonces existe
l ∈ Z+ tal que k = l +N . Así, fk(U) = f l(fN (U)) = f l(X). Por otro lado, por el
diagrama de la Figura 2, ya que f es exacta, f es sobreyectiva. En consecuencia,
f l(X) = X. Por lo tanto, fk(U) = X. �

Una pregunta que surge de manera natural, es si estas contenciones entre clases
son propias. En [6], F. Barragán y A. Rojas, mediante la construcción de contra-
ejemplos muestran que la mayoría de estas contenciones son propias. En el mismo
trabajo se dan condiciones bajo las cuales algunos de estos sistemas son equivalen-
tes.

En la Sección 4 introduciremos más funciones dinámicas y veremos qué rela-
ciones existen entre éstas y las funciones de�nidas en la presente sección.
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Sobreyectiva Exactaoo

##

Suavemente mezclante

��
Irreducible

OO

Mezclante //

{{

Débilmente mezclante

��

Un F -sistema // T. transitiva

��

F. transitiva

��
Touhey // Caótica // Transitiva ω-transitivaoo

��
E. Devaney caótica

99

TT++

<<

Dispersora

OO

E. órbita-transitiva

��
Órbita-transitiva

Figura 2. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

3. Resultados preliminares

Dedicamos esta sección al análisis de resultados que necesitaremos para un
mejor desarrollo de la Sección 5.

Una prueba detallada del Teorema de Baire se puede consultar en [20, Teorema
15, pág. 139].

Teorema 3.1 (Teorema de Baire). Sean X un espacio métrico completo y {An}∞n=1

una colección de conjuntos no vacíos, abiertos y densos en X. Entonces se cumple
que A =

⋂∞
n=1An 6= ∅.

Teorema 3.2. Sean X un espacio topológico compacto y {Xn}∞n=1 una familia de
subconjuntos cerrados y no vacíos de X tales que Xn+1 ⊆ Xn, para cada n ∈ N.
Entonces se cumple que

⋂∞
n=1Xn 6= ∅.

Demostración: Supongamos que
⋂∞
n=1Xn = ∅. Luego, X = X\(

⋂∞
n=1Xn). De

aquí,
⋃∞
n=1(X\Xn) = X. Puesto que X es compacto y X\Xn es abierto, para cada

n ∈ N, existen n1, . . . , nk tales que X =
⋃k
j=1(X\Xnj ). Sea m = máx{n1, . . . , nk}.

Luego, X = X\Xm. De aquí, Xm = ∅. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto,⋂∞
n=1Xn 6= ∅. �
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Lema 3.3. Para cada k ∈ N se cumple lo siguiente:

2k−1⋃
m=0

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
= [0, 1].

Demostración: La prueba se hará por inducción sobre k. Si k = 1, entonces

1⋃
m=0

[
m

2
,
m+ 1

2

]
=

[
0

2
,

1

2

]
∪
[

1

2
,

2

2

]
= [0, 1].

Supongamos que el resultado se cumple para k y veamos que se cumple para

k + 1. Sea U =

2k+1−1⋃
m=0

[
m

2k+1
,
m+ 1

2k+1

]
y pongamos s = 2k+1. De aquí:

U =

[
0

s
,

1

s

]
∪
[

1

s
,

2

s

]
∪ · · · ∪

[
s− 2

s
,
s− 1

s

]
∪
[
s− 1

s
,
s

s

]
=

[
0

2k+1
,

2

2k+1

]
∪
[

2

2k+1
,

4

2k+1

]
∪ · · · ∪

[
2k+1 − 2

2k+1
,

2k+1

2k+1

]
=

[
0

2k
,

1

2k

]
∪
[

1

2k
,

2

2k

]
∪ · · · ∪

[
2k − 1

2k
,

2k

2k

]

=

2k−1⋃
m=0

[
m

2k
,
m+ 1

2k

]
= [0, 1].

Como se quería demostrar. �

Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la función dada por:

T (x) =

{
2x, si x ≤ 1

2 ;
2− 2x, si x > 1

2 .

Esta función se conoce como la función tienda y a continuación presentamos una
de sus tantas propiedades.

Teorema 3.4. La función tienda es exacta en el intervalo [0, 1].

Demostración: Sea U un subconjunto abierto no vacío de [0, 1]. De aquí, existen
a, b ∈ [0, 1] tales que a < b y (a, b) ⊆ U . Se tiene que b − a > 0. Luego, por la
propiedad Arquimediana, existe N ∈ N tal que 2N < b − a. Por otro lado, ya que
2N > 2N

2N
, se cumple que 2N

2N
< b− a. En consecuencia, N

2N
< b−a

2 y así, 1
2N

< b−a
2 .

Ahora bien, por el Lema 3.3,

2N−1⋃
m=0

[
m

2N
,
m+ 1

2N

]
= [0, 1].

Puesto que a ∈ [0, 1], existe l ∈ {0, . . . , 2N − 1} tal que l
2N
≤ a < l+1

2N
. Veamos

que l+2
2N

< b. Supongamos que b ≤ l+2
2N

. De aquí, l+2
2N
− l

2N
≥ b − l

2N
≥ b − a. En

consecuencia, 2
2N
≥ b−a y así, 1

2N
≥ b−a

2 . Lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
l+2
2N

< b y así, a < l+1
2N

< l+2
2N

< b. Lo cual implica que
[
l+1
2N
, l+2

2N

]
⊆ (a, b). Pongamos

m = l+1, de [16, Proposición 1.6.2], TN :
[
m
2N
, m+1

2N

]
→ [0, 1] es un homeomor�smo,
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Consecuentemente, TN es sobreyectiva y así, TN
([

m
2N
, m+1

2N

])
= [0, 1]. De aquí,

[0, 1] ⊆ TN ((a, b)) ⊆ TN (U). Por lo tanto, f es exacta. �

Como podemos observar en el Ejemplo 3.5, si un conjunto es +invariante,
−invariante, débilmente −invariante o invariante, no siempre ocurre que su clausura
tenga la misma propiedad.

Ejemplo 3.5. Sean X = [0, 1] con la topología usual y f : X → X la función dada
por

f(x) =

 x, si 0 ≤ x < 1
2 ;

3
4 , si x = 1

2 ;
2(x− 1

2 ), si 1
2 < x ≤ 1.

Notemos que f
((

0, 1
2

))
=
(
0, 1

2

)
. Esto es, el conjunto

(
0, 1

2

)
es +invariante e inva-

riante. Sin embargo, f
([

0, 1
2

])
=
[
0, 1

2

)
∪
{

3
4

}
6⊆
[
0, 1

2

]
y en consecuencia, cl

((
0, 1

2

))
no es ni +invariante ni invariante. Por otro lado,

(
1
4 ,

1
2

)
⊆ f

((
1
4 ,

1
2

))
, es decir,(

1
4 ,

1
2

)
es débilmente −invariante, pero cl

((
1
4 ,

1
2

))
6⊆ f

(
cl
((

1
4 ,

1
2

)))
=
[

1
4 ,

1
2

)
∪
{

3
4

}
.

También, f−1
((

1
4 ,

1
2

))
=
(

1
4 ,

1
2

)
pero f−1

([
1
4 ,

1
2

])
=
[

1
4 ,

1
2

)
∪
{

3
4

}
6⊆
[

1
4 ,

1
2

]
. De lo

anterior se concluye que en general un conjunto +invariante, −invariante, débil-
mente −invariante o invariante, no hereda la respectiva propiedades a su clausura.

Ahora nos interesa saber bajo qué condiciones la cerradura de un conjunto
+invariante, −invariante, débilmente −invariante o invariante se hereda la respec-
tiva propiedad.

Teorema 3.6. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor�, f : X → X
una función continua y A ⊆ X. Si A es +invariante, débilmente −invariante o
invariante, entonces cl(A) es +invariante, débilmente −invariante o invariante,
respectivamente.

Demostración: Dado que f es continua, f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)). Por otro lado, ya
que X es compacto, cl(A) es compacto y además, como f es continua f(cl(A)) es
compacto. Finalmente, puesto que X es de Hausdor�, f(cl(A)) es cerrado. Es decir,
f(cl(A)) = cl(f(cl(A))). Por lo tanto, cl(f(A)) ⊆ cl(f(cl(A))) = f(cl(A)).

Ahora bien, si A es +invariante, entonces f(cl(A)) = cl(f(A)) ⊆ cl(A) y así,
cl(A) es +invariante. Si A es débilmente −invariante, entonces cl(A) ⊆ cl(f(A)) =
f(cl(A)). De aquí, cl(A) es débilmente −invariante. Finalmente, si A es invariante,
entonces f(cl(A)) = cl(f(A)) = cl(A). Por lo tanto, cl(A) es invariante. �

Teorema 3.7. Sean X un espacio topológico, f : X → X una función abierta y
A ⊆ X. Si A es −invariante, entonces cl(A) es −invariante.

Demostración: Supongamos que A es −invariante y sean x ∈ f−1(cl(A)) y U
un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U . Esto es, f(x) ∈ cl(A) y f(x) ∈ f(U).
Como f es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y así, f(U) ∩ A 6= ∅. De aquí,
existe a ∈ U tal que f(a) ∈ A. Esto implica que a ∈ f−1(A) ∩ U . Finalmente,
x ∈ cl(f−1(A)) y así, f−1(cl(A)) ⊆ cl(f−1(A)). Más aún, ya que A es −invariante,
f−1(cl(A)) ⊆ cl(A). Por lo tanto, cl(A) es −invariante. �

De la De�nición 2.17 se deduce fácilmente que todo conjunto invariante es
también +invariante. Sin embargo, existen conjuntos +invariantes que no son in-
variantes. En el Teorema 3.8 se dan condiciones bajo las cuales es posible construir
un conjunto invariante a partir de uno +invariante.
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Teorema 3.8. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor�, f : X →
X una función continua y A un subconjunto cerrado no vacío de X. Si A es
+invariante, entonces A contiene a un subconjunto no vacío, cerrado e invariante.

Demostración: Sean A0 = A y para cada n ∈ N, consideremos An = fn(A). No-
temos que, para todo n ∈ Z+, An es un subconjunto cerrado y no vacío, pues X es
compacto y de Hausdor� y f es continua, además An+1 = fn+1(A) = fn(f(A)) ⊆
fn(A) = An. Es decir, {An}∞n=0 es una sucesión decreciente de subconjuntos ce-
rrados no vacíos de X. Pongamos B =

⋂∞
n=0An, claramente B es cerrado y, por

el Teorema 3.2, es no vacío. Ahora veamos que B es +invariante bajo f . Primero
observemos que, para cada n ∈ N, f(An) = f(fn(A)) = fn+1(A) = An+1. De aquí,

f(B) = f

( ∞⋂
n=0

An

)
⊆
∞⋂
n=0

f(An) =

∞⋂
n=1

An ⊆
∞⋂
n=0

An = B.

Así, B es +invariante. Finalmente, veamos que B es débilmente −invariante. Sea
x ∈ B. De aquí, para cada n ∈ Z+, x ∈ An+1 = f(An) y, en consecuencia, existe
z ∈ An tal que f(z) = x. Así, f−1(x) ∩ An 6= ∅. Como X es de Hausdor� y f es
continua, para cada n ∈ Z+, f−1(x) ∩ An es un subconjunto cerrado y no vacío y
además f−1(x)∩An+1 ⊆ f−1(x)∩An. De lo anterior se tiene que {f−1(x)∩An}∞n=0

es una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados y no vacíos. Nuevamente, por
el Teorema 3.2,

⋂∞
n=0(f−1(x) ∩ An) 6= ∅. Por otro lado,

⋂∞
n=0(f−1(x) ∩ An) =

f−1(x) ∩ B por lo cual, f−1(x) ∩ B 6= ∅ y así, existe z ∈ B tal que f(z) = x,
esto prueba que B es débilmente −invariante. Por lo tanto, B es un subconjunto
invariante de X contenido en A. �

Recordemos que una función es minimal si no existe un subconjunto propio
cerrado no vacío e invariante en el espacio fase. Por otro lado, existen subconjuntos
+invariantes que no son invariantes. Así que podría darse el caso en el que, en un
sistema minimal exista un subconjunto propio cerrado, no vacío y +invariante. Sin
embargo, si el espacio fase es compacto y de Hausdor� y la función es continua,
también podemos descartar la existencia de subconjuntos propios cerrados no vacíos
y +invariantes en un sistema minimal.

Teorema 3.9. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor� y f : X → X
una función continua. Si f es minimal, entonces no existen subconjuntos propios
de X que sean no vacíos, cerrados y +invariantes.

Demostración: Sea A un subconjunto propio de X el cual es cerrado no vacío y
+invariante. De aquí, por el Teorema 3.8, existe un subconjunto E de A cerrado no
vacío e invariante. Puesto que f es minimal, se tiene que E = X y así, A = X, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, no existen subconjuntos propios de X que
sean cerrados no vacíos y +invariantes. �

Teorema 3.10. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor� y f : X →
X una función continua. Si X no tiene subconjuntos propios no vacíos cerrados y
+invariantes, entonces para cada x ∈ X, x ∈ trans(f).

Demostración: Sea x ∈ X. Por la Observación 2.18 y el Teorema 3.6, cl(O(x, f))
es un subconjunto cerrado no vacío y +invariante. Así, por hipótesis, cl(O(x, f)) =
X. Esto es x ∈ trans(f). �
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Teorema 3.11. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor� y f : X →
X una función continua. Si f es minimal, entonces f es transitiva.

Demostración: Si f es minimal, por el Teorema 3.9, X no tiene subconjuntos
propios no vacíos, cerrados y +invariantes. De aquí, por el Teorema 3.10, trans(f) =
X. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X y x ∈ U . Por hipótesis,
V ∩ O(x, f) 6= ∅. De aquí, existe n ∈ Z+ tal que fn(x) ∈ V . Luego, fn(x) ∈
fn(U) ∩ V . Por lo tanto, f es transitiva. �

Teorema 3.12. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función conti-
nua. Si f es transitiva, entonces para cada subconjunto abierto no vacío U de X,⋃∞
n=1 f

−n(U) es un subconjunto abierto y denso en X.

Demostración: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Ya que f es
continua,

⋃∞
n=1 f

−n(U) es abierto. Por otro lado, puesto que f es transitiva, existe
n0 ∈ N tal que fn0(V )∩U 6= ∅. De aquí, V ∩f−n0(U) 6= ∅ y así, V ∩(

⋃∞
n=1 f

−n(U)) 6=
∅. Por lo tanto,

⋃∞
n=1 f

−n(U) es un subconjunto denso en X. �

Teorema 3.13. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función. Si
trans(f) = X, entonces para cada subconjunto abierto no vacío U de X se cumple
que

⋃∞
n=1 f

−n(U) = X.

Demostración: Sean U un subconjunto abierto no vacío de X y x ∈ X. Por
hipótesis, O(f(x), f) ∩ U 6= ∅. De aquí, existe n ∈ N tal que fn(x) ∈ U . Esto es,
x ∈ f−n(U). Por lo tanto, x ∈

⋃∞
n=1 f

−n(U) y así,
⋃∞
n=1 f

−n(U) = X. �

Finalizamos esta sección con un resultado que muestra una relación entre una
función transitiva y una función órbita-transitiva. Observe que en el caso general
no hay relación entre estas dos clases de funciones.

Teorema 3.14. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X una función
continua. Si f es transitiva, entonces f es órbita-transitiva.

Demostración: Puesto que X es métrico y compacto, para cada k ∈ N exis-
ten puntos x1k, x2k, . . . , xlkk ∈ X tales que X =

⋃lk
j=1B(xjk,

1
k ). Sea {Ui}∞i=1 la

colección formada por todas estas bolas abiertas. Esto es:

U1 = B(x11, 1), U2 = B(x21, 1), . . . , Ul1 = B(xl11, 1)

Ul1+1 = B

(
x12,

1

2

)
, Ul1+2 = B

(
x22,

1

2

)
, . . . , Ul1+l2 = B

(
xl22,

1

2

)
Ul1+l2+1 = B

(
x13,

1

3

)
· · ·

...

Luego, para cada i ∈ N, pongamos Ai =
⋃∞
m=1 f

−m(Ui). Claramente, para cada
i ∈ N, Ai es un subconjunto abierto de X y por el Teorema 3.12, Ai es denso en X.
Luego, por el Teorema de Baire, A =

⋂∞
n=1Ai 6= ∅. Veamos que para cada x ∈ A,

x es un punto transitivo. Sean x0 ∈ A y U un subconjunto abierto no vacío de X.
Así, podemos tomar y0 ∈ U y ε0 > 0 tales que B(y0, ε0) ⊆ U . Ahora sea k ∈ N tal
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que 1
k <

ε0
2 . Ya que y0 ∈ U ⊆ X =

⋃nk
j=1B(xjk,

1
k ), existe j0 ∈ {1, . . . , nk} tal que

y0 ∈ B(xj0k,
1
k ). Notemos que si z ∈ B(xj0k,

1
k ), entonces:

d(z, y0) ≤ d(z, xj0k) + d(xj0k, y0) ≤ 1

k
+

1

k
<
ε0
2

+
ε0
2

= ε0.

En consecuencia, z ∈ B(y0, ε0) y así, B(xj0k,
1
k ) ⊆ B(y0, ε0). De lo anterior se

tiene que y0 ∈ B(xj0k,
1
k ) ⊆ B(y0, ε0) ⊆ U . Por otro lado, ya que x ∈ A, x ∈ Ai

para cada i ∈ N y así, x ∈
⋃∞
m=1 f

−m(B(xj0k,
1
k )). De aquí, existe n ∈ N tal que

x ∈ f−n(B(xj0k,
1
k )), lo cual implica que:

fn(x) ∈ fn
(
f−n

(
B

(
xj0k,

1

k

)))
⊆ B

(
xj0k,

1

k

)
⊆ B(y0, ε0) ⊆ U.

Finalmente, O(x, f) ∩ U 6= ∅ luego, O(x, f) es denso en X. Por lo tanto, x es un
punto transitivo de f y así, f es órbita-transitiva. �

4. Más clases de funciones dinámicas

Dedicamos esta sección a la introducción de más clases de funciones dinámicas
y veremos cómo éstas se relacionan con las clases de funciones proporcionadas en
la De�nición 2.19, para el caso general.

De�nición 4.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para cada par de sub-
conjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe k ∈ N tal que fk(U)∩fk(V ) 6=
∅.

(2) Completamente exacta si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos
U y V de X, existe k ∈ N tal que int(fk(U) ∩ fk(V )) 6= ∅.

(3) Fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para
cada subconjunto abierto no vacío U de X,

⋃∞
k=1 f

k(U) = X.
(4) Muy fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacío U

de X, existe N ∈ N tal que
⋃N
k=1 f

k(U) = X.
(5) Exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V

de X,
⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) es denso en X.

(6) Fuertemente exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos
no vacíos U y V de X,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) = X.

(7) Fuertemente producto transitiva si para cada k ∈ Z+, f
×k es fuertemente

transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aquí en adelante nos referiremos a las funciones exacta
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar con exacta en el sentido de Akin y fuertemente transitiva
en el sentido de Akin, respectivamente.

Proposición 4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones.

(1) Si f es completamente exacta, entonces f es exacta en el sentido de Akin.
(2) Si f es exacta, entonces f es exacta en el sentido de Akin.
(3) Si f es muy fuertemente transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el

sentido de Akin.
(4) Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es transitiva.
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(5) Si f es fuertemente exacta transitiva, entonces f es exacta transitiva.
(6) Si f es exacta transitiva, entonces f es transitiva.
(7) Si f es fuertemente producto transitiva, entonces f es fuertemente transitiva

en el sentido de Akin.

Demostración: (1) Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacíos de X. De aquí, existe k ∈ N tal que int(fk(U) ∩
fk(V )) 6= ∅. Puesto que int(fk(U)∩ fk(V )) ⊆ fk(U)∩ fk(V ), se tiene que fk(U)∩
fk(V ) 6= ∅. Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.
(2) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de
X. Por el Lema 2.20, existen N1, N2 ∈ N tales que fk1(U) = X y fk2(V ) = X,
para cada k1 ≥ N1 y k2 ≥ N2. De aquí, fk1+k2(U) = X y fk1+k2(V ) = X. Por lo
tanto, fk1+k2(U) ∩ fk1+k2(V ) 6= ∅ y así, f es exacta en el sentido de Akin.
(3) Supongamos que f es muy fuertemente transitiva y sea U un subconjunto
abierto no vacío de X. De aquí, existe N ∈ N tal que

⋃N
k=1 f

k(U) = X. Dado que⋃N
k=1 f

k(U) ⊆
⋃∞
k=1 f

k(U), se tiene que
⋃∞
k=1 f

k(U) = X. Por lo tanto, f es exacta
en el sentido de Akin.
(4) Supongamos que f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacíos de X. De aquí,

⋃∞
k=1 f

k(U) = X y en consecuencia,
para cada v ∈ V , existe k1 ∈ N tal que v ∈ fk1(U). Por lo tanto, existe k ∈ N tal
que fk(U) ∩ V 6= ∅ y así, f es transitiva.
(5) Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva y sean U y V subconjuntos
abiertos no vacíos de X. De aquí,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) = X. En consecuencia,

para cualquier abierto no vacío W de X,
(⋃∞

k=1(fk(U) ∩ fk(V ))
)
∩W 6= ∅ y así,⋃∞

k=1(fk(U) ∩ fk(V )) es un subconjunto denso en X. Por lo tanto, f es exacta
transitiva.
(6) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacíos de X. De aquí,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(U)) =

⋃∞
k=1 f

k(U) es denso en X. En
consecuencia,

(⋃∞
k=1 f

k(U)
)
∩ V 6= ∅ y así, existe k1 ∈ N tal que fk1(U) ∩ V 6= ∅.

Por lo tanto, f es transitiva.
La prueba de (7) se sigue directamente de las de�niciones. �

En el diagrama de la Figura 3 se resumen los resultados obtenidos en la Pro-
posición 4.2.

Otras relaciones entre las funciones de la De�nición 4.1 que no aparecen en el
diagrama de la Figura 3 son las que se muestran a continuación.

Teorema 4.3. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Si f es exacta, entonces f es muy fuertemente transitiva.
(2) Si f es exacta, entonces f es fuertemente producto transitiva.
(3) Si f es exacta, entonces f es exacta transitiva.
(4) Si f es fuertemente producto transitiva, entonces f es fuertemente exacta tran-

sitiva.
(5) Si f es exacta transitiva, entonces f es exacta en el sentido de Akin.

Demostración: La prueba de (1) se sigue directamente de las de�niciones.
(2) Supongamos que f es exacta y sea k ∈ Z+. Por [18, Teorema 4.3], f×k es
exacta. Sea U un subconjunto abierto no vacío de X×k. De aquí, existe l ∈ N tal que
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(f×k)l(U) = X×k. Por lo tanto,
⋃∞
i=1(f×k)i(U) = X×k y así, f×k es fuertemente

transitiva en el sentido de Akin.
(3) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de
X. De aquí, existen l1, l2 ∈ N tales que f l1(U) = X y f l2(V ) = X. Además, por el
Lema 2.20, f l1+l2(U)∩f l1+l2(V ) = X. De aquí, para cualquier subconjunto abierto
no vacío W de X, se cumple que (f l1+l2(U)∩f l1+l2(V ))∩W 6= ∅. En consecuencia,(⋃∞

k=1 f
k(U) ∩ fk(V )

)
∩W 6= ∅. Por lo tanto,

⋃∞
k=1 f

k(U) ∩ fk(V ) es denso en X
y así, f es exacta transitiva.
(4) Supongamos que f es fuertemente producto transitiva y sean U y V subconjun-
tos abiertos no vacíos de X. Ya que f×2 es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin, se tiene que

⋃∞
k=1(f×2)k(U×V ) = X×2. Si x ∈ X, entonces existe k1 ∈ N tal

que (x, x) ∈ (f×2)k1(U ×V ). Esto es, (x, x) ∈ fk1(U)× fk1(V ), lo cual implica que
x ∈ fk1(U)∩ fk1(V ). Por lo tanto, x ∈

⋃∞
k=1 f

k(U)∩ fk(V ) y así, f es fuertemente
exacta transitiva.
(5) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacíos de X. De aquí,

⋃∞
k=1 f

k(U) ∩ fk(V ) es denso en X. Consecuentemente,(⋃∞
k=1 f

k(U) ∩ fk(V )
)
∩ U 6= ∅, lo cual implica que existen k1 ∈ N y x ∈ X tales

que x ∈ fk1(U) ∩ fk1(V ) ∩U . Finalmente, fk1(U) ∩ fk1(V ) 6= ∅. Por lo tanto, f es
exacta en el sentido de Akin. �

Los siguientes son ejemplos de funciones con las propiedades presentadas en la
De�nición 4.1.

Ejemplo 4.4. Sean X = [−1, 1] y f : X → X la función dada por

f(x) =

 −(2 + 2x), si − 1 ≤ x ≤ − 1
2 ;

2x, si − 1
2 ≤ x ≤

1
2 ;

2− 2x, si 1
2 ≤ x ≤ 1.

Esta función es exacta en el sentido de Akin.

En efecto, por el Teorema 3.4, f
∣∣
[0,1] y f

∣∣
[−1,0] son funciones exactas, por lo

que cualquier intervalo abierto contenido en [0, 1] o [−1, 0], eventualmente cubrirá
a [0, 1] o a [−1, 0], respectivamente, cuya intersección es {0}, y puesto que 0 es un
punto �jo de f , para cada par de intervalos abiertos U y V de [−1, 1], existirá n ∈ N
tal que 0 ∈ fn(U) ∩ fn(V ). Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.

Ejemplo 4.5. Sean X = [−1, 1] y f : X → X la función dada por

f(x) =

 −(2 + 2x), si − 1 ≤ x ≤ − 1
2 ;

2x, si − 1
2 ≤ x ≤

1
2 ;

3− 4x, si 1
2 ≤ x ≤ 1.

Esta función es completamente exacta.

En efecto, observemos que f es una función abierta y que cualquier intervalo
abierto O ⊂ [−1, 0]∪ [ 3

4 , 1] cumplirá que f(O) ⊂ [−1, 0] y, por tanto, fk(O) ⊂ [−1, 0]
para toda k ∈ N. Además, la imagen de O va �creciendo� después de cada iteración,
de manera que existe una n0 ∈ N tal que fn(O) = (−1, 0) para toda n ≥ n0.

Ahora bien, si O ⊂
[
0, 3

4

]
, existe alguna m ∈ N tal que fm(O) ∩ [ 3

4 , 1] 6= ∅, lo
que signi�ca que fm+1(O) ∩ (−1, 0) 6= ∅.

De esta forma, para cada par de abiertos no vacíos U y V de X, siempre
existirá alguna k0 ∈ N tal que fk0(U) ∩ fk0(V ) ∩ (−1, 0) 6= ∅. Por lo tanto f es
completamente exacta.
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Ejemplo 4.6. Dado que la función tienda T es exacta, por el Teorema 4.3, T
es muy fuertemente transitiva, fuertemente producto transitiva, exacta transitiva y
fuertemente exacta transitiva. Además, por la Proposición 4.2, (3), T es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin.

Como era de esperarse, las contenciones entre clases de funciones que se mues-
tran en el diagrama de la Figura 3 son propias. Los contraejemplos para las funciones
de la De�nición 2.19 se pueden consultar en [6]. Para las funciones de la De�nición
4.1, se tienen los siguientes.

Exacta en
el sentido
de Akin

Completamente
exacta

oo

Sobreyectiva Exactaoo

ww

99

Suavemente
mezclante

xx

Fuertemente
producto
transitiva

��

Mezclante //

��

Débilmente
mezclante

��

Muy fuer-
temente
transitiva

��

Fuertemente
transitiva

��

Un F-sistema // Totalmente
transitiva

��

Fuertemente
transitiva
en el
sentido
de Akin

��

Fuertemente
exacta

transitiva

��
Exacta

transitiva

vv
Touhey // Caótica // Transitiva ω-transitivaoo

��Exactamente
Devaney
caótica

77

TT++

77

Dispersora

OO

Estrictamente
órbita-transitiva

��
órbita-transitiva

Figura 3. Inclusiones entre clases de funciones, caso general.
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Ejemplo 4.7. Sean X = [−1, 1] y f : X → X la función dada por

f(x) =

 −(2 + 2x), si − 1 ≤ x ≤ − 1
2 ;

2x, si − 1
2 < x ≤ 1

2 ;
2− 2x, si 1

2 < x ≤ 1.

Se tiene que f es exacta en el sentido de Akin y f no es completamente exacta.

En efecto, sean (a, b) y (c, d) en [−1, 1]. Se tienen los siguientes casos:
Caso (1): (a, b), (c, d) ⊆ [0, 1] o (a, b), (c, d) ⊆ [−1, 0]. Puesto que en el intervalo [0, 1]
la función f coincide con la función tienda y además la función tienda es exacta, por
el Lema 2.20, existen N1, N2 ∈ N tales que fk1((a, b)) = [0, 1] y fk2((c, d)) = [0, 1],
para cada k1 ≥ N1 y k2 ≥ N2. De aquí, para k = máx{k1, k2} se cumple que
fk((a, b)) ∩ fk((c, d)) 6= ∅. Si (a, b), (c, d) ⊆ [−1, 0], con un argumento análogo al
anterior se tiene que fk((a, b)) ∩ fk((c, d)) 6= ∅ para un k ∈ N.
Caso (2): 0 ∈ (a, b) o 0 ∈ (c, d). Si 0 ∈ (a, b), entonces existe k ∈ N tal que
fk((a, b)) = [−1, 1] y así, fk((a, b)) ∩ fk((c, d)) = fk((c, d)) 6= ∅. Análogamente, si
0 ∈ (c, d), entonces existe k ∈ N tal que fk((a, b)) ⊆ fk((c, d)) = [−1, 1] y por lo
tanto fk((a, b)) ∩ fk((c, d)) 6= ∅.
Caso (3): (a, b) ⊆ [−1, 0] y (c, d) ⊆ [0, 1]. En este caso, existen k1, k2 ∈ N tales que
fk1((a, b)) = [0, 1] y fk2((c, d)) = [−1, 0]. De aquí, para N = máx{k1, k2} se cumple
que fk((a, b)) ∩ fk((c, d)) = {0}, para cada k ≥ N .

De los casos (1), (2) y (3) se concluye que f es una función exacta en el sentido
de Akin. Además, por el caso (3), se tiene que f no es completamente exacta.

Ejemplo 4.8. Sean X =
{

1
n : n ∈ N

}
∪ {0} ⊆ [0, 1] con la topología τ = {A ⊆ X :

X\A es �nito} y f : X → X la función dada por f
(

1
n

)
= 1

n+1 , para cada n 6= 0 y

f(0) = 0. Entonces f es exacta transitiva pero no es fuertemente exacta transitiva.

En efecto, para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de
X, 0 ∈

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) y así,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) es denso en X. Sin

embargo, para los abiertos U = { 1
n : n ∈ N\{1, 2, 3, 4}} ∪ {0} y V = { 1

n : n ∈
N\{1, 2, 3}} ∪ {0}, se cumple que

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) 6= X.

Ejemplo 4.9. Sea f : X → X como en el Ejemplo 4.8. Entonces f es exacta en
el sentido de Akin pero no es exacta.

En efecto, para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X se
cumple que 0 ∈ f(U)∩f(V ) y así, f(U)∩f(V ) 6= ∅. En consecuencia, f es exacta en
el sentido de Akin. Sin embargo, para el conjunto abierto U =

{
1
n : n ∈ N\{1}

}
∪{0}

y para cada k ∈ N, se cumple que 1 6∈ fk(U). Por lo tanto, f no es exacta.

Ejemplo 4.10. Sea f : X → X como en el Ejemplo 4.8. Se cumple que f es
transitiva pero no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.

En efecto, si U y V son subconjuntos abiertos no vacíos de X, entonces U =[
0, 1

n

]
∪W1 y V =

[
0, 1

m

]
∪W2 con n,m ∈ N y W1,W2 ⊆ X �nitos. Se cumple

que, para cada n ∈ N, fn(U) =
[
0, 1

n+1

]
∪ fn(W1). Así, fn(U) ∩ V 6= ∅, para

cada n ∈ N. En consecuencia, f es transitiva. Por otro lado, para el abierto U ={
1
n : n ∈ N\{1, 2, 3}

}
∪ {0} y para cada k ∈ N, se cumple que

⋃∞
k=1 f

k(U) 6= X.
Por lo tanto, f no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.

Ejemplo 4.11. Sea S1 = {e2πiα : α ∈ [0, 1]} y f : S1 → S1 dada por f(θ) = θ + k
donde k

π es irracional. De aquí, f es transitiva pero no es exacta en el sentido de
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Akin [11, Ejemplo 1]. Por otro lado, por el Teorema 4.3, se sabe que toda función
exacta transitiva es exacta en el sentido de Akin. Por lo tanto, f no puede ser una
función exacta transitiva.

5. Condiciones al espacio fase o a la función

En esta sección analizamos otras relaciones que se pueden establecer entre las
funciones presentadas en las de�niciones 2.19 y 4.1 cuando se piden condiciones
adicionales al espacio fase o a la función.

Para el caso general no es posible establecer una relación entre las funciones
completamente exactas y transitivas. Sin embargo, para funciones continuas cuyo
conjunto de puntos periódicos es denso, se puede establecer el siguiente:

Teorema 5.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua tal
que Per(f) es denso en X. Si f es completamente exacta, entonces f es transitiva.

Demostración: Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V sub-
conjuntos abiertos no vacíos de X. Por hipótesis, existe l ∈ N tal que int(f l(U) ∩
f l(V )) 6= ∅. Esto es, existe un subconjunto abierto no vacío W de X tal que
W ⊆ f l(U) ∩ f l(V ). Sea a ∈ W . De aquí, existe x ∈ V tal que f l(x) = a, lo
cual implica que f−l({a}) = f−l

(
f l ({x})

)
. Ya que {x} ⊆ f−l

(
f l ({x})

)
, entonces

{x} ⊆ f−l({a}) ⊆ f−l(W ). En consecuencia, x ∈ f−l(W ) ∩ V . Además, ya que
f es continua, T = f−l(W ) ∩ V es un subconjunto abierto no vacío de X y dado
que Per(f) es un subconjunto denso, existen s ∈ T y m ∈ N tales que fm(s) = s.
Notemos que para cada p ∈ N, se cumple que fpm(s) = s, lo cual implica que
podemos tomar i > l tal que f i(s) = s. Por otra parte, ya que s ∈ f−l(W ) ∩ V ,
se tiene que f l(s) ∈ f l

(
f−l(W )

)
⊆ W . Además, como W ⊆ f l(U) ∩ f l(V ), existe

u ∈ U tal que f l(u) = f l(s). De aquí:

f i(u) = f i−l
(
f l(u)

)
= f i−l

(
f l(s)

)
= f i(s) = s.

Finalmente, s ∈ f i(U)∩ V . Por lo tanto, f i(U)∩ V 6= ∅ y así, f es transitiva. �

Teorema 5.2. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función abierta. Si
f es exacta en el sentido de Akin, entonces f es completamente exacta.

Demostración: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Como f es
exacta en el sentido de Akin, existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ fk(V ) 6= ∅. Por otro
lado, ya que f es abierta, fn(U)∩ fn(V ) es un subconjunto abierto de X, de aquí,
int(fn(U) ∩ fn(V )) = fn(U) ∩ fn(V ). Por lo tanto, int(fn(U) ∩ fn(V )) 6= ∅ y así,
f es completamente exacta. �

Teorema 5.3. Sean X un espacio topológico compacto y f : X → X una función
abierta. Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es muy
fuertemente transitiva.

Demostración: Sea U un subconjunto abierto no vacío de X. Dado que f es
abierta, para cada l ∈ N, f l(U) es un subconjunto abierto. Además, ya que f es
fuertemente transitiva en el sentido de Akin,

⋃∞
k=1 f

k(U) = X. Así,
{
f l(U) : l ∈ N

}
es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, existe una subcubierta �nita
de X,

{
f l1(U), f l2 , . . . , f ls(U)

}
con s ∈ N. Sea N = máx{l1, . . . , ls}. De aquí,⋃N

k=1 f
k(U) = X. Por lo tanto, f es muy fuertemente transitiva. �
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Teorema 5.4. Sean X un espacio métrico compacto y perfecto y f : X → X una
función continua. Si f es transitiva y completamente exacta, entonces f es exacta
transitiva.

Demostración: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de X. Ya que f es
completamente exacta, existe k0 ∈ N tal que int

(
fk0(U) ∩ fk0(V )

)
6= ∅. Más aún,

como

fk0(U) ∩ fk0(V ) ⊆
∞⋃
k=1

(
fk(U) ∩ fk(V )

)
,

se tiene que

int
(
fk0(U) ∩ fk0(V )

)
⊆ int

( ∞⋃
k=1

fk(U) ∩ fk(V )

)
.

Así, int(
⋃∞
k=1 f

k(U)∩ fk(V )) 6= ∅. Por otro lado, por el Teorema 3.14, f es órbita-
transitiva. Esto es, existe x ∈ X tal que cl(O(x, f)) = X. De aquí, int(

⋃∞
k=1 f

k(U)∩
fk(V ))∩O(x, f) 6= ∅. Consecuentemente, existe l ∈ Z+ tal que f l(x) ∈

⋃∞
k=1(fk(U)∩

fk(V )). Luego, para cada s ∈ N, fs(f l(x)) ∈
⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) y así,

O(f l(x), f) ⊆
∞⋃
k=1

(fk(U) ∩ fk(V )).

Por otro lado, ya que x es un punto transitivo, de [19, Lema 1.3.16], se tiene que
f l(x) también es un punto transitivo, esto es, O(f l(x), f) es denso en X. Por lo
tanto,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) es un subconjunto denso de X y así, f es exacta

transitiva. �

Teorema 5.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función abierta. Si
f es fuertemente transitiva, entonces f es muy fuertemente transitiva.

Demostración: Sea U un subconjunto abierto no vacío de X. Puesto que f
es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y como f es fuertemente transitiva,
existe s ∈ N tal que X =

⋃s
k=0 f

k(f(U)) =
⋃s+1
i=1 f

i(U). Por lo tanto, f es muy
fuertemente transitiva. �

Teorema 5.6. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función abierta. Si
f es fuertemente transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin.

Demostración: Si f es fuertemente transitiva, por el Teorema 5.5, f es muy fuer-
temente transitiva. Además, por el Diagrama de la Figura 3, si f es muy fuertemente
transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin. �

Teorema 5.7. Sean X un espacio topológico compacto y de Hausdor� y f : X → X
una función continua. Si f es minimal, entonces f es fuertemente transitiva en el
sentido de Akin.

Demostración: Supongamos que f es minimal y sea U un subconjunto abierto
no vacío de X. Por el Teorema 3.9, X no tiene subconjuntos propios no vacíos
cerrados y +invariantes. Además, por el Teorema 3.10, trans(f) = X y así, por el
Teorema 3.13,

⋃∞
n=1 f

−n(U) = X. Dado que f es una función continua, se cumple
que para cada n ∈ N, f−n(U) es un subconjunto abierto de X. Esto es, {f−n(U) :
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n ∈ N} es una cubierta abierta para X y como X es compacto, existe N ∈ N
tal que

⋃N
n=1 f

−n(U) = X. Por otro lado, como f es minimal, por el Teorema
3.11, f es transitiva. Veamos que además f es sobreyectiva. Notemos que para
cualquier subconjunto abierto no vacío U de X se cumple que

⋃∞
n=1 f

n(U) es un
subconjunto denso, pues f es transitiva. Además, ya que

⋃∞
n=1 f

n(U) ⊆ f(X), se
cumple que f(X) también es un subconjunto denso. Esto es cl(f(X)) = X. Ya que
X es compacto y f continua, f(X) es compacto y como X es de Hausdor�, f(X)
es cerrado. En consecuencia, f(X) = X, esto es, f es sobreyectiva. Esto implica
que fN+1 también es sobreyectiva. Así:

fN+1(X) = fN+1

(
N⋃
n=1

f−n(U)

)
= fN+1

(
f−1(U) ∪ f−2(U) ∪ · · · ∪ f−N (U)

)
= fN+1

(
f−1(U)

)
∪ fN+1

(
f−2(U)

)
∪ · · · ∪ fN+1

(
f−N (U)

)
= fN

(
f
(
f−1(U)

))
∪ fN−1

(
f2
(
f−2(U)

))
∪ · · · ∪ f

(
fN
(
f−N (U)

))
= fN (U) ∪ fN−1(U) ∪ · · · ∪ f(U)

=

N⋃
n=1

fn(U).

Por lo tanto, X =
⋃N
n=1 f(U) y así, f es muy fuertemente transitiva. �

Para �nalizar este capítulo, invitamos al lector a seguir recopilando más clases
de funciones dinámicas y, de ser posible, seguir expandiendo el diagrama de la
Figura 3.
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