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Resumen

Podemos imaginar a los ovillos racionales como dos cuerdas que se enredan dentro de una esfera con
los extremos pegados a la superficie de esta misma, con la condicion de que se pueden desenredar
simplemente girando y torciendo los extremos. En 1970, J. H. Conway introdujo la nocién de ovillos
racionales asociando una fraccién continua a cada uno de ellos y formulé el teorema en el que se

establece que dos ovillos racionales son equivalentes si y so6lo si sus fracciones asociadas son iguales.

La presente tesis tiene como objetivo principal la demostracion del Teorema de Conway siguiendo
las ideas del articulo On the classification of rational tangles de Louis H. Kauffman y Sofia
Lambropoulou. Para esto, se muestran detalladamente los conceptos basicos sobre la teoria de
ovillos. Asimismo se analizan ejemplos de la asignaciéon de un nuamero racional a un ovillo dado y
viceversa, de un ovillo a un namero racional. También se presenta una aplicacién de la teoria de
ovillos racionales a la biologia estudiando el comportamiento de las enzimas y el ADN vistos como

operaciones en un ovillo racional.

Vi



Abstract

We can imagine rational tangles as two strings that get tangled inside a sphere with their ends
attached to its surface, with the condition that they can be untangled simply by twisting and
turning the ends. In 1970, J. H. Conway introduced the notion of rational tangles by associating a
continued fraction with each of them and formulated the theorem that states two rational tangles

are equivalent if and only if their associated fractions are equal.

The main objective of this thesis is to demonstrate Conway’s Theorem by following the ideas
from the article On the Classification of Rational Tangles by Louis H. Kauffman and Sofia
Lambropoulou. To achieve this, the basic concepts of tangle theory are detailed. Additionally,
examples of assigning a rational number to a given tangle and vice versa, from a tangle to a
rational number, are analyzed. An application of rational tangle theory to biology is also presented

by studying the behavior of enzymes and DNA seen as operations on a rational tangle.

Vi
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Introduccion

Desde los inicios de la humanidad, el ser humano ha utilizado de manera ingeniosa nudos, trenzas y
enlaces presentes en la naturaleza. Desde la construccidn de herramientas primitivas hasta sistemas
avanzados de registro y contabilidad como los quipus incas. Estos artefactos ademas de demostrar
las habilidades del ser humano, también demuestran la capacidad de comprension intuitiva de las

estructuras complejas que pueden surgir de simples actos como torcer y enlazar.

A finales del siglo XVII surgi6é la importancia del estudio de la teoria de nudos para entender
fenomenos naturales, tales como las oOrbitas de los planetas, una contribucion de Gauss [5], la
descripcion de los atomos vistos como nudos, teoria de Lord Kelvin [24], aplicaciones en la biologia

molecular [3], la criptografia [12], fisica cuantica [25], quimica [4], etc.

En el contexto matematico y cientifico, la teoria de los ovillos racionales surgié como un campo
de estudio fascinante que vincula la topologia con diversas disciplinas, desde la biclogia molecular
hasta la fisica cuantica. O. Simony en 1882 [13] fue el pionero en relacionar nudos con fracciones
continuas [21]. En 1929 Reidemeister [19], calculé el grupo de nudos de una clase especial de nudos
racionales. No fue hasta 1956 que Schubert [20] clasific6 los nudos racionales al encontrar formas
canonicas representandolos como nudos de dos cuerdas. El teorema de Schubert fue reformulado
por J. H. Conway [7] en términos de Ovillos racionales y en 1970, introdujo la nocion de ovillos

racionales asociando una fraccién continua a cada uno de ellos.

En el presente trabajo, analizaremos los conceptos de ovillos, sus propiedades fundamentales y sus
demostraciones. Realizaremos ilustraciones detalladas que facilitaran al lector la comprension del
teorema de Conway, el cual establece que dos ovillos racionales son equivalentes si y solo si sus

fracciones asociadas son iguales.

Para alcanzar este objetivo, hemos dividido el trabajo en tres capitulos. En el capitulo 1,

exploraremos diversos conceptos esenciales en el &mbito de la topologia para el estudio de los



Indice general

ovillos racionales. Comenzaremos con el concepto de funciones continuas y como se preserva la
estructura topolégica entre dos espacios. Analizaremos las fracciones continuas, lo cual sera crucial
para entender la estructura de un ovillo racional visto como un nGmero racional. Posteriormente,
examinaremos las caracteristicas de los n-ovillos, centrandonos particularmente en los 2-ovillos y su
representacion gréafica en un diagrama de ovillo. Culminaremos el primer capitulo con las isotopias

llamadas movimientos de Reidemeister, que nos permitirdn demostrar equivalencias entre ovillos.

En el capitulo 2, detallaremos la construccién y caracteristicas de los ovillos enteros. Definiremos
los ovillos mas basicos: el ovillo cero, el ovillo infinito, asi como los ovillos horizontales y verticales.
Luego, presentaremos las definiciones de los ovillos [1] y [-1], que resultan de realizar torceduras
horizontales y verticales, positivas y negativas. Ademas, exploraremos las operaciones basicas en
los ovillos, como la suma y la multiplicacién, para asi poder definir la construccidn de un ovillo
racional. Abordaremos un conjunto de isotopias, como la rotacidn, la reflexién y el flype. Estas
isotopias seran esenciales para que, una vez construido un ovillo racional utilizando la definicion

de ovillos racionales, podamos obtener su forma estandar.

Posteriormente, en el capitulo 3, examinaremos la forma candnica de los ovillos racionales y
estudiaremos una manera algebraica de describir un ovillo racional, esta es, la fraccién continua
de un ovillo racional. La motivacion de esta propuesta de investigacién es la demostracion del
teorema de Conway. Para ello, siguiendo las ideas del articulo On the classification of rational
tangles de Louis H. Kauffman y Sofia Lambropoulou [16], se presentaran dos teoremas que nos
permitiran demostrar la biyeccion: el Teorema 3.3.1 y el Teorema 3.3.2. Juntos prueban que dos
ovillos racionales son isotépicos si y s6lo si tienen la misma fraccion. Ademas, ejemplificaremos
graficamente estos teoremas. Finalmente, ilustramos una aplicacion de los ovillos racionales en

biologia, especificamente en el ADN vy las enzimas vistas como ovillos y su comportamiento.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es recordar las definiciones bésicas de espacios topoldgicos y funciones
continuas. Estos conceptos proporcionan la base tedrica para la construccién y comprension de
nuestro objeto de estudio: los ovillos. Ademas, estudiaremos fracciones continuas junto con diversas
proposiciones y lemas que nos facilitaran, en etapas posteriores, la obtencion de la fraccion continua
de un ovillo, como se explica en la Definicion 3.1.1. Discutiremos sobre las isotopias de ovillos
racionales conocidas como movimientos de Reidemeister, explorando como estas transformaciones

permiten entender y manipular las estructuras topolégicas de los ovillos.

Las definiciones basicas sobre topologia se pueden consultar en [1], [9], [15] ¥y [17]. Para el estudio

de la teoria de ovillos referimos al lector a [7], [11], [16] y [19].

1.1. Funciones Continuas

Definiciéon 1.1.1 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos X con

las siguientes propiedades:
1. 0 y X pertenecen aT.
2. La unién de los elementos de cualquier subcoleccion de T pertenece a T .
3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T pertenece a T .

Un conjunto X para el cual se ha definido una topologia T se llama espacio topolégico.



1.1. Funciones Continuas

A menudo omitiremos hacer mencién especifica de T si no existe confusion.
Un espacio topoldgico importante es Rn. La topologia usual para Rn esta formada por uniones de

bolas abiertas que describiremos en la Definicién 1.1.3.

Definiciéon 1.1.2 Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto no vacio y d

es una funcion real definida en X x X, llamada distancia o métrica, que satisface los siguientes

axiomas:
i) d(x,y) >0 Vx,y EX,yd(Xxy) =20 X =Y,
ii) d(x,y) = d(y,x) Vx,y EX,

i) d(x, z) < d(x,y) + d(y,z) Vx,y,z EX.

Definicion 1.1.3 La bola abierta, con centro en x y radio ¢, en Rn, denotada como Bs(x), se
define como
Be(x) = {y ERn|d(x,y) <e}.

Donde d es la distancia euclidiana en Rn dada por

d(x,y) = \JIxl- yi)2+ (x2- y2)2 +--mmmm- +(xn - y-n)2.

Todo subconjunto de un espacio topolégico puede verse como espacio topolégico con la topologia
inducida. Esto es, si (X, T) es un espacio topoldgico y Y C X, los abiertos en Y son las

intersecciones de los subconjutos abiertos de X con Y.

Un subespacio importante de Rn, es la bola unitaria rellena. Este seréd el espacio topolégico con el

gue trabajaremos a lo largo de este proyecto.

Definicion 1.1.4 La bola unitaria rellena en Rn, denotada como Bn, se define como

Bn= {x ERn|IMI < 1}

La frontera de Bn, denotada como 5Bn, se define como
3Bn= {x ERNn |IMI| = 1}.

Esto es, 5Bn es el conjunto de todos los puntos en Rn que tienen una distancia de 1 desde el origen.

A la frontera de Bn se le denota como Sn-i.

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 4



1.1. Funciones Continuas

Ahora introduciremos la nocién de funcion continua que es de gran importancia porque nos permite

definir homeomorfismos, a través de los cuales encontramos invariantes topoldégicos.

Definicion 1.1.5 Sean X y Y espacios topolégicos. Se dice que una funcién f : X ~ Y es
continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f-1(V) es un subconjunto abierto
de X.

La idea central detras de una funciéon continua es que asocie puntos cercanos del dominio de la
funcion a puntos cercanos en el rango.

Definicion 1.1.6 Sean X yY espacios topolégicos, ssan A C X y B C Y .Se dice que una funcién
f:X ™ Y esunafunciéon de pares, denotada por f : (X, A) ™ (Y, B), si f(A) = B.

Definicion 1.1.7 Sean X y Y espacios topolégicos; sea f : X ~ Y una biyeccion. Si la funcién
f y la funcién inversa f-1 : Y 2~ X son ambas continuas, entonces se dice que f es un

homeomorfismo.

Un homeomorfismo f : X ~ Y establece una correspondencia biyectiva no solo entre X y Y, sino

también entre las colecciones de conjuntos abiertos de X y Y.

Por lo tanto, cualquier propiedad de X que se exprese completamente en términos de la topologia
de X , nos proporciona, a través de la correspondencia f, la propiedad correspondiente para el

espacio Y . A esta propiedad de X se le denomina propiedad topolégica de X .

Definicion 1.1.8 Una trayectoria o arco en el espacio topolégico X es una funcién continua
a I ~ X donde | = [0,1]. Los extremos de la trayectoria a son los puntos ao = a(0) y

al = a(l). En este caso se dice que a es una trayectoria de a0 a a\.

Figura 1.1: Trayectoria de ao hasta al

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 5



1.2. Fracciones continuas

Definicion 1.1.9 Sea A

{ai,a2,...,an} un conjunto de n arcos en un espacio X . Definimos la
{ai(d), ai(1),...,an(0), an(1)}.

frontera de A como dA

En otras palabras, la frontera del conjunto de n arcos A son los extremos de todos los arcos

contenidos en A.

Ahora supongamos que f : X ~ Y es una aplicacién continua inyectiva, donde X y Y son espacios
topolégicos. Sea Z = f (X)), considerado como un subespacio de Y ; entonces, la funcién f' : X ~ Z
obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que fles un homeomorfismo de X con

Z , decimos que la aplicacion f : X ~ Y es un encaje de X en Y.
En otras palabras,

Definicion 1.1.10 Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Una funcion continua f : X ~ Y se

denomina encaje si cumple con las siguientes propiedades:

1. Inyectividad: Lafuncién f es inyectiva, lo que significa que si x1 y x2 son puntos diferentes

en X , entonces f (x1) y f (x2) son puntos diferentes en Y .

2. Homeomorfismo con su imagen: La restriccion def af (X) es un homeomorfismo entre

X y f(X), lo que significa que f y su inversa f-1 :f (X) ~ X son funciones continuas.

1.2. Fracciones continuas

El Algoritmo de Euclides es un método clasico y eficaz utilizado para encontrar el méximo
comun divisor (MCD) de dos nimeros. Fue desarrollado por Euclides en su obra Elementos [14].
La version generalizada de este algoritmo permite calcular el MCD de dos entidades cualesquiera,

siempre y cuando sea posible realizar una division euclidiana entre ellas.

La divisiéon euclidiana se define de la siguiente manera:
Sean N y d dos numeros naturales dados y supongamos que N > d.

m Si N es divisible por d, entonces los divisores comunes de N y d constan simplemente de

todos los divisores de d, y no hay més que decir.

m Si N no es divisible por d, podemos expresar a N como multiplo de d junto con un resto

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 6



1.2. Fracciones continuas

menor que d, es decir

N=dmc+r con O<r< [
donde N es el dividendo, d es el divisor, c es el cociente y r es el residuo.

Existe otra forma de expresar el algoritmo de Euclides mediante la representacion del cociente de

los niumeros N y d como una fraccion continua, cuya informacion basica se puede consultar en
[8l.

Las fracciones continuas se construyen de la siguiente manera:

Sean N E Z y d E Z+, entonces por el algoritmo de Euclides existen pOE Z y rO E Z+ tales que
0<r0O<dy
N = p0O(d) + ro.

De igual forma, existen pl EZ+ y rl EZ+ con rl < rOy
d= PL(r0O) + rl
Asi sucesivamente, por lo que el algoritmo esta dado de la siguiente manera,

N = PO(d) + rO
d=PL(r0) + r1

ro= P2(rl) + r2

rn— = Pn(rn-2) + rn

Hasta obtener rn = 0, con n E N. De esta forma, el racional NNse puede escribir en forma de

fraccién continua de la siguiente manera

N 1
d = PO+

[B=Y

P1+ ;
P2+

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 7



1.2. Fracciones continuas

A esta fraccion continua se le denotard como un arreglo de la forma

[PO,P1,P2, ....Pn].

De esta manera hemos probado la siguiente Proposicién.

N
Proposicion 1.2.1 Para cualquier nimero racional i existe una secuencia PO,...,Pn-1E Z,

PnE Z —{0} tal que

N =[POPL...Pn].

En otras palabras, todo numero racional puede expresarse como una fraccion continua con todos

los numeradores iguales a 1, es decir, como una expresion aritmética del tipo:
N 1
d

= PO + 1
P1+

P2+

Pn— +
— Pn

Ejemplo 1.2.2 Sean N = 4741 y d = 999, entonces

4741

(4)(999) + 745
999

(1)(745) + 254
745 = (2)(254) + 237
254

(1)(237) + 17
237

(13)(17) + 16
17= (1)(16) + 1
16 = (16)(1)

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 8



1.2. Fracciones continuas

por lo que la fraccion continua correspondiente es

4741 1
— T =1[412113,116]= 4+ —

1+

13 + -

1+ 16

N
En el Ejemplo 1.2.2, se obseva que |N] > d, esto es g > 1 por lo que PO = 0. Es claro que si

IN] < d entonces PO= 0.

Ejemplo 1.2.3 Sean N = 125 y 798, entonces

125 1
A= 10.6,2,1,1,1,1,9]= 0+

1+ 9
Definiciéon 1.2.4 Sea [PLP2,...,Pn] una fraccién continua con n elementos, entonces diremos que

la longitud de lafraccion continua es igual a n.

En otras palabras, la longitud de una fraccién continua se refiere al nimero total de términos que
contiene.

. . 4741 125
Ejemplo 1.2.5 Las fracciones 999 = [4,1,2,1,13,1,16] vy ~o8 = [0,6,2,1,1,1,1, 9] son de

longitud 7 y 8, respectivamente.

Las fracciones continuas tienen propiedades que seradn Utiles para operar con los ovillos,
especificamente con los ovillos racionales que enunciaremos en la Definicién 2.3.1. Por esta razon,
procederemos a demostrar la siguiente Proposicion.

N
Proposicion 1.2.6 Sea q = [PL,P2,...,Pn] cualquier numero racional. Entonces:

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 9



1.2. Fracciones continuas

N
d £ 1= [P1t 1,P2, == Pn].

d
2. Si N > d, entonces — = [0,P1,P2, == Pn].

-N r
3. ~d~ = [-P1,-P 2, eee -Pn].

N
4, Si Pi = ai + bi y s/u = [bi,Pi+l, e*= Pn], entonces 3 = P1nNee Pi-l,ai + s/u] y
[PL, ®==,Pi-1,ai + bi,Pi+1, == Pn] = [P1, === Pi-1,ai, O, bi,Pi+1, e== Pn].

Deml\?stracién:
Sea 3 = [pl,p2, ===M] un ndmero racional, entonces

1.

N 1
P1+ +1
~d+ 1 1
P2+
1
P3 +
3 1
LY X TN
Pn-1 +
\% - Pn
1 .
(P1+ 1) + 1 (por conmutatividad de la suma en
P2+
1
P3 +
1
LY X TN
1
Pn-1 +

= [P1+ 1,P2,P3, =eePnle

Licenciatura en Matematicas Aplicadas
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1.2. Fracciones continuas

2. Si N > d, entonces P1= 0, y tenemos que,

d 1
N =N
d

P1+
P2 +

oo

Pn-1+
- Pn

[0,P1,P2,P3, === Pn]e

P1+
P2+

eooeo|

P2 +
P3+

LY X BN

Pn-1+
- Pn

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 1



1.2. Fracciones continuas

1
- P1+
1
P2+
1
P3+
1
LY X BN
Pn-1 + ,
- Pn
1
- P1+
1
P2 1
P3+
1
LY X BN
Pn-1 +
1
- P1+
1
1
P3+
1
oo
1
Pn-1 +
- Pn
1
- P1+
1
- P2+
1
P3 1
+
1
Pn-1 +

[-P1,-P2 ee= Pnje

N
4. Sea q = [pl, ===P,Pi+1, ===Pn] una fraccion continua, tal que Pi= ai+ b
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1.2. Fracciones continuas

Ci s N s
Sea —= ai+ bi,~. , cJonofe — = [pi+1, ===pn], entonces — Pl, eeePi-l,
u u u d u

Entonces
S ) 1
U (ai .
u!
1 1
Como paratodax ER, X =y = - ~ | entonces
X
S . .
ai+ bi +— vy
u S
u
ai +
u'
. 1
e 1
0+ ==-m-m-
bi + ST
u
. 1
= al + - 1
. 1
bi + 1
pi+l + p
B
Pn

[ai, U,bi,pi+l, ==pn]

Por lo tanto,

s
Pl, eeePi-l,
u

[P , ..-,pi-]_,aiyo, bi,pi+1, ...1Pn]
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1.2. Fracciones continuas

Observacion 1.2.7 Si unafraccién continua [pl,p2, ===,pn] tiene longitud par, entonces podemos

ajustarla para que tenga longitud impar mediante la siguiente transformacién en el dltimo término:

[Pl,PZ, eee Pn] = [Pl,PZ, eeePn + 1- 1]

= [PL,P2,eeePn- 1,+1] paraPn>0yPn= %1
y
[P1,P2, === Pn] = [PLP2, ee=Pn+ 1- 1]
= [PLP2,®eePn+ 1,-1] paraPn< 0 yPn= %1

Cuando pn es igual a £1, se suma al término pn-1. Esto se expresa como:

[P1,P2, == Pn-1,+1] = [PLP2, e==Pn-1+ 1]

Ejemplo 1.2.8 Para la siguiente fraccidn continua de longitud n = 8 tenemos que

[0,6,2,1,1,1,1, 9] = 0 + -—--mmmmmmmmmeev 1
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1.2. Fracciones continuas

= [0,6,2,1,1,1,1,8,1]

De esta manera obtenemos una fraccion continua de longitud n =

Ahora, para la siguiente fraccion continua de longitud n = 6 tenemos que

(=Y

['41 -1,-2,-1,-13, -5] = -4 +
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1.2. Fracciones continuas

1
-4 +
1
-1 +
1
-2 +
1
-1 +
1
13 +
5+ 1- 1
1
-4 +
1
-1 +
1
-2 +
1
-1+
1
-13 + -
S5+ 1+ i
1
-4 +
1
-1+
1
-2+
1
-1 +
1
-13 +
-4+

[-4,-1,-2,-1,-13, -4,-1],

De esta manera obtenemos una fraccién continua de longitud n = 7,

Definicion 1.2.9 Diremos que una fraccidn continua es positiva si todos sus términos numéricos

son positivos, y que es negativa si todos sus términos numéricos son negativos.

De esta manera, consideremos la Definicion 1.2.9 para definir la forma candnica de una fraccién

continua.

Definicién 1.2.10 Se dice que una fraccién continua [pl,p2,,,, ,pn] estd enforma canénica si

la fraccion continua es positiva o negativa y su longitud es impar.
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1.2. Fracciones continuas

Observacion 1.2.11 Como

1 1
1 —A+r
1+ 1+
r I
-1+ 7
1
|
1+
r |
1
r
r —I
r 7
1-7
r
1
= 1+ r

entonces

0-1 4+ 7 1-—r

Proposicién 1.2.12 Toda fraccién continua [pl,p2,... ,pn] puede ser transformada a su forma

candnica de manera unica, donde el signo coincide con el del primer término pi = 0.

Demostracion:

Sea % = [pl,...,pn] y supongamos que los términos pi con i E {1, ...,n} no son todos del mismo
signo.

Supongamos que el signo del primer término es positivo. Sean pi-1 y pi el primer par de términos

adyacentes de signos opuestos, con pi-1 > 0.
N

Veamos que a3 = [pl,...,pn] es una fraccién continua positiva.
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1.2. Fracciones continuas

[P1, ==

1
[S—
1

[pl, ==pi-2,pi-1,pi,pi+l, ==pn]

[pl, ==pi-2, (pi-1 - ~ + 1 -1+ (pi+ 1),pi+l, ==pn]

Como pi-1 - 1+ 1= (pi-1 - 1) + 1, por la Proposiciéon 1.2.6(4), tenemos que

N
d = [pl, e==pi-2,(pi-1 - 1),0,+1 - 1+ (pi+ 1),pi+l, ==pnje

S
Sea — = [pi + 1,Pi+1, === entonces

N S
d N esepi-2,(pi-1 - 1),0,+1,- 1+ —  por la Proposicion 1.2.6(1)

S
pl, ==pi-2, (pi-1 - 1), +1,- — por la Observacion 1.2.11

[P, e==Pi-2, (Pi-1 - 1), +1, -Pi + 1,-Pi+1, ==-Pn]

Observemos que ahora el i-ésimo término de la fracciéon continua es positivo. Para el siguiente par
de términos pk-1 y pk adyacentes con signos opuestos, con k > i, repetimos el algoritmo. Conti-
nuamos de esta forma hasta obtener todos los términos positivos, de esta forma hemos obtenido

una fraccion continua positiva.

Si los primeros términos de la fraccién continua son negativos, y pi-1 y pi son el primer par
de términos adyacentes de signos opuestos, procederemos de forma analoga, sustituyendo pi-1 por

(pi-1 + 1) - 1y pipor 1+ (pi- 1), para después repetir los pasos anteriores.

N
Ahora bien, si la longitud de 3 es par, por la Observacion 1.2.7, transformamos su longitud

a impar.
N 7 -
Por lo tanto hemos transformado E a su forma candnica.

Es facil verificar la unicidad. n
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1.3. Nudos y ovillos

Ejemplo 1.2.13 Sea 3 = [-1, 8,3, - 2] una fraccion continua, entonces utilizando el algoritmo

para transformar una fraccion continua a su forma canénica tenemos que,

N r
j M .M . -2]

[((-1+1D- 11+ (8- 1),3,- 2]
[(-1 + 1),0,-1,1 + (8- 1), 3 -2]

S
Sea — = [8- 1, 3,- 2], entonces

S
0,0,-11- —

-1,8
[0,-1, -7, -3, 2]

Aplicando nuevamente el algoritmo

N
-j = 0-1,-7,(-3+1)- 1,1+ (2- 1)

= [0,-1,-7, (-3 + 1),0,-1,1 + (2- 1)

Sc'eaE [2- 1] = [1], entonces

S
0,-1,-7,-2,-11- —

[0,-1,-7,-2,-1,-1]

1.3. Nudos y ovillos

Los ovillos desempefian un papel fundamental como cimientos en la construccién de estructuras
topoldgicas de mayor complejidad, como nudos y enlaces. Para profundizar en nuestra comprensién

y apreciacion de las propiedades y caracteristicas de los ovillos, ya sea en su forma general como
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1.3. Nudos y ovillos

n-ovillos, debemos familiarizarnos con conceptos esenciales como el de bola, arco y frontera de

arco, ya que son las piezas basicas con las que construiremos un ovillo.

Un n-ovillo consiste en n arcos que se encuentran completamente contenidos en B3 y con sus
extremos ubicados en la superficie de esta bola, de tal manera que los extremos de los arcos estan

fijos en la superficie de B3, esto es,

Caso particular dB3 = S2.

Definicion 1.3.1 Un n-ovillo es una pareja (B3,A), en donde B3 es la bola unitaria rellena en

R3y A es un conjunto de n arcos encajados en B3 tales que A fl dB3 = dA.

De ahora en adelante, si no hay lugar a confusién, nos referiremos al ovillo (B3, A) simplemente
como A. Trabajaremos con los n-ovillos con n = 2, es decir, 2-ovillos. Asi en adelante cada vez que

digamos ovillos nos referiremos al 2-ovillo. En este trabajo nos centraremos en los ovillos racionales.

Definicion 1.3.2 Un ovillo racional es un ovillo tal que existe el homeomorfismo de pares
h:(B3,A)~ (B2x I, {x,y} x1).

Figura 1.3: Homeomorfismo h de un ovillo A a (B2x I, {x,y} x I)
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14 Movimientos de Reidemeister

Definicién 1.3.3 Decimos que dos ovillos T y G son isotopicos, y lo denotamos como T ~ G,
si existe un homeomorfismo h : (B3,T) ~ (B3,G) tal que h XIT = idB3. En este caso decimos que

h es una isotopia.

De esta forma diremos que, que dos ovillos G y T son equivalentes si existe una isotopia de B3 en
si misma que deja la frontera fija y lleva G en T, esto es, G y T son equivalentes si podemos, sin

romper, deformar los arcos de G y sobreponerlos en los de T.

Los nudos se distinguen de los ovillos porque sus extremos estan unidos, mientras que los extremos
del ovillo estan encajados en la superficie de B3. Formalmente, un nudo es un subconjunto del

espacio tridimensional que es homeomorfo al circulo.

Definicion 1.3.4 EI subconjunto K C R3 es un nudo si existe un homeomorfismo del circulo
unitario S1 en R3 cuya imagen es K . Donde S1 es el conjunto de puntos (x,y) en el plano R2 que

satisfacen la ecuacion x2+ y2= 1.

Definicion 1.3.5 Un puente es el segmento del arco en un cruce que pasa por encima de otro

arco. El nimero minimo de puentes en un diagrama dado se conoce como el nUmero de puentes.

(a) () ()
Figura 1.4: Imagen tomada de [18].

En la Figura 1.4, se observa en el inciso (a) que el segmento de arco que cruza por encima de otro
arco, desde el punto A hasta el punto B, es un puente. En el inciso (b), se muestra que el nudo
trébol tiene tres puentes, mientras que en el inciso (c), se destacan los segmentos que se encuentran

por debajo de estos puentes en el nudo trébol.

Definicién 1.3.6 A los nudos de dos puentes les llamaremos nudos racionales.
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1.4. Movimientos de Reidemeister

1.4. Movimientos de Reidemeister

Los Movimientos de Reidemeister, propuestos por el matematico aleman Kurt Reidemeister en la
década de 1920, son un conjunto de tres transformaciones topoldgicas fundamentales utilizadas
en la teoria de nudos. Cada uno de estos movimientos es una isotopia de ovillos. Reidemeister
demostro que dos ovillos son equivalentes si y s6lo si, podemos pasar de un ovillo G a un ovillo T

usando una sucesion finita de movidas de Reidemeister [19].

Movimiento de Reidemeister |. Agregar o remover un rizo, este movimiento permite el

deslizamiento de un segmento del arco en un punto de cruce.

Figura 1.5: Movimiento de Reidemeister I.

Movimiento de Reidemeister Il. Agregar o remover dos cruces por arriba o por debajo

consecutivos, este movimiento implica el cruce y desenredo de dos segmentos de arco.

Figura 1.6: Movimiento de Reidemeister II.

Movimiento de Reidemeister Ill. Movimiento triangular, en esta transformacién, tenemos tres

segmentos de arco en los cuales se intercambian las posiciones de los dos segmentos superiores, de
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1.4. Movimientos de Reidemeister

modo que el que originalmente estaba mas arriba pase a estar mas abajo, y viceversa. El tercer

segmento, que pasa por debajo, permanece en su lugar

Figura 1.7: Movimiento de Reidemeister IlI.
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Capitulo 2

Ovillos racionales

El objetivo de este capitulo es explorar los ovillos racionales, comenzando por los conceptos
fundamentales de los ovillos enteros y sus caracteristicas distintivas, como las torceduras y las
representaciones gréaficas béasicas. Luego, nos adentraremos en las operaciones esenciales en los
ovillos y como estas operaciones influyen en la construccién de ovillos racionales. Finalmente,
analizaremos las isotopias especificas que permiten definir la forma estdndar de un ovillo racional,

estableciendo asi una base so6lida para comprender su estructura y propiedades.

2.1. Ovillos enteros

2.1.1. Torceduras

Una torcedura es un homeomorfismo de un ovillo en si mismo, h : (B3,A) ~ (B3,A), la cual
consiste en entrelazar los arcos encajados en la bola. Cada tipo de torcedura implica movimientos

precisos de los hemisferios de B3 dando lugar a diferentes ovillos.
Sean c1, c2, c3, y c4 los puntos fijos sobre la frontera de B3 que se muestran en la Figura 2.1.

Consideremos el arco al que tiene sus extremos en los puntos cly c3;y el arco a2, con extremos

c2y c4, ademas de cuatro arcos nombrados como x1, x2, x3y x4.
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2.1. Ovillos enteros

Torcedura horizontal positiva

Ubiguemos el arco al en el hemisferio frontal de la esfera y el arco a2 en el hemisferio posterior
de la esfera. Para realizar la torcedura horizontal positiva fijamos el hemisferio izquierdo de B3y
giramos el hemisferio derecho 180° en sentido antihorario y de manera continua como se muestra

en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Torcedura horizontal positiva

Torcedura horizontal negativa

Ubiquemos el arco a2 en el hemisferio frontal de la esfera y el arco al en el hemisferio posterior
de la esfera. Para realizar la torcedura horizontal negativa fijamos el hemisferio izquierdo de B3y
giramos el hemisferio derecho 180° en sentido horario y de manera continua como se muestra en

la Figura 2.2.
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2.1. Ovillos enteros

Figura 2.2: Torcedura horizontal negativa

Torcedura vertical positiva

Ubiquemos el arco al en el hemisferio frontal de la esfera y el arco a2 en el hemisferio posterior de
la esfera. Para realizar la torcedura vertical positiva fijamos el hemisferio norte de B3y giramos
el hemisferio sur 180° de izquierda a derecha y de manera continua como se muestra en la Figura
2.3.

Figura 2.3: Torcedura horizontal negativa

Torcedura vertical negativa

Ubiquemos el arco al en el hemisferio posterior de la esfera y el arco a2 en el hemisferio frontal de
la esfera. Para realizar la torcedura vertical negativa fijamos el hemisferio norte de B3y giramos
el hemisferio sur 180° de derecha a izquierda y de manera continua como se muestra en la Figura
2.4,
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2.1. Ovillos enteros

Figura 2.4: Torcedura horizontal negativa

Ahora, examinaremos los ovillos enteros, los cuales son configuraciones méas completas de los arcos
dentro de la bola unitaria tridimensional. Veamos primero los ovillos méas basicos y luego cdmo se

construyen a partir de torceduras.

2.1.2. Ovillos enteros

El ovillo cero es el ovillo que consta de dos arcos horizontales encajados en la bola unitaria
tridimensional (B3) de manera que no se superponen. Se representa con la notacion [0], ya que no

implica ninguna torcedura en la configuracion de los arcos.

Figura 2.5: Ovillo cero

El ovillo infinito es el ovillo que consta de dos arcos verticales encajados en la bola unitaria

tridimensional (B3) de manera que no se superponen. Se representa con la notacién [ro].
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2.1. Ovillos enteros

Figura 2.6: Ovillo infinito

Ovillos horizontales y verticales

Los ovillos son estructuras que se pueden manipular mediante torceduras como vimos en la Seccion
2.1.1. En este contexto, los ovillos mas simples son [0], [to], [+1] ¥y [-1], adema&s de los ovillos

enteros.

Los ovillos mas complejos se construyen a partir de los ovillos béasicos [0] y [to] mediante la

aplicacién de torceduras.

Definimos el ovillo [ 1] como el ovillo resultante tras realizar una torcedura horizontal positiva a

partir del ovillo cero,

Figura 2.7: Torcedura horizontal positiva en el ovillo [0].

o0 tras realizar una torcedura vertical positiva a partir del ovillo infinito.
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2.1. Ovillos enteros

Figura 2.8: Torcedura vertical positiva en el ovillo [ro].

Definimos el ovillo [—1] como el ovillo resultante tras realizar una torcedura horizontal negativa

a partir del ovillo cero,

Figura 2.9: Torcedura horizontal negativa en el ovillo [0]

0 tras realizar una torcedura vertical negativa a partir del ovillo infinito.

Figura 2.10: Torcedura vertical negativa en el ovillo [ro].

De manera andaloga a como definimos los ovillos [1] y [—1] mediante una sola torcedura positiva
0 negativa, podemos generar ovillos con multiples torceduras. A continuacion, se muestra cémo

estos ovillos horizontales y verticales se forman al aplicar n torceduras.

m A partir del ovillo cero construiremos el ovillo horizontal [n], con n € Z, (n = 0), realizando

n torceduras horizontales positivas si n > 0y n torceduras horizontales negativas si n < 0.

X X X 0 X

sl [4]

Figura 2.11: Ovillos horizontales
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2.2. Operaciones en los ovillos

m A partir del ovillo infinito construiremos el ovillo vertical n ,con n € Z, (n = 0), realizando
n torceduras verticales positivas si n > 0y n torceduras verticales negativas si n < 0. Para

n = 0 el ovillo r- se representa como el ovillo [rc>].

[-2] [4]

Figura 2.12: Ovillos verticales

Notemos que [1]= [y [-1] = j.

2.2. Operaciones en los ovillos

Ahora que hemos definido y construido los ovillos enteros mediante torceduras, es importante
explorar como estos ovillos pueden interactuar entre si mediante diversas operaciones. Existen
diversas operaciones a las que podemos someter a los ovillos, como la suma, la multiplicacién, la

reflexion y la inversién. A continuacion definiremos la suma y la multiplicacion.

Sea G un ovillo con extremos a,b,c y d. Sea T otro ovillo con extremos f ,g,h e i como se observa

en la Figura 2.13:
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2.2. Operaciones en los ovillos

Figura 2.13: Ovillos Gy T

La suma de estos ovillos se representa como G + T . Esta operacidn se realiza uniendo los extremos

by f asi como los extremos dy h como se muestra en la Figura 2.14.

Figura 2.14: Representacion de G + T.

Ejemplo 2.2.1 Por ejemplo, sea G = yT= —j. Lasuma G + T esta dada como se muestra

en la Figura 2.15.

Figura 2.15: Representacion de G + T.

Mientras que la suma T + G esta dada por la Figura 2.16.
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2.2. Operaciones en los ovillos

Figura 2.16: Representacion de T + G.

Observemos que en el Ejemplo 2.21 G+ T y T + G no son isotopicos, por lo tanto, la suma de

ovillos no es conmutativa.

La multiplicacién de los ovillos G y T se representa como G * T. En esta operacion, uniremos

los extremos ¢y f asi como los extremos dy g como se muestra en la Figura 2.17.

Figura 2.17: Representacion de G *T.

Ejemplo 2.2.2 Por ejemplo, sea G = [2]y T = [-4]. La multiplicacion G * T esta dada como

se muestra en la Figura 2.18.

Figura 2.18: Representacion de G * T.
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2.2. Operaciones en los ovillos

Mientras que la multiplicacion T * G esta dada por la Figura 2.19.

Figura 2.19: Representacion de T * G.

Observemos que G *T y T * G no son isotdpicos, por lo tanto la multiplicacién de ovillos no es
conmutativa.
Se observa claramente que las operaciones de suma y multiplicacion siguen los principios simples

gue se ven a continuacion,

m[a]+ [b]=[a+h
1 1 1

* —

|
@ [0 [a+H

Estas isotopias se realizan gracias al movimiento de Redemaister Il (ver Seccion 1.4).

Ejemplo 2.2.3 Realicemos la suma de los ovillos enteros [—3]y [4]

Asi[—3] + [4] = [-3+ 4 = [1].
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2.2. Operaciones en los ovillos

Ahora, realicemos la multiplicacion de los ovillos enteros 1 'y -

1

Asi, *4 = 1 = [-1]-
[-41 B [-4+3 [-1]

Ademds de estas operaciones, existe otra transformacion importante conocida como la imagen
espejo. Esta operacion implica intercambiar todos los cruces de un ovillo, proporcionando una

perspectiva adicional sobre su estructura.

La imagen espejo de T, denotada por - T, se obtiene intercambiando todos los cruces.

m -[n] = [-n]
Figura 2.20: [-2] es la imagen espejo de [2]
1 1
M [n]
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2.2. Operaciones en los ovillos

Figura 2.21: es la imagen espejo de
Observacion 2.2.4 En general tenemos que:
- (T +8S)=(-T) + (-9)
m-(T *8)=(-T)*(-S)

Ejemplo 2.2.5 SeaT = [2]yseaS = —j.

Entonces lasuma T + S es

Figura 2.22: Resultado del ovillo T + S

Por otro lado la imagen espejo de T + S es

Figura 2.23: - (T + S) es la imagen espejo de T + S.

Este coincide con lasuma de -T y -S,
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2.2. Operaciones en los ovillos

Figura 2.24: —(T + S) es el resultado de (—T) + (—S).

Ahora bien, la multiplicacién T * S es

T* S =

Figura 2.25: Resultado del ovillo T * S.

Su imagen espejo es

Figura 2.26: —T * S) es la imagen espejo de T * S.

Este coincide con la multiplicacién de —T y —S,

(M*9= |
Figura 2.27: Multiplicacién de —T y —S
La operacion reflexién horizontal y vertical implican girar el ovillo sobre su propio eje, mas adelante

veremos que de estas acciones derivan importantes isotopias.
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2.2. Operaciones en los ovillos

La reflexién horizontal, denotada por GA implica girar el ovillo 180° sobre su eje horizontal
como se muestra en la Figura 2.28.

Figura 2.28: Reflexion horizontal.

La reflexion vertical, denotada por G”, implica girar el ovillo 180°, sobre su eje vertical como
se muestra en la Figura 2.29.

Figura 2.29: Reflexion vertical.

Al girar los ovillos sobre sus ejes respectivos, obtenemos transformaciones de ovillos. A

continuacidn, presentaremos algunos lemas que ilustran estas propiedades.

Lema 2.2.6 Sea G un ovillo entero, entonces G = GA y G = G<.

Lema 2.2.7 (a) La reflexion horizontal de la suma de dos ovillos R y G, es la suma de las

reflexiones horizontales de dichos ovillos, esto es

(R+ G)a = Ra + GA
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(b) La reflexion vertical del producto de dos ovillos R y G, es el producto de las reflexiones

verticales de dichos ovillos, esto es

(R*G)< = R<*G<

(c) La reflexion vertical de la suma de dos ovillos R y G, es la suma de la reflexion vertical de

G y la reflexion vertical de R, esto es

(R+ G)<= G+ R<

(d) La reflexion horizontal del producto de dos ovillos R y G, es el producto de la reflexién

horizontal de G y la reflexion horizontal de R, esto es
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(R*G)a=ga*ra

Al introducir la operacién rotacion, ampliaremos nuestro conjunto de transformaciones. La

rotacion, en particular, nos permitira observar como los ovillos se comportan bajo giros de 90°.

La rotaciéon Tr implica hacer un giro de 90° en sentido contrario de las manecillas del reloj como
se muestra en la Figura 2.30.

Figura 2.30: Rotacidn.
La inversa de T denotada como T%se define como - Tr.

Proposicion 2.2.8 Sean GZ
= k=

m(H) =W

Ejemplo 2.2.9 Por ejemplo, sea T = [-3] como se muestra en la Figura 2.31.
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Figura 2.31: T = [J]

Entonces Tr = B

r - H

Figura 2.32: Tr = fq

Adémas T%= —Tr= —{3 = —.

T = -Tr

n g

Figura 2.33: T% =

Veamos otro ejemplo, sea G = m] como se muestra en la Figura 2.31.

Figura 2.34: G = '[51]

Entonces Gr= [4]
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- X m
Figura 2.35: Gr = [4]

Adémas Gi= - Gr= - [4] = [-4]

G=-G

Figura 2.36: Gi = [-4]

La operacion T— implica hacer un giro de 90° en sentido de las manecillas del reloj como se

muestra en la Figura 2.37.

Figura 2.37: operacion T r.

Definicion 2.2.10 Sea T un ovillo, la operacion T i consiste en la aplicacién de la imagen espejo

a Ti y luego rotar en sentido de las manecillas del reloj. Esto es

T—+_ _T—*

ro= \ r=T=XXX

Observaciéon 2.2.11 Sea T un ovillo, entonces,

(-T)=T.
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(-T)r= - (Tr).

(Tr)—=+==T = (T—)

A continuacién introducimos un movimiento de isotopia de ovillos racionales que desempefia un

papel fundamental en toda la teoria que se desarrolla a continuacién, el flype.

Definicién 2.2.12 Sea T un ovillo de laforma [£1] + G 6 [£1] * G. Definimos el flype de T

como la isotopia h: T ~ T, que se realiza aplicando a T un giro de 180° dejando fija la dT como
se describe a continuacion:

mSiT=[1]+ G realizamos un giro de abajo hacia arriba como se muestra en la Figura 2.38.

[1]+G = » G+[1]

Figura 2.38: Flype de T = [1]+ G
mSiT =

[-1] + G realizamos un giro de arriba hacia abajo como se muestra en la Figura
2.39.

[-1] + G » G+ [-1]
Figura 2.39: T =[-1 ]+ G

mSiT=[1]*G realizamos un giro de derecha a izquierda como se muestra en la Figura 2.40.
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Figura 2.40: T = [1]1*G

Si T = [—1]*G realizamos un giro de izquierda a derecha como se muestra en la Figura
2.41.

Figura 2.41: T = [—1]* G

Proposicion 2.2.13 Sea B un ovillo
(a) si B —B entonces

[N+ B —B + [n]

(b) si B —B< entonces

_~ *

n] [n]
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Demostracion:
Sea B un ovillo tal que B ~ Ba y sea [n] + B el ovillo construido por la suma del ovillo [n] con
nGZyB,

m Si n es impar, al aplicar n flypes a [n] + B, obtenemos el ovillo Ba + [n], que por hipotesis,

es isotdpico a B + [n].
m Si n es par, al aplicar n flypes a [n] + B, obtenemos B + [n].

Por otro lado, sea BL un ovillo tal que BL ~ B¢,y sea n * BL otro ovillo construido por la

multiplicacion del ovillo n con n GZ y BL,

m Si n es impar, al aplicar n flypes a [nj * BL, obtenemos el ovillo B¢ * n que por hipotesis es

isotopico a B1 * n .

m Si n es par, al aplicar n flypes a n * BL, obtenemos BL* n .

Por ejemplo, sea T un ovillo tal que T ~ Ta, consideremos el ovillo [-3] + T que se observa en la
Figura 2.42.

Figura 2.42: Ovillo [-3] + T

Aplicando el flype a [-3] + T tres veces obtenemos el ovillo Ta + [-3] que se muestra en la Figura
2.43.

Figura 2.43: Ovillo Ta + [-3]
gue es isotopico a T + [-3].

Ahora, sea G un ovillo tal que G ~ G<, consideremos el ovillo [[#* G que se observa en la Figura
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2.44.

Figura 2.44: Ovillo j*G

Aplicando el flype a j—j * G cuatro veces obtenemos el ovillo G * j—j que se muestra en la Figura
2.45.

Figura 2.45: Ovillo G * p~

A continuacién, dado un ovillo G se presentan algunos conceptos, el numerador N (G), el
denominador D (G) y el cierre de vértice V (G). Estas construcciones generan una clase especifica

de nudos y enlaces conocidos como nudos racionales (ver Teorema 2.2.14).

Dado el ovillo G que se muestra en la Figura 2.46,
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Figura 2.46: Ovillo G.

El numerador del ovillo G se representa como N (G), y es la unién de los extremos ay b asi como

la unién de los extremos ¢ y d, como se muestra en la Figura 2.47.

Figura 2.47: Representacion del numerador del ovillo G.

El denominador del ovillo G se representa como D(G), y es la unién de los extremos a y c asi

como la unidén de los extremos by d, como se muestra en la Figura 2.48.

Figura 2.48: Representacion del numerador del ovillo G.

El cierre de vértice del ovillo G se representa con V (G) y es la unién de todos los extremos de

G en un punto como se muestra en la Figura 2.49.
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Figura 2.49: Representacion del cierre de vértice de G.

En este trabajo de investigacion nos centramos en la teoria de los ovillos racionales. A través de
las operaciones de numerador y denominador, estos ovillos pueden cerrarse para formar nudos y

enlaces especificos conocidos como nudos racionales.

Para una comprensién méas profunda de los conceptos sobre teoria de nudos, se recomienda
consultar [7], [13], [18], [19] v [23].

Teorema 2.2.14 [18, Proposition 9.3.4] EI numerador de un ovillo racional es un nudo racional.

Teorema 2.2.15 [18, Theorem 9.3.1.] Un nudo racional es el denominador de algun ovillo

racional. De manera reciproca, el denominador de un ovillo racional es un nudo racional.

Proposicion 2.2.16 [18, Theorem 9.3.5.] Sean G y T ovillos racionales, el numerador de la suma

N(G + T) es un nudo racional.

Ejemplo 2.2.17 EI nudo racional

es N ([2] + [1D).
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Sea T = [[ani],..., [anK]] un ovillo racional (ver la Definicién 1.3.2), el numerador de T, N(T), es

un nudo racional y se representa por < ani,...,ank >.

Figura 2.50: Nudos racionales.

2.3. Ovillos racionales

2.3.1. Construccion de ovillos racionales

A continuacion, abordaremos la construccion de los ovillos racionales. Aunque en el Capitulo 1 ya

presentamos la Definicién 1.3.2, veremos méas adelante que esta definicion es equivalente a la que
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2.3. Ovillos racionales

se introduce en esta seccion. Un ovillo racional se construye a partir de una secuencia de ovillos
enteros, donde cada ovillo entero puede ser un ovillo horizontal o vertical. Estas secuencias de

ovillos enteros se suman y multiplican de acuerdo a la regla que se presenta a continuacion.

Definicion 2.3.1 Sean nl,...,nk, una secuencia de numeros enteros. Consideremos la secuencia
de ovillos enteros Tni, ...,Tnk, donde Tni = [ng] o n j.

m Sea Gl = Tni,

mparaj < kK
(i) si Tnj+l = [nj+1]>sea Gj+!
gji) si Thay = [njlpl]’h sea Gd.)ﬂ

[Mi+1 + Gj o Gj+l = Gj + [nj+1>
k1] * G © Céth = Cp* prikip-

Al ovillo Gk construido de esta manera se le conoce como ovillo racional con k ovillos enteros.

Ejemplo 2.3.2 Por ejemplo, escojamos los ovillos enteros [-3], —, 3, [4 vy [-1].

Iniciamos la construccion haciendo Gl = [-3]

X X X
[-3]

) 1 . - ) .
Ahora tomaremos el ovillo como es vertical, lo podemos multiplicar por arriba o por abajo,
[-2]
en este caso escogemos multiplicarlo por arriba, esto es

G2= i1 *G1
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1 . .
Ahora tomaremos el ovillo como es vertical, lo podemos multiplicar por arriba o por abajo,
[-3]
en este caso escogemos multiplicarlo por abajo, esto es

G3= G2* |3

Ahora tomaremos el ovillo [ 4 ], como es horizontal, lo podemos sumar por la derecha o por la

izquierda, en este caso escogemos sumarlo por la derecha, esto es

G4= G3+ [4]
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Ahora tomaremos el ovillo [ -1 ], como es horizontal, lo podemos sumar por la derecha o por la

izquierda, en este caso escogemos sumarlo por la izquierda, esto es

G5= [-1] + G4

De esta forma, hemos construido el ovillo racional

G5 = t"1+ ( * [-3] * ) + [

Cualquier ovillo construido de esta forma estd en su forma torsion y tendra cualquiera de las dos

formas siguientes.
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Para una secuencia de enteros nl1,n2, ..., nk,

c=R ~c+W=+(r ~(wW+R +[iD+r) +w)-")«RR

G=uw+ (.+ (r *(w +(r *w *r ) +w ) *r ) + .+ [nk+ 11

Definicion 2.3.3 Sea nl,n2,...,.Uk una secuencia de numeros enteros. Dada la construccion

principal de un ovillo G como

c=R *(...*(W+(r *(W+R +[ri0*r) +N)*...)*ﬁ+|

Definimos un sub-ovillo como cualquier subexpresién de esta construccion. Por ejemplo,

R *([WR+R +[U) =

(r *([WL+R +[UI0O *r ) +w

son sub-ovillos de G, en particular cada ovillo entero [ni] o es un sub-ovillo.

La construccidn de ovillos racionales utiliza secuencias de ovillos enteros que se suman y multiplican
segun reglas especificas. La destorcedura, por otro lado, es el proceso inverso a las torceduras de
un ovillo. Consiste en aplicar un homeomorfismo que deshace la torsion de un ovillo, llevandolo a

formas especificas como el ovillo [0] o el ovillo [rc].

Definiciéon 2.3.4 Sea G un ovillo entero, definimos una destorcedura como el homeomorfismo
h:(B3,A) ~ (B3,A), dado a continuacion

m si G = [n] con n GZ, entonces sumamos G con su imagen espejo,
G+ (-G) =[]+ [-n=[n- n]= [0
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2.3. Ovillos racionales
m si G = n , entonces multiplicamos G por su imagen espejo,

1 1
G * (—G) = * loeee = fee o = — = .
¢ Ml [h—n] [] el

De esta manera, dado un ovillo en su forma torsiéon podemos obtener el ovillo [0] o el ovillo [ro]
por medio de homeomorfismos. Esto nos muestra la equivalencia de las definiciones 1.3.2 y 2.3.1.
Lo ilustraremos de la siguiente manera,

Ejemplo 2.3.5 Del Ejemplo 2.3.2 tenemos que,

G = [0+ (p 2]*[3*= ]) + [4

Si sumanos el ovillo [—4] por la derecha del ovillo G5 como se observa en la Figura 2.51,

destorceremos el ovillo [4 ], aplicando cuatro veces el movimiento de Reidemeister Il.

Figura 2.51: G5+ [4]
y se obtiene un nuevo ovillo G4= [—1] + (j—] * [3] * [H]).

Al ovillo G4 le sumamos el ovillo [ 1 ] por la izquierda como se muestra en la Figura 2.52 y

destorcemos el ovillo [—1].
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Figura 2.52: [1] + G4

Con esto se obtiene el ovillo G3 = *[-3] * 3 j. Ahora se multiplica el ovillo -3- debajo de

G3 como se muestra en la Figura 2.53 y destorcemos el ovillo 3.

Figura 2.53: G3* [3_

El resultado es el ovillo G2 = (-—y* [-3]). Al ovillo G2 le multiplicamos por arriba el ovillo

como se muestra en la Figura 2.54, destorcemos el ovillo —y,

Figura 2.54: * G2
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y se obtiene el ovillo G1 = [-3 ]. Ahora, sumamos al ovillo G1 el ovillo [3 ] por izquierda o por la
derecha, en este caso lo sumamos por la izquierda como se muestra en la Figura 2.55 y destorcemos
el ovillo [-3].

Figura 2.55: [3] + G1

Asi obtuvimos el ovillo [0] (Figura 2.56) al destorcer paso a paso el ovillo G5.

Figura 2.56: Ovillo [0]

2.3.2. Isotopias de ovillos racionales

Para introducir el tema de las isotopias de ovillos racionales, es esencial entender coémo ciertas
transformaciones preservan la estructura de los ovillos. Una propiedad importante es la isotopia
bajo reflexiones horizontales y verticales, lo cual implica que un ovillo racional es topolégicamente

equivalente a su reflexion horizontal y vertical, como veremos a continuacion.

Teorema 2.3.6 Sea G un ovillo racional
m La reflexiéon horizontal Ga es isotdpica a G.
m La reflexidon vertical G< es isotépica a G.

Demostracion:
En esta demostracién usaremos la construccion de ovillo racional de la Definicién 2.3.1, aplicando

el método de inducciéon sobre el nimero k de ovillos enteros en G con k G Z+.

Si k = 1, entonces G = [n] 6 n para alguna n G Z. En cualquier caso, por el Lema 2.2.6, la

reflexion horizontal Ga = G y la reflexion vertical G< = G.
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Supongamos que para cualquier entero j = 1, ...,k, Gj es isotdpico tanto a su reflexion horizontal

G f como a su reflexiéon vertical G f.

Sea Gk+i un ovillo con k + 1 ovillos enteros. Por la construcciéon de ovillos racionales Gk+i =
K +i]+ Gk, Gk+i = Gk + [nk+i], Gk+i = fk+iy * Gk, 0 Gk+i = Gk* Ai+y para algin nk+i G Z,

donde Gk es un ovillo racional con k ovillos enteros.

m Supongamos que Gk+i = [nk+i] + Gk, entonces la reflexién horizontal de [nk+i] es igual a

[nk+i] (por el Lema 2.2.6) y, por hipotesis, Gf es isotépico a Gk, esto es

GfcH

([nk+i] + GK)A
[nk+i]A + Gf (Lema 2,2,7 (a))

— [nk+i] + Gk
= Gk+i.

Por lo tanto Gf+i — Gk+i.

Anéalogamente, supongamos que Gk+i = Gk+ [nk+i], entonces la reflexion horizontal de [nk+i]

es igual a [nk+i]y, por hipdtesis, Gf es isotdpico a GK, esto es

GfcH

(Gk+ [nk+iDA
Gf + [nk+i]A (Lema 2,2,7 (a))

~ Gk+ [nk+i]
= Gk+i.
Por lo tanto Gf+i — Gk+i.
m Ahora si Gk+i = [nk+i] + Gk, entonces la reflexion vertical de [nk+i] es igual a [nk+i] (por el

Lema 2.2.6) y, por hipotesis, Gf es isotopico a Gk, esto es
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2.3. Ovillos racionales

Gf+i

([nk+i] + GKk)f
Gf + [nk+i]f (Lema 2,2,7 (c))

— Gk + [nk+i]
— [nk+i] + Gk (Proposicion 2,2,13 (a))

= Gk+i.

Por lo tanto Gf+i — Gk+i.

Anéalogamente, supongamos que Gk+i = Gk+ [nk+i], entonces la reflexion vertical de [nk+i]

es igual a [nk+i]y, por hipdtesis, Gf es isotépico a Gk, esto es

Gf+i

(Gk+ [nk+i])f
[nk+i]f + Gf (Lema 2,2,7 (c))

— [nk+i] + Gk
— Gk + [nk+i] (Proposicion 2,2,13 (a))

= Gk+i.

Por lo tanto Gf+i — Gk+i.

Supongamos que Gk+i = ™ j * Gk, entonces la reflexidon vertical de [n™ j es igual a ni;

(por el Lema 2.2.6) y, por hipotesis, Gf es isotopico a Gk, esto es

Gf+i = IJnk+i] * Gk
1 f
*Gf (Lema 2,2,7 (b))
[nk+i]
1. *Gk
[nk+i]
GKk+i.
Analogamente, supongamos que Gk+i = Gk* [p™ j, entonces la reflexidn vertical de es
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igual a ™ _y por hipotesis G% es isotépico a Gk, esto es

Gfc+l = gGk *
forl Kk [Ubetil};
1
-GN * Tt (Lema 2,2,7 (6))
VInk+i]/

1
®
~
fh
=

Ahora si Gkﬂ.: K}I]l* Gl@ entonces la reflexion horizontal de K41-‘I]‘ es |Bual a L”%-Ij (por el
Lema 2.2.6) y, por hipotesis, Gk es isotopico a Gk, esto es

= i 1
Gk+i = ' 7—~A *
[Uk+]
A
Gk * (F--—--- 7) (Lema 2,2,7 (d))
V[nk+i]/
[ Gk *
[Uk+i]
1 *Gk (Proposicién 2,2,13 (6))
[Uk+i]
Gk+i.

Por lo tanto Gf+i ~ Gk+i.

Anélogamente, supongamos que Gk+i = Gk* ’\kl Ijjentonces la reflexidon horizontal de -

es igual a —1_, ¥ PBF Mibutesi®, Bf B8 188¥iRNco a Gk, esto es
-nt+l]

A

Gk+i = [Gk* 1
[UK+i],
*Gf (Lema 2,2,7 (d))
JUK+I]/

rsj *

1
[Uk+]

Gk* —~—r (Proposicién 2,2,13 (6))
[UkcH]

Gk+i.
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Por lo tanto Gf+1 ~ Gk+1.

Como consecuencia de la Proposicidon 2.2.13 y el Teorema 2.3.6 enunciaremos el siguiente corolario.
Corolario 2.3.7 Si B es un ovillo racional entonces

m[n+ B~ B+ [n
"RETETH

Las demostraciones anteriores han establecido que las reflexiones horizontales y verticales
conservan la isotopia entre ovillos. Ahora veamos la preservacion de isotopias para las operaciones

fundamentales como la suma y la multiplicacién.

Corolario 2.3.8 Sea T un ovillo racional, para m, n GZ tenemos que
(@ [m+ T+ [n]~T+ [m+n]
0) (T - T =i

Demostracion:

Sea T'= T + [n], entonces,

[m + T+ [n]= [m]+ T

~ T+ [m]

T+ [n] + [m]

T+ [n+ m]

Por lo tanto [m] + T + [n] ~ T + [m + n]

Ahora; seaT'=T * {-}.]Ventonces,,

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 59



_1 *I:in*_l = 1 * T
[m] ]

Por lo tanto i *T *ﬁ —T* [’mil-n]-

Lema 2.3.9 Sea G un ovillo, entonces

(Grr = (Gf)

La demostracidon se desprende de los siguientes diagramas.

Sea G un ovillo como el que se muestra en la Figura 2.57.

Figura 2.57

Al aplicar las operaciones (Gr)r a G obtenemos

Figura 2.58
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Por otro lado, al aplicar las operaciones (G<)a a G obtenemos

Figura 2.59
por lo que concluimos que (Gr)r = (G<)a.
Proposicion 2.3.10 Sea G un ovillo racional entonces,
(Gr)r ~ G.
Demostracidn:
Sea G un ovillo racional, por el Lema 2.3.9 tenemos que
(Gnr= (G<)a,

y por el Teorema 2.3.6 tenemos que
(G<)a ~ G
por lo tanto, (Gr)r ~ G.

Lema 2.3.11 Sea T un ovillo racional, entonces

Demostracién:

Sea T un ovillo racional entonces,

Tr _ ((T—H)Nr

((T r)<)a (por el Lema 2.3.9)

T—+ (por el Teorema 2.3.6)

Por lo tanto Tr ~ T.
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Proposicion 2.3.12 Sea T un ovillo racional, entonces
T ~T—+
Demostracion:
Sea T un ovillo racional, por definicién tenemos que
Ti__ Tr

~ —T— (por el Lema 2.3.11 )

_ T-i
Por lo tanto Tl ~ T—.

Lema 2.3.13 Sea T un ovillo racional entonces,

(Ti)i _ (Tr)r

Demostracion:

Sea T un ovillo racional, por definicidn tenemos que

Ti_ —Tr entonces,
(T) _(Tr
_ (Tor

_ ((_T)pr(por la Observacion 2.2.11 )
_(_Tnr

~ (Tr)r (por el Lema 2.3.11)

Por lo tanto (Ti)i _ (Tr)r.

Proposicion 2.3.14 Sea T un ovillo racional, entonces

(TH)—+
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Demostracion:

Sea T un ovillo racional entonces,

(T*)-*= (—Tr)-i

~ (—Tr)* (por la Proposicion 2.3.12)
_ _(_Tnr

= (Trr

~ T (por la Proposicion 2.3.10).

Por lo tanto (T*)-i ~ T.

Proposicion 2.3.15 Sea T un ovillo racional, entonces

(T ~ T

Demostracion:

Sea T un ovillo racional, entonces

T _ (T*) * (por la Proposicion 2.3.14 )

~ (T** (por la Proposicion 2.3.12 )

Por lo tanto
(T*)* ~ T.

Asi para un ovillo racional su inversa se denota como T*_ T.

Observaciéon 2.3.16

Lema 2.3.17 Sean G y T ovillos, entonces

(G+T)r_ Tr*Gr
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2.3.

(G+T)r=G-r *T-r

A

Figura 2.60: (G + T)r= Tr*Gr

Figura 2.61: (G + T)-r = G-r *T-r

Proposicion 2.3.18 Todo ovillo racional T satisface las siguientes isotopias,

Demostracion:

Sean T un ovillo racional y [n] un ovillo entero, entonces

L=t v

f[ﬁ]‘; at V[n] + = (por la Proposicién 2.2.8
= (nN] + TY) (por la Proposicion 2.2.8)
= -(In] + (- (THnr

= -([n] + (-T)n)r
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2.3. Ovillos racionales

-([n] + (-T)N)r
[n] + (-(-Tr)))r (por la Observacion 2.2.4)

[n] + Tr)r (por la Observacién 2.2.11)

(Tr)r* [n]r) (por el Lema 2.3.17)

Tr)r *-% | (por la Observacion 2.3.16)
n
Pu T * r[“]r (por la Proposicion 2.3.10).
n
Por otro lado,

/1
(—+ [n] Y (por la Proposicion 2.2.8)
NT '

= (T%*+ [n]) (por la Proposicion 2.2.8)

= -((-(T )r+ [nhr

= -((-T)r+ [nDr

= (-((-T)r+ [nD)r (por la Observacién 2.2.4)

= ((-(-Tr)) + [-nDr (por la Observacion 2.2.11)
= (Tr+ [-n]r

= ([-n]r* (Tr)r) (por el Lema 2.3.17)

{EL] *(Tr)r (por la Observacion 2.3.16)
n

l

/[\5 *T (por la Proposicién 2.3.10).
n

2.3.3. Ovillos racionales en forma estandar

Definicion 2.3.19 Se dice que un ovillo racional esta en su forma estandar si es creado me-
diante sumas consecutivas de ovillos enteros horizontales [n] s6lo por la derecha y multiplicaciones
de los ovillos enteros verticales s6lo por la parte inferior, para n G Z, a partir de los ovillos [(]
o [to].
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2.3. Ovillos racionales

De este modo, un ovillo racional en su forma estdndar se puede obtener inductivamente a partir

de un ovillo racional previamente creado en su forma torsién.

Lema 2.3.20 Todo ovillo racional en su forma torsiéon puede ser llevado a su forma estandar por

medio de isotopias.

Demostracion:

Sea G un ovillo racional en su forma torsiéon

G_R *(-*(w +(r *(w +R +w ) *r ) +w ) *m *R R =

podemos reescribir a G como la multiplicacién de los sub-ovillos ™y y

T_ (=* (W+ (R * (H+ T + N)*i"m)+ W)*’)*l’R-RTl-

esto es

G [kI*T}
por el Corolario 2.3.7 tenemos que

;' (w + (r *(N +r + B *r )+ 2'Dp* )*rti*r

Y o R VA T I U 17" U Rt S S R

Inductivamente tomamos el siguiente ovillo exterior ubicado a la izquierda y procedemos a utilizar

el Corolario 2.3.7

G (== (1 Tgh+ i+ ") " ) e e ey K kL
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2.3. Ovillos racionales

Ejemplo 2.3.21 Dado el ovillo G5 _ [ 1] + (j—y*[3] * —Vy) + [4] que se muestra en la

Figura 2.62, también podemos escribir a G5 como la suma de los sub-ovillos [ 1] vy G4 _

(2 * L3 *[73]) + [4], esto es, G5_ [ 1]+ G4.

=[]+ (EIFEePT )+ 14

Figura 2.62: G5_ [ I+ ([—y* L 3 *j3]) + [4

Por el Corolario 2.3.7 tenemos que G5_ G4+ [_1] como se muestra en la Figura 2.63, esto es

13-y +[4]1+[_1]
2]

*[.3]* [ 3] ) + [3] (ver Figura 2.64)

= (@1 1F7) +4a] +[-1]

Figura 2.63: G5_ G4+ [ 1]

Ahora tomaremos el sub-ovillo G3_ [— *[_3] * [— , y lo reescribiremos como G3_ —y* G2.

Figura 2.64: G3_ [-»y* [3] * [ By
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2.3. Ovillos racionales

Por el Corolario 2.3.7 tenemos que G3~ G2* j—y como se muestra en la Figura 2.65, esto es

G3 3] *~ * 1
- 31 [2]

(3]~
[L3+ (L2)]

[L3] * —j- (ver Figura 2.66)

Figura 2.65: G3_ j—y* G2

Observemos que el ovillo de la Figura 2.66 ya se encuentra en su forma estandar ya que todas las
sumas se encuentran a la derecha y las multiplicaciones por debajo, por lo que la forma estandar
del ovillo G5 es G5_ ([_3] * v5) + [3]

=<B1.1)*13]

Figura 2.66: G5 _ ([_3] *yvV) + [3
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Capitulo 3

Prueba del Teorema de Conway

En este capitulo, se aborda el objetivo principal del trabajo de tesis. Se inicia con el estudio de
la representacidon algebraica de los ovillos racionales como una fraccion continua, seguido por el
analisis de su forma candnica para establecer isotopias de ovillos racionales que daran pie a la
demostracion de resultados importantes para el Teorema de Conway. La prueba del Teorema de
Conway es el ndcleo central, donde se demuestra que dos ovillos racionales son equivalentes si
y solo si poseen la misma fraccion asociada. Se presentan ejemplos ilustrativos para clarificar
este resultado tedrico. Ademés, se examina la aplicaciéon de los ovillos racionales en biologia,
especificamente en el contexto del ADN y las enzimas, donde se les considera modelos Utiles para

entender su estructura y comportamiento.

3.1. Fraccion continua de un ovillo racional

Definiciéon 3.1.1 Una fraccién continua de un ovillo racional T es una descripcion
algebraica a través de wuna fraccion continua construida a partir de los ovillos enteros

[a1], [a2], ===, [an] con todos los numeradores iguales a 1, es decir, una expresion del tipo:

69



3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

T _ [[ai], [a2], ®== [an]] _ [ai] +
[a2] +
[a3] +

1

[an-i] + fan]

Proposicion 3.1.2 Todo ovillo racional se puede escribir como una fraccion continua.

Demostracion:
Sea

T — ( ( ( [an] * ) + [an'Z] ) KY emmeem 7*000*-,___7) + [al]
v J  [an-3] M /

[an-i
un ovillo racional en su forma estandar, utilizando la Proposicion 2.3.18 tenemos que:

T NI ] % e 7 ) + [an2]) *To—e 7 wosX 227 ) + o]

- K -i] )" [an-3] M
111 1
rsj i |+ [an-2] ) * 77-—---7* eee* — ) + Jai]
u\ [an-i] + K] [an-3] 2
11 / 1
[an-2] +
\\
/
! T ai
1 + [ai
[an-3] + 1 e
[an-2] + 1
[an-i] + an]
rsj [al] + 1
[ai] + 1
[a2] + 1
'+
_ 1
[an-i] + fan]
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

Lo cual prueba el resultado. ]

Definicion 3.1.3 Un ovillo racional [[ai], [aZ],..., [an]] es alternante si todos los a son positivos
0 todos son negativos.

Definicion 3.1.4 Definamos la operacién binaria * : Q x Q ~ Q como

Observacion 3.1.5 Observemos que * es conmutativa. Sean a,b,c G Q.

(axb)_

Ademas, * es asociativa, ya que

a*(b*c) _a*t~"™t

B+
c
. 1
- a c+b
bc

bc

a*

c+ b

1

1

a+ bc
c+ b

1
1+ c+b
a bc
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

1
bc+ a(c + h)

abc
1

bc+ ac+ ab

abc
1

ab+ c(a + b)

abc
1

a+b+1

ab c

a*b °©
= (a*b) *c

Definicion 3.1.6 Sea T un ovillo racional en forma de fraccién continua

Sea O el conjunto de los ovillos racionales. Definiremos F : O ~ Q de la siguiente manera,

F(T)= ao +

Al namero racional F(T) lo llamaremos fraccion de T.
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

Lema 3.1.7 Sea T un ovillo racional y [m] un ovillo entero, entonces

F(T + [m) _ F(m]+ T)

Demostracion
Sea T = [nK+ (... + ™y * ([«3]+ (¢y *[no] *[¢y) + K1) *igy) + ...) + [nk+i] un ovillo racional,
entonces para toda m GZ

F(m] +T)=F ([m] + [ht]+ (... (L] + ([.iy *[no] . ¢ j) + m ) ~* +...) + [nk+i])

T (m+nkg+ (. (mi*(ma+ (in-]. [ *n 1)+ [m4) . S+ ...)+ [kei])

m+ nk + {/+ {/«—E)*{/r13+ &n_Z*nO*n_ig + n’; *n_'g + ; + nk+i

nk + K+ &n—s*{/n + in_z*no*n_i))+ nA)\ *n_'))+ ...))+ nk+i + m

F(k+ .+ (F (W + (r »mg=r) + [D~iier) + ~) + k+i] + [N)
F(T+ [m])

y analogamente,
F(r »=7) = F(T*isr

Proposicién 3.1.8 Sea T un ovillo racional en su forma torsién y sea C su forma en fraccién

continua, entonces
F(T) _ F(C)-

Demostracion:

SeaT _ ['k]+ (e=+ (i¢y * (['3]+ * ['o] * + ['4]) * + e + ['k+i] un ovill® racional
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

en su forma torsién entonces

F(T) _ nk+ &+ {/— *(n3+ (— *no*—; +nn *—% + ..) + nk+i
n

\Y Vn2 ni ) n&
( \
1
nk + ...+ 1 + ... + nk+i
n5 + + n6
n3+ (— *n*— )+ nd
n2 ni
nk+ ..+ + ... + nk+i
n5 + 1 + n6
n3 + 1 + n4
n2 +------- +ni
\ no
/
1
(nk+ nk+i) + .. + 1
(n5+ n6) + 1
(n3 + n4) +

(n2 + ni) + —
no
\
Por otro lado, sea C _ [nk+ nk+i]+ + un ovillo racional

[n5 + n6] -
[N3 + n4] +

1

[N2 + ni] + —
\% no

en forma fraccién, por el Lema 3.1.7 tenemos que,

C _ ( ( ( [nO] *t['I:]-i--E:-I:]-éir) + [n3 + n4]) * -[}-]g-_}--;]-é]T* ) + [nk + nk+i]
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

De este modo,

1
F(C) = (nk+ nk+l) + + 1
(n5+ n6) + 1
(n3 + n4) +
(n2 + ni) + —
F(T)
H
Observacion 3.1.9 Sea T = [[al,[a?7],..., [an]]. Si R = [a+1],..., [an]], entonces T =
[[ai] ,..., [ac] \R].
Proposicion 3.1.10 Sea T = [[a]],[a?],..., [an]] un ovillo racional en forma de fraccion
continua, entonces,
1. T+ [#1] = [a1+x 1,[7],..., [an]].
2- —T=[[—],[—=a],..., [—an]].
3. 1/T = [[0], [a1], [7] ,..., [an]].
4. Siai=bi+ ccyS=]q],[ai+1],..., [an]], entonces
T = [[a14,..., [ai-], [bi] + S] = [[a1,..., [a*-1, [b*], [0], [¢q] , [a*+1] ,..., [an]] .

Demostracion:

T +[£1] = [21]+ T
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

1
[+1] + [a+ 1
[a2] + 1
[a3] + 1
e +
[an]
1+ [ag +
= [+ I+
[an]/
\
1
[a1+ 1] + L
[a2] + 1
[a3] + L
‘. +
V [an]
= [[a1x 1], [a7],..., [an]]

Licenciatura en Matematicas Aplicadas

76



3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

1
T _ [ai] + 1
[a2] + .
[a3] + .
[ad] + .
fan]
1
[ ai]_ .
[a2] + .
[a3] + .
[ad] + .
© 7 fan]
) 1
[ ai] + .
1
[a3] + .
[ad] + .
fan]
1
[ ai] + .
[a2] + .
[a3] + .
[ a4 + .
.
[ an]
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Sea T _
Sk _ [[b* + c¢*],Sj], donde Sj _ [[a*+i],..., [an]]. Entonces T _ [[ai]

[[ai]

3.1.

_[lLaiL[ a2,[ a3, ...,[ an]].

1 1
T 1
[ai] +
1
[an]
[0] + "
[ai] + L----
[a2] + t
[a3] + L
[an]
_ [y, [ai], [a7],..., [an]].

[a*”], [af], [a*+i]

Sk_ [b*+ cq+

Licenciatura en Matematicas Aplicadas
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

O + 1
[ci] + 1
[ai+1] + 1

Por lo tanto
T = [[al]...., [ai-1], [bi], [0], [ci], [ai+]],..., [an]]

|

Proposicion 3.1.11 Sea T = [[a],[a?],..., [an]] un ovillo racional en forma de fraccién
continua. Entonces,

L F(T+[#1]) = F(T)+x 1L, yF(T = [K]) = F(T) = k.

2. F (4N 1

t; f(t)
3. F(-T)=-F(T).
4. F(T *[£1]) = F(T) * (¢1), yF[T * 1
[ K]/ +k+ FT)
5. Sea T = [[a]],[a7],..., [ai], R], si R = [[ai+]],..., [an]], entonces F(T) = [a1,... ,ai,F (R)].

6. Siai= bi+ciyS=[c],[ai+],..., [an]], entonces

F(T) = [al,..., ai-Lbi + F(S)] = [al,..., ai-1,bi, 0, F(S)].

Demostracién:
Sea T = [[al], [a7],..., [an]]

- 1.

F(T +[+1]) = F([alz 1], [a2],... [an])
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

- 1
al *+ +
( ) L
a2+
1
a3+
1
e
an
\
1
ai + 1
1
a2+
1
a3+
\%
_F(M=z1
analogamente,
F(Tx [k)_ F([1+ K.,M ..., [an)
ai + 1) +-mmemee-
_( ) .
a2+
1
a3+
1
R —
an
\
. 1
1
a2+
1
a3+
1
\%
F(T)+ k
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

F UOL [al], == [an])

ai +
a2+

a3+

F(T)

F(—T) _ F(Lal [ a2, == [ an))

_ a3+

ai +
a2+

a3+

\ an)
_ _F(T)-
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

T*[x1]=T* 1

[*1]
1 - =7
Por la Proposicién 2.3.18
EQg+
1
a1 +--------- 1
[an]
Luego,
1
F(T * [£1]) 1
1 + 1
al+ 1
R
an
Por otro lado tenemos que,
1
+ —
an
Ahora,
1
F(T)* (1)  al+ 1 * (+1)
a2+
1 R,
1 (por la Definicion 3.1.4)
1+ 1
al+
e
an
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

Por lo tanto F(T * [x1] _ F(T) * (z£1).

Sea R _ [[a*+i],..., [an]] y sea T _ [[ai],. .., [2*],R] _ [[ai],..., [@*], [a*+i], ., [an]] , entonces
F(T)_ ai+ - ! 1
.+ 1
ar + 1
a*+ + 1
LT —
an

Por otro lado

1
F(R) _ a*+i + 1
[
an
Por lo que
F(T i+ !
(T) _ ai 1
.+ ) 1
T FR)
Sea T _ [[ai] [a*~], ] + S]y S _ [[c*], [a*+i],..., [an]], entonces por la Proposicién
3.1.10,

F(T)_ F([[ai],..., [a~] ,[0] + F(S)])

) 1
— al +
a2+ 1
* 1
a*-1 +
b+ F (S)
) 1
—ai + i
a2+ 1
* 1
a— + t
b+ ---emee- 1
0+
F(S)

[ai,... ,a*—,b*,0, F (S)]
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3.1. Fraccién continua de un ovillo racional

Lema 3.1.12 Sea T un ovillo racional entonces,
1 F(Ta)_ F(T)
2 F(T<)_ F(T)

Demostracion:

Veamos por induccion que la igualdad F (TA) _ F(T) se cumple.

i. Para los ovillos [0], [r5] y [£1] la igualdad siempre se cumple.

ii. Supongamos que la igualdad se cumple para cualquier ovillo R con " torceduras, esto es

F(R) _ F(Ra)

entonces veamos que se cumple para el ovillo H _ R + [+1] con " £ 1 torceduras.

iii. Esto es,

F(HA) _ F((R + [£1]DA)

F(Ra + [x1]) por el Lema 2.2.7
F(Ra) + [t1] por el Teorema 2.3.6
F(R + [t£1]) por la Proposicion 3.1.11

F(H)=

Anéalogamente,

F(H )_ F((R*[£1])A)

F ([t1] * Ra) por el Lema 2.2.7
[t1]*F(Ra) por el Teorema 2.3.6

F (Ra) * [t1] por la Proposicion 2.2.13
F(R * [£1]) por la Proposicién 3.1.11
F(H)

Licenciatura en Mateméticas Aplicadas 84



3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

Para el caso de la igualdad F(T<) = F(T) la demostracidn es analoga siguiendo las proposiciones,

lemas y teoremas referenciados en la demostraciéon de la anterior igualdad. ]

3.2. Forma candnica de los ovillos racionales

Definicién 3.2.1 Un ovillo racional T = [[*],[f3],..., [Pm\ esta en su forma canébnica si T

es alterno y m es impar, es decir los terminos de T son todos de signo positivo o negativo.

Notemos que si el signo de todos los términos de T es igual y m es un ndmero entero par entonces
podemos llevar T ala forma canénica descomponiendo [f3m] en [sign(“m) ®(]"m}—1)] + [sign(~m) m1],
segun la Observacion 2, y asi, P 1], [*2],..., [fimWen P 1], [&],..., [sign("m) m(JEm] —1)], [sign("m) =
1]], donde sign(”i) denota el signo del término f3i.

Ejemplo 3.2.2

[[4], [3], [6]. [8], [5]] =4 + L
3+
4+1
/R S —
N L
[ —
4+ 1

= [[4]. [3]. [6], [8], [4]. [1]].

Proposicion 3.2.3 Todo ovillo racional es isotépico a su forma candnica.

Demostracién:
Sea T un ovillo racional, por la Proposicion 3.1.2 podemos suponer que T esta en su forma de
fraccion continua. Ahora sea T = [[a]],..., [an]], veamos que T ~ [[A],..., [fiv\], donde todos los

términos N son positivos o todos negativos.

Supongamos que los términos de T son de diferente signo. Sean ai-1 = 0y ai = 0 el primer par de

enteros correspondiente a los dos primeros ovillos enteros adyacentes de signo opuesto de T.
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3.2. Forma canénica de los ovillos racionales

Si a*i > 0 entonces a* < 0, como se ejemplifica en la Figura 3.1,

Figura 3.1: Ovillo racional con sub-ovillos a*i > 0y a* < 0.

Si a*~i < 0y a > 0, su configuracidon es similar a la Figura 3.1. Los signos de a*+i,... ,an son

irrelevantes.

Ahora, sean P y Q ovillos racionales en forma de fraccion continua como se muestra en la Figura
3.2,

Figura 3.2: Sub-ovillos P y Q.

Licenciatura en Matematicas Aplicadas 86



3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

Ahora, sea a el arco dentro de Q que conecta dos cruces de signos opuestos. Haciendo un flype y
una reflexion horizontal en Q obtenemos un ovillo mas simple Q' isotopico a Q, como se observa en
la Figura 3.3, para i impar y para i par, sucesivamente. A tal movimiento de isotopia lo llamaremos

movimiento de transferencia.

Dado que Q es un sub-ovillo racional en forma de fraccion continua, el arco superior izquierdo se
une directamente al sub-ovillo any por lo tanto, no cruza ni intersecta a otros arcos en el diagrama.
Por lo tanto después del movimiento de transferencia el sub-ovillo Q' tiene un cruce menos que Q,

por lo que aplicaremos induccién.

En este caso, P esta unido a dos ovillos de diferente signo para i impar.

Figura 3.3: Transformacion del sub-ovillo P con i impar.

En la Figura 3.3, se observa en el inciso (i) que el sub-ovillo P al aplicarle una movida de
Reidemeister, es isotépico al sub-ovillo del inciso (ii). Luego, si se le aplica una rotacidn, se obtiene
el sub-ovillo del inciso (iii). A continuacion, al aplicar un flype, obtenemos el ovillo del inciso (iv),

el cual, segun el Lema 2.2.6, es igual al sub-ovillo del inciso (v). Esto es,

Q_(P +[-1]) * 1
[+1]

- por la Proposicion 2.3.18
[+1]+ 1
p + [-1]
1

1 1
A B .

—— + [+1] haciendo un flype (ver Definiciéon 2.2.12), y una reflexiéon horizontal

Q'.
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3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

Para este caso, i es par.

Figura 3.4: Transformacion del sub-ovillo P con i par.

Como la transformacién del sub-ovillo p con i par es analoga a la transformacion de sub-ovillo p

con i impar, entonces,

Q = (P *[-1]) + [+1]

= [+1] - 1 por la Proposiciéon 2.3.18

[-1]+ P
~ —— + [+1] haciendo un flype, ver Definicion, 2.2.12 y una reflexién horizontal
= Q'_

Expresando P y Q en términos de fraccion continua tenemos que si i es impar,

P = [l + 1], [ai+i],..., M]
Q= [OL[+1, [+ p]

= [[O], [+ ~ [a],..., [an]]
Q"= [[+1],—P]

= [[+ 1), —Jai + ~ —[ai+1], ..., —an]]
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3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

Entonces,

T = [[ai],..., [(a¢-1) + 1],.. = [an]]

= NN L [ai-2], [ai-1 — 1) + q]

= [[al], ..., [ai-2], [(dai-1 —1) + (+ ~L [1] + P]
= [[aY,..., [ai-2], [ai-1 —1], [0], [+1], [-1] + P] por la Proposicion 3.1.10(4)

I

=
QD

=

..... [ai-2], [ai-1 — 1], [0], [+1], [ai],..., [ani]

Ahora como Q ~ Q',sea T'~ T tal que

T' [a1], ..., [ai-2], [ai-1 —1] + Q

[[ad, ..., [ai-2], [ai-1 —1], Q]
[[a1], ..., [ai-2], [ai-1 —1], [+ 1], —P]
[[a4, ..., [ai-2], [ai-1 —1], [+ 1], —ai + I-L —[ai+1], ...,—[an]]

Ahora, si i es par tenemos que,

P = [[0], [ai + 1], [ai+1],..., [an]]

Q =[[+1]. 1] *P]
= [[+1], 1], P] Por la Proposicion 2.3.18

= A B SANAN-1a] |

Q
11

[l 1+ (—P)]

[[OL [+ 1], —[ai + 1], —[ai+1], ..., —[an]]
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3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

luego

—
1

[[ai], [a2], ..., [an]]
[[aiL ..., [ai-2], [ai-1 —1] + Q]

[@1,...,[ai-2], [(ai-1 —1) + (+ D], [+ p

[@4, ..., [ai-2], [ai-1 —1], [O], =~ [ + p por la Proposicion 3.1.10(4)

[[a1,..., [ai-2], [ai-1 —1], [O], [+1], [ai],..., [an]] 3

Ahora como Q ~ Q',sea T'~ T tal que

T'= [[alL..., [ai-2], [ai2—1] + Qf]

AN L a2, [ —1],Q

[[ad, ..., [ai—2L [ai4—1], [+ 1] + (—P)]

[[all ..., [ai—2], [sid —~" [+ 1], —ai + 1], —[ai+1], —[an]] 4)

Notemos que, para los casos impar y par, las ecuaciones (1) y (3) son iguales, y las ecuaciones
(2) y (4) también son iguales. Cuando tomamos inicialmente los primeros dos términos ai—y
ai de diferente signo, al aplicar el algoritmo resulta que el término ai tiene el mismo signo que
ai—1. Luego, verificamos que el signo del término ai+l sea igual al signo de ai; de lo contrario,
aplicamos nuevamente el algoritmo. Repetimos este proceso sucesivamente hasta lograr que todos

los términos siguientes tengan el mismo signo. ]

Lema 3.2.4 Sea T un ovillo racional en forma de fraccién continua y sea T' su forma candnica,
entonces F(T) = F(T").

Demostracién:
Sea T = [[a]],..., [an]] un ovillo en forma de fraccién continuay sea T' = [[p]],..., [pn]] su forma

candnica, entonces,
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3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

F(T) = F([%],..., [a.])
= F(p1,..., [pn]) por el Lema 1.2.12
= F(T).
Lo cual prueba el resultado. [ ]

Definiciéon 3.2.5 Un flype aplicado a un ovillo racional lo llamaremos flype racional.

A continuacion introduciremos la conjetura del matematico y fisico escocés Peter Guthrie Tait. En
1877, Tait introdujo tres principios basicos que se conocen en la actualidad como Las Conjeturas
de Tait [23], estas conjeturas permanecieron sin demostrarse durante casi 100 afos, hasta 1984
gracias al Polinomio de Jones [18], un polinomio de nudo descubierto por Vaughan Jones. Aunque
ahora son teoremas, se les sigue llamando conjeturas por motivos histéricos. Para los propésitos

de este trabajo, nos centraremos en la conjetura nimero 3.

Tercer conjetura de Tait Dos nudos alternantes son isotopicos si y solo si sus diagramas

correspondientes difieren por una cantidad finita de flypes.

Proposicion 3.2.6 Si dos ovillos racionales alternantes son isotépicos entonces difieren por una

cantidad finita de flypes racionales.

Demostracion:

Sean T y T' dos ovillos racionales alternantes isotépicos. Entonces V(T) y V(T') son dos nudos
racionales alternantes isotépicos. Por la tercer conjetura de Tait, V(T) y V(T") difieren por una
cantidad finita de flypes. De aqui podemos concluir que T y T' difieren por una cantidad finita de

flypes. "

Definicion 3.2.7 Sea T = [[al], [a7],... ,R, [ajl,..., [an]] un ovillo racional, donde

R=[+1]+T o R = [#1] *T.

Sea

R =Ta+ [t1l]] o R'= T<*[+1],
Si T' = [[a4, [aF,...,R", [4],..., [an]], entonces decimos que T y T' difieren por un flype
racional.
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3.2. Forma canédnica de los ovillos racionales

Lema 3.2.8 Sea T un ovillo racional, entonces

F([£1]+ T)_ F(T + [¥1)])

F(£1] *T) _ F(T<*[£1])
Demostracion:
Sea T un ovillo racional, por el Lema 3.1.12 tenemos que,
F(Ta) _ F(T) _ F(T<),
y por el Lema 3.1.7 tenemos que,

F(x1] + T) _ F(T + [#1])

F(x1] *T) _ F(T * [£1]).

Ahora partiendo de esto, para el caso F(T ) _ F(T) se tiene que,

F([x1]+ T)_ F(T +[£1])

F(T)+ (1) por la Proposiciéon 3.1.11
F(Ta)+ (1)

F(TA + [+1]).

Por otro lado,

F(+1] *T) _ F(T * [+1])

F(T)* (1) por la Proposicion 3.1.11
F(Ta)* (1)

F(Ta * [+1]).

Para F(T) _ F(T<), el proceso es anélogo.
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3.3. Demostracion del teorema de Conway

Proposicion 3.2.9 Si dos ovillos racionales T y T' difieren por un flype racional entonces

F(T)_ F(T).

Demostracion:

Sean T y T' dos ovillos racionales que difieren por un flype racional, entonces,

F(T) _[ai,a2,..., F(R),aj,...,an] por la Proposicion 3.1.11
_ [ai,a2,..., F(R), aj,..., an] por el Lema 3.2.8
F(T)
Lo cual prueba el resultado. [ ]

3.3. Demostracion del teorema de Conway

La presente seccion constituye el ndcleo central de este trabajo y se centra en la demostracion del
teorema de Conway, un resultado importante en el estudio de nudos y ovillos racionales en el area
de topologia. Este teorema, propuesto por John H. Conway en 1970, establece una correspondencia
entre los ovillos racionales y las fracciones continuas. El teorema de Conway afirma que dos ovillos
racionales son isotopicos si y sélo si tienen la misma fracciéon. A lo largo de los afios se han propuesto
diversas demostraciones de este teorema, entre las mas destacadas se encuentra Rational Tangles
de J. R. Goldman y Louis H. Kauffman [11] y On the classification of rational tangles de Louis H.

Kauffman y Sofia Lambropoulou [16], articulo del cual esta basado nuestro trabajo.

Se presentara la demostracion dividida en dos partes importantes encapsuladas en dos teoremas,
el Teorema 3.3.1, en el cual se demostrara que si dos ovillos racionales son isotopicos, entonces
tienen la misma fraccion y el Teorema 3.3.2 donde se probara que si dos ovillos racionales tienen

la misma fraccion, entonces son isotépicos.

Teorema de Conway Dos ovillos racionales son isdtopicos si y sdlo si tienen la misma fraccion.
Teorema 3.3.1 Si dos ovillos racionales son isdtopicos entonces tienen la misma fraccion.

Demostracion:

Sean T y S dos ovillos racionales tales que T ~ Sy ademas T y S estan en forma torsién. Entonces
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3.3. Demostracion del teorema de Conway

por el Lema 2.3.20 y la Proposicion 3.1.2 los ovillos T y S son isotépicos a dos ovillos racionales

T'y S' en forma de fraccion continua y ademés son alternantes, ahora por la Proporsicién 3.1.8,

F(T) = F(T)

F(S) = F(9),

ademas por la Proposicién 3.2.3 los ovillos T' y S' son isétopicos a los ovillos T" y S" los cuales

son sus formas canonicas respectivamente. Ahora por el Lema 3.2.4 tenemos que

F(T)= F(T")

F(S') = F(S").

Finalmente, por la Proposicion 3.2.6, los ovillos T" y S" se diferenciaran solo por flypes racionales

y por la Proposicidn 3.2.9 tenemos que,
F(T") = F(S").

Por lo tanto

F(T) = F(S).
H
Teorema 3.3.2 Si dos ovillos racionales tienen la misma fraccién entonces son isotépicos.
Demostracion:
Sean T = [[al], [aZ],..., [an]] Yy S = [[6]1, [b2],..., [bn]] ovillos racionales con F(T) = F(S) = -
y sean T' = [[a]], [aZ],..., [an]] y S' = [[*], [fi2],..., ["™n]] sus formas canonicas respectivamente.
Como

T~T vy S~ S}

entonces
F(T)=F(T)=F(S)=F(S')=-.

Por la Proposicion 1.2.12 tenemos que la fraccién continua de —puede ser transformada de manera

L, q
Unica. Esto es

= A1/ . Inh.

o)
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3.3. Demostracion del teorema de Conway

Sea
Q = [[7iL [2~ ..~ hn]],

entonces

FQ)=p.
Supongamos que Q no es isotopico a T', como

F(T) = [«1,«2,... ,an] = p

’ p
FQ) = [r1,72,...,In} = p

entonces tenemos la misma fracciéon - representada con dos formas canonicas distintas, lo que

contradice la unicidad, por lo tanto Q ~ T' y andlogamente Q ~ S'. Por lo tanto T' ~ S'. ]

3.3.1. Ejemplos

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos que ilustran los conceptos y métodos analizados
previamente en la demostracion del teorema de Conway. Se ejemplificard el proceso paso a paso
para transformar un ovillo racional dado en su forma canoénica, utilizando las isotopias y fracciones
continuas, ademas se ilustrard el método para obtener la fraccion continua correspondiente a un

ovillo racional.

Ejemplo 3.3.3 En el Ejemplo 2.3.21, dado el ovillo G5= [—1]+ ([—y* [-3] * + [4] obtuvimos
su forma estAndar G5 = ([-3] * [~y) + [3] mediante isotopias. Veamos que a partir de la forma

estandar de G5 obtendremos la fracciéon que le corresponde.

Primero expresamos G5 de la siguiente manera

G5= ([3] *5) + [-3]

~ [3] + —-—-- r por la Proposicién 2.3.18
51 + [3]
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3.3. Demostracion del teorema de Conway

Luego calculamos la fraccion continua correspondiente.

1
F(G5 —_3+ i
5+ 3
_3+ 1n
45
16
Ejemplo 3.3.4 Para el ovillo T _ 25+ ~ ~ *[ 2] *j— + [~ *

Figura 3.5,

que se muestra en la

Figura 3.5:~ Ib T _ ~Bl+ ~-1j *[ 2] *[-¥™™ + [1In *

tenemos que su forma estandar es

Luego, por la Proposicién 3.1.2, podemos expresar T en su forma fraccion
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3.3. Demostracion del teorema de Conway

1
T = [O] +
[ + k-
[6] + ------mmmeee- 1
[—5] +
2
Luego, calculamos la fraccion continua correspondiente
F(T)= 0+ e 1 1
1+ 1
6+ -----m-- 1
—5+ N2
64
75.
: , . . 29 . » .
Ejemplo 3.3.5 Consideremos el numero racional — y expresémoslo como una fraccion continua
29 5
— =2+ —
12 12
=2+ 12
5
1
= 2+ - 2
2+ 5
1
= 2+ -
2+ 1
2
1
2+ 1
2+
) 1
+
1
2+ e 1
2+
1 + 1

29 29
Luego, lafraccién continua de — , F—Hy”) (ver la Definicion 3.1.1), da como resultado un ovillo

en forma de fraccion continua y por el Lema 2.3.20 se obtiene su forma estandar
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A~ 1129 1
F-1 vz = 2] + 1
[2 + 1

2] +

1] + [y

\ \

[ + 1 . 1

21 + [4
[1]*ia/ /

H*1) +P) <) +»

Por lo tanto el ovillo resultante es el que se muestra en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Ovillo correspondiente al niumero racional 1].

Ejemplo 3.3.6 Para el namero racional

——= -1+

1
19 1+
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le asociaremos el ovillo racional

35 1
F41 19 [—1] + 1
1 + 1
[5] + 1
2] +
1

((([—10 * jzr™)) + [B) * 1— ) + ]

Por lo tanto el ovillo que le corresponde es el que se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Ovillo correspondiente al nUmero racional —1].

En esta seccién, se ha demostrado el teorema de Conway, estableciendo que dos ovillos racionales
son equivalentes si y s6lo si sus fracciones asociadas son iguales utilizando la teoria abordada en
este trabajo de tesis. Los ejemplos que se presentan en esta seccion no solo ilustran la aplicacion
practica de los teoremas demostrados, sino que también consolidan nuestra comprensién de como

las fracciones continuas pueden ser utilizadas para representar y manipular ovillos racionales.

3.4. Ovillos en biologia

La demostracién del teorema de Conway y la comprensidn de los ovillos racionales han sentado las
bases para aplicaciones practicas en el campo de la biologia molecular, especificamente en el estudio
del ADN vy la accién de las enzimas sobre su estructura. La versatilidad y flexibilidad del ADN

permiten que adopte diferentes formas, incluyendo nudos. Utilizando modelos de ovillos y nudos
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racionales, es posible analizar los cambios estructurales que ocurren en el ADN cuando las enzimas
actuan sobre él. Es importante sefialar que lo que se presentara en esta seccion no es un analisis
exhaustivo, sino una simplificacion destinada a ejemplificar como los resultados demostrados en

esta tesis pueden ser utilizados para entender fenémenos bioldgicos.

El acido desoxirribonucleico (ADN) es el portador del codigo genético y el encargado del
funcionamiento de los organismos vivos. La estructura helicoidal consiste en una doble hélice
formada por dos hebras o cadenas que serpentean alrededor, una de la otra, como una escalera
de caracol. Cada cadena tiene una columna vertebral que alterna un azlcar (desoxirribosa) y
grupos fosfato, la molécula de azucar llamada desoxirribosa es un sdélido cristalino e inoloro que
se compone de una molécula de cinco carbonos, y el grupo fosfato es la columna vertebral del
fosfato que es la porcidn de la doble hélice del ADN que proporciona soporte estructural a la
molécula. Los fosfatos son compuestos quimicos que consisten en sales del acido fosférico. Todos
comparten la caracteristica de tener un atomo de fésforo central rodeado por cuatro atomos de
oxigeno dispuestos en una estructura tetraédrica. La columna vertebral estd unida a cada azucar
y forman una de las cuatro bases y uno de cuatro posibles compuestos que ademas contienen
nitrégeno, entrelazados con adenina (abreviada como A), guanina (G), timina (T) y citosina (C),

que forman pares especificos (A-T y C-G).

Citosina

Guanina
Timina

Adenina

Figura 3.8: Doble hélice del ADN.

En 1953, el bidlogo estadounidense James Watson vy el fisico britanico Francis Crick propusieron un
modelo de doble hélice del ADN [6]. Este avance se apoy0 en la cristalografia. La cristalografia es
la descripcion de las formas que toman los cuerpos al cristalizar. Utilizando los datos de difraccion
de rayos X de Rosalind Franklin [2], experta en una poderosa técnica para la determinacion de
la estructura de moléculas, conocida como cristalografia de rayos X, Watson y Crick pudieron

construir la famosa estructura de doble hélice del ADN. Por este logro fueron galardonados con el
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Premio Nobel de Medicina en 1962.

La molécula de ADN es una estructura versatil debido a su longitud y flexibilidad, permitiendo
adoptar diferentes formas, incluso nudos. Se puede pensar en el ADN como dos cuerdas entrelazadas

gue, a su vez, pueden estar enlazadas con enzimas.

Para entender el funcionamiento de una enzima analizando los cambios topoldgicos en la estructura
de la molécula se han desarrollado modelos que explican cémo diferentes enzimas actian sobre el
ADN. Imaginemos al ADN como un largo hilo enrollado en forma de circulo, utilizando microscopia
electronica se observo que al actuar ciertas enzimas sobre una mdélecula circular de ADN se forma
una burbuja con 2 o 3 arcos saliendo de ella. Esta burbuja la podemos imaginar como una bola
B3, por lo que estas estructuras tienen forma de ovillos. También se observé que la estructura

resultante de la interacciéon de la enzima sobre el ADN es un nudo racional.

Figura 3.9: ADN circular, imagen tomada de [10].

Cuando la enzima se acerca a la mdlecula de ADN se tuerce ligeramente, facilitando encontrar
puntos especificos sobre la superficie del ADN en los cuales se adherird. Una vez unida a estos
puntos, la enzima realizara su trabajo, que varia segun el tipo de enzima. Recordemos que las
enzimas son proteinas que producen cambios quimicos, por ejemplo la coagulacion de la sangre o

la descomposicién de los alimentos en el jugo gastrico para su posterior absorciéon por el cuerpo.

A la accidn de la enzima unida al ADN lo llamaremos com plejo sinaptico, a las partes del ADN

gue no estan rodeadas por la enzima durante el complejo sinaptico las llamaremos sinaptosoma.

Cuando culmina el trabajo de la enzima sobre la mélecula de ADN, esta se desprende y el ADN

sufre cambios en su estructura, ala nueva moélecula de ADN modificada por la enzima la llamaremos
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producto.

El sinaptosoma esta compuesto por dos partes, en donde la enzima actia y donde no esta ocurriendo
nada, por lo que se puede representar al sinaptosoma como una suma de ovillos. Al trabajo que
realiza la enzima sobre el sinaptosoma lo podemos interpretar como una cirugia de ovillos, esto
significa que un ovillo es reemplazado por otro. En términos més simples, la enzima “corta” un
ovilloy lo “reemplaza” por otro. Este proceso de “cirugia de ovillos” es una analogia para describir
los cambios que ocurren en la estructura celular debido a la accion de la enzima. Es posible conocer
los productos obtenidos después de que una enzima actda en el ADN una o mas veces, a través de
un modelo propuesto por el matématico estadounidense De Witt Lee Sumners en [10] y [22]. El

modelo es el siguiente:

m N (S + O) = nudo trivial
Representa el estado inicial, donde S es un ovillo que no se ve afectado por la enzima, y O
es un ovillo donde ocurre la accidon de la enzima.

m N (S + T) = primer producto
Representa el primer producto resultante después de una accién de la enzima. El ovillo T
reemplaza al ovillo O después de que la enzima ha actuado en la molécula.

mN(S+ T+ T)= N(S+ 2T) = segundo producto, etc.

Representa el segundo producto resultante después de dos acciones de la enzima, y asi

sucesivamente.

Figura 3.10: Productos obtenidos por la accion de la enzima Tn3 resolvasa.

m N(S + O): Este es un estado inicial. S es un ovillo que no se ve afectado por la enzimay O
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es un ovillo donde ocurre la acciéon de la enzima.

m N(S + T) = primer producto: El ovillo T reemplaza al ovillo O después de que la enzima ha

actuado en la molécula.

S 0 N(S+0)

S T N(S+T)

m N(S+T+T)= N(S+ 2T) = segundo producto, etc.: Es el producto resultante después de

dos acciones de la enzima, y asi sucesivamente.

Datos especificos obtenidos de la accion de la enzima Tn3 resolvasa:

N(S + O) =~ 17= nudo trivial
N(S+T)=n~2n

N(S + 2T) =~ 2,1,1 ~

Como en los datos obtenidos de la accion de la enzima Tn3 resolvasa solo en una de las ecuaciones
se encuentra el ovillo cero, el proceso de resolucién de ecuaciones es mas complejo de determinar
por lo que en [10], Sumners demostro el siguiente teorema el cual es importante porque determina

cuales son los ovillos Sy T.
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Teorema 3.4.1 Supongase que los ovillos {O, S, T} satisfacen las siguientes ecuaciones:
N(S+ O)=n 1",

N(S + T)=A~ 27,

N(S + 2T) =~ 2,1,1 ~ .

Entonces {S vT} e {{[_3]1 [1]} ’ {[3]1 [_1]} ’ {[_2!_3!_1]1 [l]} ’ {[21 31 1]1 [_1]}}

En esta seccion, se ha explorado como la teoria de ovillos racionales y la demostraciéon del teorema
de Conway se aplican al estudio del ADN y la accion enzimatica. Se analiz6 que el ADN, con su
estructura flexible forma nudos que se pueden modelar utilizando ovillos racionales para analizar
los cambios topoldgicos inducidos por las enzimas. Los modelos matematicos propuestos permiten
representar y entender estos cambios, como se ilustra en la accion de la enzima Tn3 resolvasa. A
través de estos modelos, se facilita la interpretacion de los productos de las reacciones enzimaticas
y se proporcionan herramientas para identificar los ovillos resultantes de la accion de la enzima en

el ADN.
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Conclusiones

En esta tesis, a través de un analisis detallado, se logr6 demostrar el teorema de Conway, el
cual establece que dos ovillos racionales son equivalentes si y solo si sus fracciones asociadas son
iguales. Este resultado confirma una conexién entre la topologia y la aritmética, la cual provee una
herramienta para clasificar y comprender la teoria de los ovillos racionales. Se definieron operaciones
entre ovillos, se clasificaron los ovillos racionales, y se estudiaron las fracciones continuas. Se
desarrollaron ejemplos didacticos de operaciones entre ovillos como un recurso didactico para
aquellos que inician en el estudio de los ovillos racionales. Se ejemplifica también cémo asignar
a los ovillos racionales su correspondiente nimero racional mediante fracciones continuas, asi
como a asignar a cada numero racional su ovillo racional correspondiente. Ademas, se realizaron
ilustraciones que ejemplifican los teoremas méas importantes de la teoria de ovillos racionales.
Se demostraron teoremas de isotopias y se establecié una biyecciéon entre el conjunto de ovillos
racionales y el conjunto de numeros racionales. Como linea de investigacion futura, se sugiere
el desarrollo de un algoritmo, implementado en algun lenguaje de programacién, que permita
automatizar la biyeccién entre ovillos racionales y nimeros racionales. Este algoritmo deberia ser
capaz de, dado un nuamero racional, encontrar su ovillo racional correspondiente, o, al ingresar un

ovillo racional, determinar su numero racional asociado.
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