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Resumen

El desarrollo de cualquier actividad productiva o de servicio se requiere de la organizacion adecuada
de las tareas y recursos que se disponen para realizar dicha labor con éxito. La teoria de la
calendarizacion es la disciplina cientifica que surgié a partir de esta problematica y uno de sus
principales exponentes fue Henry Laurence Gantt. En la presente investigacion se estudian los
temas referentes a las técnicas usadas en los modelos de maquinas secuenciales y su relaciéon con
la complejidad computacional, como se vera en el desarrollo del presente trabajo, la gran mayoria
de los problemas de calendarizacién de una maquina pertenecen a la clase NP-dificil y algunos
parecen ser inclusive NP-completos, dichos conceptos no son sencillos de formular de una manera
simple, por lo que fué necesario realizar un estudio relativamente amplio sobre la computacion
clasica con la finalidad de establecer con precisién la naturaleza de la dificultad de los algoritmos
de calendarizacion.

Aunque existe diversas técnicas para resolver problemas de calendarizacion, nos restringiremos a
estudiar el método de reduccion y algunas técnicas de algoritmos generales haciendo caso omiso
del procedimiento de ramificacion y acotamiento (branch and bound), programacion dinamica, entre
otras.

Palabras clave : Calendarizacion, complejidad, reduccion.



Abstract

The development of any productive or service activity requires the adequate organization of the
tasks and resources that are available to carry out this task with success. The theory of scheduling is
the scientific discipline that emerged from this problem and one of its main contributors was Henry
Laurence Gantt. In the present investigation the subjects related to the available techniques in the
models of machines and their relation with the computational complexity are studied, as it will be
seen in the development of the this work, most of the scheduling problems of one machine belong
to the class NP-hard and some of them even seem to be NP-complete, such concepts are not easy
to formulate in a simple way, therefore, a quite broad study about classical computing is presented
in order to establish with precision the nature of the difficulty of the scheduling algorithms.

Although there are several techniques to solve the scheduling problems , we will restrict ourselves
to study the method of Reduction and some general algorithms ignoring the procedure of branch
and bound and dynamic programming, among others.

Keywords: Scheduling, complexity, reduction.
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Introduccion

En casi todos los dominios de cualquier empresa la asignacion de recursos limitados en un periodo
de tiempo, por ejemplo: personal, maquinas, herramientas etc, para el procesamiento de pedidos
(trabajos) dentro de un cierto tiempo, es en general una actividad imprescindible, critica y dificil.
Los retos que se presentan en éste proceso son parecidos y se pueden plantear y resolver de manera
general, independientemente de si se trata de problemas de logistica, produccion, suministro,
mercadotecnia o inclusive de acceso a bases de datos y disefio de sistemas operativos. Incluso,
aunque no se pueda ver a simple vista, es extraordinariamente similar la asignacidn de pedidos de
produccion a diferentes maquinas y la cuestién de qué aplicacion se debe procesar en cual nucleo
de un multiprocesador.

La lista de tareas posibles cuya realizacion requiere la asignacién de ciertos recursos parece
interminable, por mencionar algunos diremos: el movimiento de aviones requiere de pistas de
aterrizaje y despegue, los pedidos de clientes se procesan por un oficinista, miembros de una familia
que se deben duchar antes del desayuno etc.

Es comun a todas estas tareas, el hecho de que los recursos necesarios solo estdn disponibles
en cantidad limitada. De esta manera, nos acercaremos al tema, considerando la planeacion o
calendarizacion de una forma muy general. Asi que haremos esencialmente tres suposiciones:

1. Cada recurso solo se puede asignar en un momento dado a una sola tarea.
2. Los recursos no son consumibles, siempre estan a disposicién una vez liberados.

3. Una tarea solo ocupa un recurso en un momento dado.

La segunda suposicion deja fuera a los problemas relativos a materiales que se consumen por
ejemplo gasolina o dinero.

En lo sucesivo utilizaremos el téermino “maquina” en lugar de “recurso”, también utilizaremos
indistintamente el término “pedido”, “tarea” u “érden” como sinénimo de trabajo. Igualmente,
nos referiremos al problema de asignacion de recursos, ya sea como planeacién, plan, calendario,
calendarizacion o incluso programa.



Capitulo 1

Elementos de la calendarizacion

“El tiempo es el recurso mas importante; quien no
lo sabe administrar no sabe administrar nada.”

Peter Drucker.

1.1. Notacion y ejemplos

El objetivo de este capitulo es introducir mediante ejemplos clasicos la notacion tradicionalmente
aceptada para representar las particularidades de un problema dado de calendarizacién, asi como
ilustrar las técnicas basicas de solucion cuando estas existen y finalmente hacer ver las dificultades
de problemas méas amplios.

En la situacion, en que n pedidos se deben procesar en una maquina especifica, para cada pedido j,
j e {1,..., n}, denotaremos por:

pj: Tiempo de procesamiento.

dj : Tiempo de entrega comprometida de la tarea.

Para un calendario establecido, sea Cj el momento en que la tarea j se ha terminado de procesar,
entonces se define el retardo Lj de la tarea como: Lj = Cj —dj, es importante entonces responder
a la pregunta: ¢en qué orden se deben procesar los trabajos? de manera que se minimice el retardo
maximo:

. max _{Lj\

je{1,....n}

Es decir, se busca una permutacion S : {1,...,n} » {1,...,n} (el calendario de trabajo), el cual
especifica el orden de las tareas. S(j) = k significa entonces que la tarea j se debe procesar en la
posicién k.

Veamos un ejemplo sencillo, consideremos n = 5 tareas, con los tiempos de proceso y entrega
mostrados en la siguiente tabla:



1.1 Notacion y ejemplos

i 1 2 3 4 5
oj 7 8 10 6 4
dJ 2 14 6 8 18

Dado el criterio de optimalidad establecido, se vera en seguida que el calendario S(J) = j, ésto es,
la calendarizacion que ejecuta a cada tarea de acuerdo a sus tiempos de entrega ordenados en forma
creciente, en la figura siguiente se ilustra una posible solucion:

L4= 23
L3= 19
L1=5 L2=1 L5= 17
[P K- K
Méquina Ti T2 T3 T4 TS5
Tienpo 0 5 o 15 D 5 D %

Figura 1.1: Calendario con S(j)=j.

En ella, la punta de las flechas indica el tiempo de entrega comprometido y encima de ellas se
escribe el retraso Lj, el resto es autoexplicativo. En dicho calendario, se tiene que Lmax = 23.

La solucidn propuesta es intuitivamente correcta, pero aun asi daremos su demostracion, pues nos
servird de referencia para otros problemas de mayor complejidad y lo llamaremos por comodidad
la regla del tiempo de entrega.

Teorema 1.1. La regla del tiempo de entrega proporciona el minimo de

max {Li\.
Je{l,...n]

Demostracion. Veremos que cualquier calendario S' que minimiza la cantidad anterior debe ser
igual al calendario S(j) = j. Podemos también suponer que los pedidos estan hechos de manera que
dl< d2< ese < dnyseak:=max{S(j) |Je {1,...,n},S(j) < j}, es decir, k es la posicion de la
Gltima de tareas que se programan antes de su lugar de acuerdo a la regla del tiempo de entrega,
claramente se cumple S(J) = J,VJ > k es decir, el plan se ajusta a la regla del tiempo de entrega a
partir del trabajo k + 1 (si es que existe). Consideremos ahora el calendario S' que se obtiene de la
siguiente manera:

ij j >k
S'J) =1 SMA) -1 Sk) <S@) <k
[st) su) < s(K)



1.1 Notacion y ejemplos

Es decir, el calendario S' regresa el pedido a la posicién que deberia estar de acuerdo a la regla del
tiempo de entrega del pedido k (primera linea), los trabajos comprendidos entre el primero y el k —1
(tercera linea) se dejan en su lugar y los restantes se recorren una posicion (segunda linea), esto se
ilustra en seguida para una situacion en que n = 8.

i
S
SI

= N W

4
1
3

O O -
N N DN
A W o
o &~ o
~N o N
o O oo

Para los valores anteriores se tiene {S(j) |j e {1,...,n},S(j) <j} = {6,7} y k = 7, obsérvese
ademads que en este caso S(7) = 2y S'(7) = 7.

Entonces, la funcion objetivo de S' no puede ser mayor que la de S, puesto que a lo mas se aumenta
el retardo a partir del pedido k, el cual no puede ser mayor que el retraso del pedido en la posicién
k = S(j) en el plan S. Entonces se tiene que para el plan S' se cumple S'(j) = j,Vj > k es decir el
plan satisface la regla de tiempo de entrega a partir de la del pedido k. |

Realizando esta operacion cuantas veces sea necesario, se debe obtener el calendario que cumple la
regla del tiempo de entrega.

L2= 17
L4= 15

L3=11

Méquina T1 T3 T4 T2 Ts

Figura 1.2: Calendario optimo.

Consideremos ahora una ligera variante del problema anterior, en ésta se trata de minimizar el
numero de trabajos retrasados, donde el trabajo j esta retrasado si se cumple Cj > dj obviamente.
Entonces se trata de minimizar [{j e { 1 n} |Cj > dj}|.

Para ilustrar la dificultad, tomemos el siguiente ejemplo:
j 1 2 3 4 5

pj 8 4 4 8 6
dj 9 10 12 14 16



1.1 Notacion y ejemplos

Si tomamos inicialmente el calendario S(j) = j, se puede ver en la figura 1.3 que el nimero de
trabajos atrasados es cuatro, de donde surge la pregunta de si hay una secuencia de calendarizacion
Optima.

| 4= 10
h—
L3= 4
(S S—
VEcuina TL T2 T3 T4 Ts5
1 1 1 1 — e »

Tiempo
Figura 1.3: Calendario S(j)=j.

También éste problema se puede resolver facilmente, pero de una manera diferente a la anterior.
El principio de base es el siguiente: para la funcion objetivo es indiferente la magnitud del retardo,
solo le interesa saber si un trabajo esta retrasado ¢ no, de manera que en cuanto sepamos que un
trabajo estd irremediablemente retrasado, entonces se deja para ser planificado hasta el final. El
procedimiento de Moore se basa en esta idea [13].

A partir de una planeacién de acuerdo con la regla del tiempo de entrega, se prueba si un trabajo se
retrasa, entonces se le pone al final del plan y se aumenta en uno el nimero de trabajos retrasados
al cual denotaremos como U. Entonces tenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1 (Procedimiento de Moore)

1. Inicializacion: Ordenar los trabajos en forma creciente de acuerdo a su tiempo de entrega,
podemos suponer que: d1< d2eee < dn, entonces el calendario inicial es S(j) =j,Vj e {1,....,n}y
se hace U := 0.

2. Criterio de fin: SiCj <dj,Vj e {1,...,n} que satisface S(j) < n—U, terminar.

3. Determinacion del trabajo que se va a recorrer: Sea k := argmin{j |Cj > dj,S(j) <n—U}
el trabajo que primero se programa dentro de todos los que estan retrasados.

Sea | := argmax{pj | 1 < S(j) < S(k)} el trabajo con el mayor tiempo de procesamiento entre los
primeros S(k) pedidos.

4. Recorrimiento del trabajo: Definase el siguiente calendario:

(n Si j=1,
S'(1) == (S(j) —1 Si S(I) < S(j) <n,
S(j) Otro caso.

HacerS:=S,U:=U+ leiral paso 2



1.1 Notacion y ejemplos

En el segundo paso del algoritmo solamente se consideran los pedidos que todavia no se han
recorrido hasta el final. Si ya no hay pedidos pendientes se termina el algoritmo. De otra manera en
el paso tres se determina el pedido k que es el primero de los pedidos retrasados. Entre los primeros
S(k) pedidos habra con seguridad justamente uno, el cual se puede recorrer hasta el final. Entonces
lo méas adecuado es elegir el proceso mas largo. En el paso 4 se recorre dicho proceso hasta el final
y todos los pedidos entre la posicion vieja y la nueva se recorren una posicién hacia adelante.

Si ejecutamos el algoritmo al ejemplo dado, el primer pedido retrasado es el 2 como se puede ver
en la figura siguiente:

L1=21

L3= -4 L4=2

Méquina T2 T3 T4 T5 Ti

Figura 1.4: Calendario recorriendo el primer trabajo hasta el final.

Por lo que con seguridad, en cualquier calendario uno de los dos trabajos, ya sea el primero o el
segundo estara retrasado y como para el algoritmo es indiferente que tan grande es el retraso, se
escoge entonces el pedido 1 por ser méas largo que el pedido 2 y se le recorre hasta el final, véase
la figura 1.4. En seguida el contador de trabajos retrasados U con seguridad se hace igual a 1. Por
cierto, entre los primeros n —U = 4 se encuentra con seguridad uno que esta retrasado (el pedido 4)
y puesto que se trata del mas largo, se le recorre hasta el final. U se hace igual a 2 y como entre los
primeros n —U = 3 trabajos ya no hay ninguno retrasado, éste debe ser el calendario 6ptimo. De
manera que la funcion objetivo es 2.

L3 4 L4= 16

Vecuina T2 T3 TS5 T1 T4

Figura 1.5: Calendario 6ptimo.

La representacién grafica que hemos utilizado para visualizar el procesamiento de los trabajos es
una técnica estandar y se conoce como diagramas de Gantt.



1.2 Caracteristicas de las maquinas, Propiedades del calendario y Funcion objetivo

1.2. Caracteristicas de las maquinas, Propiedades del calendario y
Funcidn objetivo

En la seccién anterior se introdujeron los conceptos basicos y notaciones del problema de
calendarizacion, tambien se hizo evidente que cada problema especifico estd determinado por las
caracteristicas de la maquina, las propiedades particulares del calendario y finalmente de la funcién
objetivo.

La siguiente tabla muestra una lista de las notaciones mas usuales, algunas ya han sido utilizadas
en los ejemplos anteriores.

n Numero de trabajos o pedidos.
m Numero de maquinas (recursos).
i indice de la maquina.
j indice del pedido.
Si Calendario de la maquina i
Permutacion del plan {1,..., n}.
Si(j) Posicion en el calendario del pedido j en la maquina i.

Tiempo de proceso del pedido j.

E:j Tiempo de proceso del pedido j en la maquina i.

fj Tiempo de llegada del proceso j, es decir el momento més temprano
en el que el pedido se puede planear (release date).

dj Tiempo de entrega del trabajo j, momento en que el trabajo j deberia
estar terminado (due date).

W Importancia del pedido j, por ejemplo valor, costo, prioridad (peso).

Cij Tiempo en el que termina el pedido j al ser procesado en la
maquina i.
C Tiempo de terminacion del pedido j.

Tabla 1.1: Notaciones usuales en teoria de la calendarizacion.

Definiciéon 1.1. Se entiende como un problema de calendarizacion al problema de optimizacién
representado por la tripleta a |fi]y, en el que se asignan recursos a pedidos (con las propiedades
anteriores) y se precisan las propiedades de los recursos (a), las propiedades del calendario y
condiciones defrontera (fi) asi como lafuncion objetivo que se va a minimizar (7).
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Esta representacion de los problemas de calendarizacion se debe a Graham et al. (1979), quienes
la introdujeron y se conoce como la notacion de tres campos [24]. A continuacidn se presentan las
propiedades de las maquinas mas comunes, las cuales se especifican en el campo a.

1 Solo hay una méaquina, el caso a = 1seré el objetivo de nuestro trabajo.

Pm: Hay m maquinas idénticas que funcionan en paralelo. Un pedido se puede ejecutar solo en
una de las maquinas.

Fm: En un flujo de taller también hay m, pero cada trabajo debe pasar por las m maquinas. El
orden de las maquinas en que se debe ejecutar cadapedido estapredeterminado y es el mismo para
todos los pedidos.

Jm: Un piso de trabajo Job Shop es una generalizacion delflujo de trabajo. Cada trabajo debe
pasar solo por algunas maquinas (6 todas ) pero el orden puede ser diferente para cada pedido.

Om: Taller abierto (Open Shop), aqui, todo trabajo debe procesarse en cada una de las maquinas,
pero el orden es arbitrario.

En el caso del campo fi, éste puede tomar uno, varios o ninguno de los siguientes valores:
pj = p : Es el caso especial en que cada trabajo tiene el mismo tiempo de procesamiento.
dj = d : Caso en que todos los trabajos tienen el mismo tiempo de entrega.

rj : Denota que hay un tiempo determinado a partir del cual el proceso se puede procesar
(release date) y que debe considerarse en la calendarizacion.

prmtn: Si esta presente significa que cualquier trabajo se puede interrumpir durante su ejecucion,
dicho de otraforma, si este campo no esta presente, significa que todos los trabajos se deben
procesar de principio afin sin interrupcion.

prec: Esta entrada se pone cuando hay una secuencia de precedencia entre los trabajos, la cual se
denota normalmente como i A | para indicar que el trabajo i debe ejecutarse antes del trabajo j.

sjk : Con este campo se especifica que hay un tiempo de preparacién de las maquinas que depende
del orden de los trabajos.

El campo fi indica lafuncidn objetivo, a continuacion se da una lista de las mas usuales, las cuales
se entiende que deben minimizarse en la calendarizacion:

Cmax : La duracion total del calendario (makespan), es el momento en que se han terminado todas
las tareas, también se puede representar como Cmax := max{C1, . Cn}.

Lmax : Como se mencion0 en la discusion anterior, el retraso de un trabajo esta dado por
Lj = Cj—dj. por lo que el retraso maximo es Lmax := max{L1 Ln}, notese que el retraso puede
ser negativo cuando el pedido se termina antes de su tiempo de entrega.
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'LCj : Es la suma de los tiempos de terminacion, este criterio se adapta a situaciones en las que
se debe terminar los costos intermedios de almacenamiento. La minimizacion de TCj es una idea
también del valor medio de los tiempos de terminacion dado por TCj/n.

TwjCj : Es una generalizacion de la anterior, como se mencion0 anteriormente, esposible asignar
prioridades a los trabajos mediante el peso Wij.

TTj : Se define el exceso del pedido j como el valor Tj := max{Cj —dj,0} = max{L —j, 0} el cual
solo considera retrasos positivos.

TwjTj : Es una generalizacion de lafuncion objetivo anterior.

TUj : Es el nimero de trabajos retrasados, el cual se define por medio de lafuncion:

. il Si Dj>dj,
Uj :={ J
10 Otro caso.

TwjUj : Cuyo significado es obvio, en el, se trata defavorecer los trabajos de cierta clase.

Es claro que no se tienen que considerar todos los campos anteriores en un problema de
calendarizacion, los mencionados aqui son algunos entre una gran cantidad de campos con distintas
caracteristicas que se pueden encontrar en la literatura.

La diferencia entre las diferentes funciones objetivo y su dependencia del tiempo de entrega se
ilustra en la siguiente figura. Como se puede ver el retraso Lj es lineal y considera una recompensa
en el caso de terminar antes del tiempo de entrega, en cambio en Tj no existe la recompensa, en la
funcion Uj solo es importante si hay o no retraso, finalmente el valor real Cj es en general no lineal.

®)

©

Figura 1.6: Funciones objetivo mas usuales.
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Consideremos ahora otro problema de calendarizacién “facil” de resolver.

Ejemplo 1.1. Consideremos el siguiente problema de calendarizacién de la clase (1jpw A )’

j 1 2 34
pj 3 5 6 8
wj 5 10 9 1

Antes de resolverlo, es importante preguntarse ¢hay algun trabajo que deba planearse antes o
después de los otros?, ¢hay algun trabajo que se tenga que programar necesariamente antes o
después de otro? El calendario 6ptimo es S = (2,1,3,4) del cual se calculafacilmente sufuncién
objetivo como 238, uno puede también verificar que si ordenamos los trabajos por orden creciente
del valor pj/wj, entones se obtiene el calendario 6ptimo.

I\/Iéquina T2 T1 T3 T4
Tiempo 0 5 ) & 0 T M

Figura 1.7: Calendario optimo.

A esta regla se le conoce como la regla del tiempo de procesamiento promediado méas corto (WSPT
por sus iniciales en inglés). En el siguiente teorema veremos que este ordenamiento conduce al
optimo buscado. O

Teorema 1.2. La regla WSPTproporciona el valor éptimo del problema (1ALwjCj), es decir que si
S es una solucidén éptima delproblemapara el cual se cumple S(j) < S(k) entonces se debe cumplir
Wj/pj > WK/ pk.

Demostracién. Supongamos que en el calendario éptimo S hay dos pedidos j y k con S(j) < S(k)
pero se tiene Wj/ pj < wk/pk, podemos suponer que estos pedidos son contiguos, es decir S(j) + 1=
S(k), de otra manera existiria un pedido | tal que S(j) < S(I) < S(k) y ademas W > W >w > W(
lo cual es una contradiccion.

Sea ¢ el momento de inicio de j en S. Con esto, los pedidos j y k contribuyen a la funcion
objetivo de s con la cantidad: (c + pj)wj + (c+ pj + pk)wk = cwj + pjWj + cwk + pjWk + pkWk.
Si ahora consideramos el calendario S' que se obtiene de S solamente intercambiando los pedidos
j ¥ k, es decir S'(j) = S(k) y S'(k) = S(I), para el se cumple S'(l) = S(l) paratoda |l =j,ky
debido a que j y k son consecutivos, el valor de la funcion objetivo de ambos calendarios solo se
distingue de los valores inducidos por j y k. En S, este valor es (c + pk)wk+ (c + pk+ pj)wj =
cwk + pkWk + cwj + pkWj + pjWj.

10
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Como por hipotesis pk < pjWk, se sigue que el valor de la funcion objetivo de S' es menor que el de
S lo cual es una contradiccién a la suposicion de que S es 6ptimo. |

Ejemplo 1.2. Antes de terminar esta introduccion, consideremos el problema de minimizar la suma
de los tiempos de terminacion (1|| £ Cj), para el cual se deben ordenar los trabajos en orden
creciente del tiempo de procesamiento (SPTpor sus siglas es inglés).

Suponiendo que exista un calendario 6ptimo en el cual al menos dos trabajos no estdn ordenados
por tiempos de procesamiento creciente, podemos suponer como en el teorema anterior que
los trabajos son contiguos, es decir, existen pedidos j y j + 1 para los cuales pj > pj+1. Si
denotamos por Sj el momento en que empieza el pedido j, entonces se tiene que Cj = Sj + pj
y Cj+1 = Sj + pj + pj+1, pero si intercambiamos los dos trabajos, se tiene Cj = Sj + pj+1y
Cj+l = Sj +pj + pj+1 lo cual disminuye el la suma en la cantidad pj+1—pj. O

Los problemas considerados hasta ahora se han podido resolver facilmente. Mé&s adelante veremos
que hay muchos problemas que todavia se pueden resolver, pero de una manera “dificil” (de cuyo
significado hablaremos mas adelante). EIl proposito del presente trabajo es establecer una clara linea
de divisidn entre los problemas de calendarizacion “faciles” 6 “dificiles” de resolver.

1.3. Problemas de Optimizacion y Decision

De los ejemplos dados anteriormente, se concluye que todo problema de calendarizacion es
basicamente un problema de optimizacion y en caso extremo hasta un problema de optimizacion
combinatoria cuya complejidad de calculo resultard evidente a medida que avancemos en nuestro
analisis.

El problema de optimizacion esta intimamente ligado al problema de decision, del cual haremos uso
con frecuencia al analizar la complejidad de un problema de calendarizacion. Por comparacion con
uno de optimizacion, en el cual se busca un valor numérico de la solucion; un problema de decision
es uno en el cual se busca una respuesta ¢ solucion del tipo si/no.

La relacidon entre ambos problemas radica en que un problema de optimizacion, por ejemplo
encontrar un calendario que minimiza £ WjCj, se puede resolver mediante la aplicacidon sucesiva
del problema de decision: dado n ¢existe un calendario para el cual £ WjCj < n ?

Definicion 1.2. Un problema de decisién n consta de un conjunto Dn (llamado conjunto de
instancias) y un subconjunto C C Dn (llamado el conjunto de instancias o casos Sl).

Los conjuntos Dn y Dn son por lo general infinitos y no se dan de manera explicita sino por
extensién normalmente.

u
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Ejemplo 1.3. El problema (1||£ WjCj), el cual recordamos se trata de n trabajos con tiempos de
procesamiento pj y peso Wj. Si ademas se establece una cota maxima M a alcanzar, la cuestion
de saber sipara todas las permutaciones de los trabajos se cumple £ WjCj < M, es claramente un
problema NP, pues la Gnica solucion esprobar todas las permutaciones posibles de los trabajos. O

Se debe notar que un problema de optimizacion es por lo menos tan dificil de resolver, como el
correspondiente problema de decisién. Pero hacemos referencia a ellos porque son mas faciles de
transferir a los conceptos informaticos de computabilidad. A estos conceptos pertenece entre otras
cosas el de lenguajes formales, de los cuales se hablara en los siguientes capitulos.

Finalmente, para concluir este capitulo, podemos decir que todos los problemas de una sola maquina
y n trabajos se podrian resolver de manera heuristica probando el valor de la funcién objetivo para
cada una de los n! posibilidades, esto es por supuesto realista en el caso de un valor n pequefio.
Como se puede ver en la figura siguiente, el problema resulta intractable para grandes valores de n.

Figura 1.8: Diferentes funciones de crecimiento.

12



Capitulo 2

Computabilidad

Cada signo por si mismo parece
muerto; ¢Qué le da vida?

Ludwig Wittgenstein.

2.1. Alfabetos y Cadenas

El mecanismo abstracto que abordaremos en la seccién 2.4 es pieza clave para definir la naturaleza
de los problemas de decision. El funcionamiento de tal dispositivo basicamente consiste en
procesar cadenas de simbolos de forma sistemética, donde cada una de las cadenas representa una
instancia de un problema dado. En este capitulo describiremos los formalismos que conforman a tal
dispositivo y que ademas describen su relacion con los problemas de decision.

Definicién 2.1. Un alfabeto Z = {al,a2,..., an} es un conjuntofinito y no vacio, donde cada ai es
llamado simbolo del alfabeto y una cadena sobre Z es una secuenciafinita de méas de un simbolo o
ninguno, esto es, a = blb2eesbmy ademas bie Z, i= 1 m.

Definicion 2.2. Si a es una cadena sobre un alfabetofinito Z, entonces se define la longitud de a
como el numero de posiciones que ocupan los simbolos que la conforman y se denotapor I(a).

Las cadenas a 1= abbbaa, a2 = aabaa y a3 = aaa formadas del alfabeto finito Z = {a, b} tienen
por longitudes los valores | (abbbaa) = 6, I(aabaa) = 5y | (aaa) = 3 respectivamente. En adelante
representaremos con las letras griegas a 1?a2,a 3,... a las cadenas formadas sobre algun alfabeto
finito Z y con la letra griega e denotaremos a la cadena vacia, la cual no contiene sucesiones de
simbolos.

Dadas las cadenas al= ala2...an y a2 = blb2...bm cadenas sobre un alfabeto finito Z
con longitudes n y m respectivamente, se define la operacion concatenacion por alea2 =
ala2...anb12... bm. Un ejemplo de esta operacion, se obtiene de las cadenas a 1= ababab y
a2 = baaabb sobre el alfabeto Z = {a, b}, de donde la cadena a 1*a2 = ababab <baaabb =
abababbaaabb.

13



2.1 Alfabetos y Cadenas

En adicion, la definicidn se puede aplicar a mas de dos cadenas, concretamente si consideramos que
a3 = alea?2, obtenemos que la cadena a3*a = abababbaaabb esbaaabb = abababbaaabbbaaabb.
Por simplicidad, a veces denotaremos a la2en lugar de a 1+a?2.

La potencia de una cadena es la operacion que consiste en concatenar un nimero finito de
veces una cadena arbitraria consigo misma, esta operacidn se denota por an tal que a0=¢e y
an= alean—lparan > 0. En este caso si a = aabb es una cadena sobre el alfabeto Z = {a, b},
aplicando la definicion anterior para un n = 3, obtenemos lo siguiente:

a0 = ¢

al = a1ea0= (aabb) «e = aabb

a2 = g 1leal= (aabb) «(aabb) = aabbaabb

a = a lea 2= (aabb) *(aabbaabb) = aabbaabbaabb

La operacion de cadena inversa consiste en invertir el orden de los simbolos de una cadena
arbitraria, es decir, si @ = ala2ee an es una cadena de longitud n, entonces a R = anan—leesales
la cadena inversa de a . En este caso, las cadenas a 1= bababba y a2 = bababbaaabbaba sobre
el alfabeto Z = {a, b}, tienen por cadenas inversas a aR = abbabab y aR = ababbaaabbabab
respectivamente.

Con las nociones anteriores se puede definir al conjunto Zk que contiene las cadenas de longitud
k construidas a partir de un alfabeto finito Z, donde k e N. Es importante indicar que para todo
alfabeto finito Z, Z0 = {e }.

La lista que sigue a continuacién exhibe a cada conjunto Zk formado del alfabeto Z = {a, b},

Z0 = {e}
Z1 = {ab}
Z2 = {aa, ab, ba, bb}

Z3

{aaa, aab, aba, abb,...}

Al unir todos los conjuntos de la lista anterior, se obtiene el conjunto de todas las cadenas sobre
el alfabeto finito Z, también llamado el universo de cadenas de Z. Esta operacidén de unir a
los conjuntos anteriores se denomina cerradura de Klenee y se expresa matematicamente por
Z* = Ui>0Zk. Por otro lado, la cerradura mas de Kleene se define como la unién de todos los

conjuntos Zk excepto el conjunto {e} y se expresa por Z+ = (Ji°>1Zk, donde k e N.

El universo de cadenas sobre un alfabeto finito Z tiene la caracteristica de que sus elementos
pueden ser enlistados, esto nos permite conocer el tamafio del conjunto Z*. Lo anterior sera de
suma importancia para el desarrollo de los conceptos y resultados que se desarrollaran a lo largo de
los siguientes dos capitulos.
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2.2 Lenguajes Formales

Teorema 2.1. Si Z es un alfabetofinito, entonces el conjunto Z* es numerable.

Demostracion. Se sabe del analisis matematico que la unién numerable de conjuntos finitos es
numerable [46, p4g. 20]; en este caso la expresion Z* = (Ji>0Zk es numerable, pues todo conjunto
Zkes finito. |

Una vez establecido que el universo de cadenas sobre un alfabeto finito pertenece a la clase de
conjuntos que pueden ser numerados, ahora nos preguntamos ¢Dado el universo de cadenas sobre
un alfabeto finito, es el conjunto formado por todos los subconjuntos de cadenas de ese universo
un conjunto numerable? Para responder a esta pregunta debemos conocer un par de conceptos al
respecto.

2.2. Lenguajes Formales

Un lenguaje formal es un conjunto especial formado de cadenas, sus elementos cumplen alguna
regla o propiedad particular, formalmente un lenguaje de define como sigue:

Definicién 2.3. Un lenguajeformal L sobre un alfabetofinito Z, es un subconjuntofinito o infinito
de Z*, denotado por L C Z*.

Por ejemplo, del alfabeto finito Z = {a, b} se obtienen los conjuntos 0, {e}, {a}, {b} y el
propio Z que son considerados lenguajes triviales de Z*. Otros lenguajes que se pueden construir
son {aaa, aab, abb, baa, bba, bbb}, {an|n > 0}, {aaR|a e Z*}, {anb|n >0}, {bma |m >0}y
{anbn |a > 0} por mencionar algunos ejemplos, en particular el conjunto Z* es llamado el lenguaje
universal.

Las operaciones de concatenacidn y potencia de cadenas pueden ser extendidas a concepto de
lenguajes, en este caso, si L1y L2 son lenguajes en Z*, entonces se define la concatenacidn de
ambos lenguajes como el conjunto L1<L2= {alea2|ale Llya2e L2}

No es muy dificil ver que el lenguaje {anbm+1a | m,n > 0} es la concatenacion de los lenguajes
{anb |n> 0} y {bma | m > 0}. Otro ejemplo es el lenguaje {a*{a, b}mtneb | m,n > 0} resultado de
la concatenacion del lenguaje {a*{a,b}n|n > 0} que describe al conjunto de cadenas que inician
con el simbolo a seguida de una cadena de longitud n sobre {a, b} y el lenguaje {{a, b}meb |m > 0}
formado por todas las cadenas de longitud m seguidas de un simbolo b.

La potencia de lenguajes es la operacidén que consiste en concatenar n veces consigo mismo un
determinado lenguaje L, recursivamente se puede definir como sigue:

e sin=0,
Ln= {e}

LleLn— sin> 0.
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En este caso, si consideramos al lenguaje L = {0,01} sobre el alfabeto finito X = {0,1}, aplicando
la definicion anterior obtenemos el lenguaje L4 mediante el siguiente procedimiento:

LO = {e}

L1 = L1eLO= {0,01} «{e} = {0,01}

L2 = L1-L1= {00,001,010,0101}

L3 = L1-L2= {000,0010,0100,01010,...}

L4 = L1.L3= {0000,00100,01000,010100,...}

Otras operaciones simples, pero no menos importantes de los lenguajes son la union, interseccion,
diferencia y concatenacion. Dados dos lenguajes L1y L2 sobre un alfabeto finito X, se define la
operacidon union de L1y L2como el lenguaje L1UL2= {w GX* |w GL1o w GL2}, lainterseccion
porL1InL2= {w g X* |w GL1ly w GL2}, ladiferenciaporL1—2= {w GX*|w GL1ly w GL2}
y el complemento de L1como L1= {w GX* |w GL}.

Las operaciones expresadas anteriormente establecen la propiedad estrella de Kleene que consiste
en unir las todas las potenciasl de un determinado lenguaje formal, es decir, si L es un lenguaje
sobre un alfabeto finito Xy LO,L1,L2... son sus respectivas potencias, entonces LOUL1IUL2U eee
es denominado el lenguaje cerradura de Kleene y mateméaticamente se expresa por L* = (Jn>0LKk.
De forma semejante se define el lenguaje cerradura méas de Klenee, esto es, L+ = (Jn>1Lk.

Consideremos nuevamente al alfabeto X = {a, b} y al lenguaje L = {aa, bb}, entonces

La = {e}
L1 = {aa, bb}
L2 = {aaaa,aabb,bbaa,bbbb}
L3 = {aaaaaa, aaaabb, aabbaa, aabbbb,...}
De modo que
L* = LOUL1IUL2U—

{e,aa, bb, aaaa, aabb, bbaa,...}.

1En particular, se observa que si L= X el lenguaje L* coincide con X*.
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Con lo expuesto hasta este punto, tenemos un panorama muy general de los lenguajes que se pueden
construir sobre un alfabeto finito. Como es de esperar el universo de todos los lenguajes sobre un
alfabeto finito X, lo conforman todos los subconjuntos posibles de X* y el interés que surge araiz de
este conjunto es saber si es posible categorizarlo de forma disjunta con otros conjuntos conocidos
por medio de su cardinalidad tal como se mostro en el teorema 2.1, pues como menciona Abbout:
“la cardinalidad proporciona una relacién de equivalencia” [47].

Esto altimo se hace con la intencion de estudiar la naturaleza del conjunto con técnicas conocidas o
aplicadas a conjuntos de la misma clase. Infortunadamente, el conjunto de todos los lenguajes sobre
un alfabeto finito X tiene una naturaleza distinta de los conjuntos numerables, tal como se puede
apreciar en el siguiente teorema2.

Teorema 2.2. El conjunto de todos los lenguajes sobre X* es no numerable.

Demostracién. Sea S = {L0,L1,L2,...} el conjunto de todos los lenguajes sobre Xy supongamos
que S es numerable. Del teorema 2.1 sabemos que X* es numerable y en consecuencia sus elementos
se pueden enlistar, es decir, X* = {®0, rn1,m2,...}.

Construyendo el lenguaje Ld = {®; e X* | e L¢}, donde L, e Sy suponiendo que Ld e S, entonces
debe existirun m e Z+ tal que Ld = Lm.

De manera que podemos contemplar los siguientes casos:

1. Si mm e Ld, entonces, de la definicion de Ld, se sigue que mme Lm, lo cual es una
contradiccion, debido aque mme Lmy mme Lm.

2. Si suponemos que mme Ld, entonces de la negacién de Ld, se sigue que mme Lm, lo cual
nuevamente es una contradiccion, debido que mme Lmy mme Lm.

Por lo anterior concluimos que la hipotesis sobre S es falsa y en consecuencia el conjunto S es no
numerable. |

La demostracion3 del teorema 2.2 establece que un modelo universal para describir a cada elemento
en universo de lenguajes sobre un alfabeto finito X es imposible. Las investigaciones de la teoria
de la computacion se centraron en estudiar modelos matematicos capaces de especificar la mayor
cantidad de lenguajes posibles, esto al menos desde la perspectiva de lenguajes formales, ya que
existen diferentes abstracciones con el mismo propdsito [37].

Dado que un desarrollo exhaustivo sobre la clasificacion de los lenguajes no estd dentro de
nuestros objetivos. Nos limitaremos unicamente a presentar una breve exposicién de los modelos
de gramaticas formales con los cuales podemos generar los tipos de lenguajes existentes. Esta
exposicion tiene Unica y exclusivamente la intencion de poner al lector en contexto con los ejemplos
que se usaran en la seccion 2.4.

2 a prueba del teorema 2.2 fue tomada de [37]
3l teorema 2.2 utiliza el argumento de diagonalizacion de George Cantor, para una referencia véase [26].
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2.3 Gramaticas Generadoras

2.3. Gramaéticas Generadoras

Las gramaticas formales o gramaticas generadoras son modelos matematicos con los cuales
podremos generar de forma correcta las cadenas de un determinado lenguaje formal. Estos modelos
se deben al linglista y matematico estadounidense Noam Chomsky quien en los afios cuarenta
estudié como se adquiria el lenguaje hablado basandose en las reglas de sintaxis de los lenguajes
escritos [10].

A continuacion presentaremos una exposicion amena de los cuadro modelos de Chomsky que
describen las diferentes clases de lenguajes existentes, las definiciones son estandar y ampliamente
conocidas, las notaciones presentadas aqui fueron tomadas de [36].

2.3.1. Gramaéticas no restringidas
Para iniciar con este apartado vamos a definir un par de conceptos fundamentales.

Definicion 2.4. Sea V y Z alfabetos finitos disjuntos. Una produccién sobre V, Z es una pareja
ordenada (v,u) e (VUZ)* eV ¢(VUZ)* x (VU2Z)* denotada por la expresion v — u, donde
ve (VUZD*eVe(VUZ)*yue (VUZ)*

Con la letra P representaremos por al conjunto de producciones (VUZ)*sV¢(VUZ)*x (V UZ)*para
facilitar la notacion. Los elementos de V se les denomina variables no terminales y los elementos
de Z en este caso los llamaremos simbolos terminales.

Definicion 2.5. Sea P el conjunto de producciones sobre los alfabetosfinitos V, Z y consideremos
a las cadenas v ,u e (V UZ)*. Se dice que u es la derivacion en un solo paso de v siy solo si existe
una produccion A — X e P tal quev = alAa2y u = alXa2 vy lo abreviamos por v — u, donde
al,a2e (VU2Z)*.

Por ejemplo, si CA — AB es una produccién sobre los alfabetos V = {A,B,C,L, S}y Z = {a, b, c},
claramente u = abbABbCL se deriva en un solo paso de v = abbCADCL, eligiendo las cadenas
al= abbya2= bCL, dondev,u,al,a2e (VUZ)*.

Con los conceptos previos se define el modelo de gramaética no restringida como sigue.

Definicion 2.6. Una gramética no restringida es una cuadrupla G = (V,Z,R,S), donde V es un
conjuntofinito de simbolos no terminales o variables, Z es un alfabetofinito de simbolos terminales,
R es un subconjuntofinito de producciones no restringidas sobre V,Zy S e V es el simbolo de inicio
no terminal.

La expresion v —G u denotara a la secuencia de derivaciones ai —& ai+1 en un solo paso que
transforman a la cadena v en u con las reglas de la gramatica G. En este caso n representa la
longitud de la derivacion, tal quev = al,u = anyal,...,ane (VUZ)*con 1< i<n.

En particular, una cadena v e (V UZ)* se llamara forma sentencial de G, si v se puede derivar
desde la variable inicial de G, esto es, S—GvV y una cadena a e Z* se denomina sentencia sobre
G, si existe una derivacion S —Gw.
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2.3 Gramaticas Generadoras

El lenguaje generado por una gramatica no restringida es denominado lenguaje del tipo 0 y lo
conforman todas las sentencias de la forma S — G w, formalmente se define como sigue:

Definicion 2.7. El lenguaje generado por una gramatica no restringida G es el lenguaje L(G) y es
definido como L(G) = {w GX*|S —Gw}

Ejemplo 2.1. Consideremos al lenguaje L = {anbncm |m > 0,n > 0} y ala gramatica no restringida
G = {{A /B,C,L, S} {a, b,c},R, S}, donde R esta conformado por el siguiente conjunto de reglas:

S — Sc
S — AB
AB — aABb
AB — ab

No es dificil establecer que las cadenas del lenguaje L pueden tener laforma anbncmy laforma
anbnparam > 0yn > 0 en Z+. Las cadenas de laforma anbncmse pueden obtener de la gramatica
G aplicando laregla S — Scm veces, una vez S —AB, n —1veces la reglaAB — aABb yfinalmente
una vez la reglaAB — ab generando la derivacion:

S —G Scm
—4 ABcm
—G an—ABbn—icm
—g anbncm

Anélogamente las cadenas de laforma anbn se pueden obtener con un procedimiento parecido, en
este caso, aplicando la regla S — AB una vez, n —1 veces la regla S — aABb y una vez la regla
AB  ab se obtiene la derivacion:

S —G AB
s —&?1 AnaaBbna
—G anbn

De esta manera todas las cadenas que siguen los patrones anbncmy anbn en el lenguaje L se pueden
construir con las reglas de la gramatica G propuesta. O

Ejemplo 2.2. SeaL = {anbncn |n > 0} un lenguajey sea G = {{S,L}, {a, b, c},R, S} una gramatica
no restringida, donde R esta conformado por el siguiente conjunto de reglas:

S — aSch
S — L

cb — bc
Lb b
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2.3 Gramaticas Generadoras

Para generar las cadenas del lenguaje L, se observa que la cadena abc se genera con la derivacion
S —G alch —& alLbc —G abc. Para generar las cadenas de laforma anbncn cuando n > 0 se
aplica en primera instancia la regla S — aScb n veces y una vez la regla S — L, obteniendo asi la
derivacion,

S —G anS(cb)n
—g anL(cb)n

Con la secuencia anterior obtenemos los n simbolos a, b y c respectivamente desordenados. A
partir de la ultima regla se aplica la regla cb — bc una vez al simbolo b mas a la izquierda, el
siguiente simbolo b mas a la izquierda requiere de dos veces la aplicacion de la regla cb — bcy
asi sucesivamente hasta llegar al n-enésimo simbolo b que requiere de n veces la aplicacion de la
regla antes mencionada.

Finalmente se aplica una vez la regla Lb — b obteniendo la secuencia ordenada, lo anterior se
ilustra en la siguiente derivacion,

— G anLcbcbcbes ech
— G anLbccbcbesech
— G anLbcbccbesech
— G anLbbcccheeech

wmw u;m u;mwm

anLbbn-1cn
S _—_G anbnen

wn
|
®

Siguiendo este patron podemos generar las cadenas en {anbncn | n > 0}.

En particular, la cadena aaabbbcc e {anbncn|n > 0} se puede generar aplicando la siguiente
secuencia de reglas:

—G aSch

— G aaSchcb
— G aaaSchcbcb
— G aaalcbchcb
— G aaalbcchcb
— G aaalbcbcch

— G aaalbbcccb
— G aaalbbccbce
aaalbbcbcc
— G aaalbbbccc
— G aaabbbccc

»"ww;w;mnnmwm
mw wmwmmo;m
@

O

El aspecto principal del modelo no restringido es la libertad que existe para definir las reglas de
produccion, observemos que la generacién de la cadena aabbcc se realiza por medio de frases, por
este motivo el modelo no restringido es denominado también modelo estructurado por frases.
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2.3 Gramaticas Generadoras

2.3.2.  Gramaticas sensibles al contexto

El conjunto de producciones de una gramatica sensible al contexto es exactamente el tipo de
producciones definidas en 2.4, con la excepcion de que dado una pareja (a, b) en el conjunto de
producciones R se cumple que b tiene al menos la misma longitud que a, es decir, I(a) < I(b),
formalmente la gramatica se describe a continuacion:

Definicion 2.8. Una gramatica sensible al contexto es una cuadrupla G = (V,Z,R,S), donde V
es un conjunto finito de simbolos no terminales o variables, Z es un alfabeto finito de simbolos
terminales, R es un subconjuntofinito de (V UZ)* ¢V «(V UZ)* x (V UZ)* tal que cada produccion
en R de laforma aAfi — aXfi, implica que 1(aA) < I(aXfi), donde A e V, a ,X,fi e (VU2Z)*,
X =-eySeVeselsimbolo de inicio no terminal.

El conjunto de producciones de una gramatica sensible al contexto puede contener la produccion
S — e siempre que el lenguaje a generar contenga a la cadena vacia. Dado que la restriccion de
una gramatica sensible al contexto consiste en elegir reglas de produccion acotadas como se definio
anteriormente, las nociones de produccion en un solo paso, derivaciones y el lenguaje generado son
las mismas que en el modelo no restringido. Con respecto a esto ultimo el lenguaje generado por
una gramatica sensible al contexto es conocido como lenguaje del tipo 1.

Ejemplo 2.3. Sea G = ({B,S},{a,b,c},R,S) una gramética sensible al contexto donde R es el
conjunto de producciones siguientes

S — aSBc
S — abc
cB — Bc
bB — bb

B — b

No es dificil establecer el esquema general con el cual podemos formar las cadenas del lenguaje
L = {anbncn |n > 0} con las reglas de la gramética G, por ejemplo si elegimos la cadena a3b3c3
puede ser generadapor la siguiente derivacion,

S —G aSBc
—G aaSBcBc
—G aaabcBcBc
—G aaabBccBc
—G aaabBcBcc
—G aaabBBccc
—G aaabbBccc
—G aaabbbccc
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En el ejemplo 2.3 se definid una gramatica que genera al lenguaje {anbncn |n > 0}, tres de las
cuatro reglas que conforman esa gramatica mantienen la condicion necesaria para ser una gramatica
sensible al contexto con la excepcion de la regla Lb — b, donde |Lb| > |b| y en consecuencia esa
gramatica no puede ser sensible al contexto.

2.3.3. Gramaticas libres del contexto

La gramatica libre del contexto es otro modelo de gramatica con restricciones, en este caso las
producciones de este modelo tienen una estructura particular que se presenta en la siguiente
definicion.

Definicidn 2.9. Unaproduccion libre del contexto sobre los alfabetos disjuntos V, X es una pareja
ordenada (u,v) GV x (V UX)* expresadapor u—v donde u GV yv G (V UX)*

De esta definicion se puede observar que el conjunto de producciones libres del contexto es en
realidad un subconjunto del conjunto de producciones P sobre los alfabetos finitos V y X, es decir,
V x (VUX)*c (VUX)* eV o(VUX)* x (VUX)* Por lo tanto, el lenguaje generado por la gramatica
libre del contexto se define exactamente como se ha definido en los modelos anteriores y es conocido
como lenguaje del tipo 2.

Ejemplo 2.4. Sea G = ({S}.{a,b}, {S — aSbh,S — ab},S) una gramatica libre del contexto,
entonces con el siguiente esquema la gramética G genera las cadenas del lenguaje L = {anbn|n >
0} sobre el alfabeto {a, b}.

Para ello nospercatamos de que la cadena ab se genera con la regla S — ab y que todas las cadenas
de laforma anbn GL para n > 0, se obtienen aplicando n —1 veces la regla S — aSb y una vez la
regla S — ab obteniendo la derivacion,
S —G aniSbn4
—G anbn

Siguiendo este esquema se pueden generar todas las cadenas del lenguaje {anbn |n > 0}. O

Ejemplo 2.5. La gramética G = ({a, b}, {S},{S—e |a |b,S— aSa |bSb},S) una gramatica libre
del contexto puede generar las cadenas del lenguaje L = {w G X* |w = wR} y la gramatica
G = ({a,b}, {S},{S—A,S— a |AAAB,B — b}, S) libre del contexto puede generar las cadenas
del lenguaje L = {ambn|m =2n+1 conm,n GZ+}. O

2.3.4. Gramaticas regulares

El modelo de gramatica regular genera los lenguajes del tipo 3 y se considera también un tipo de
gramatica restringida. Este modelo es el mas simple de todos los modelos que especifican lenguajes
y sus reglas de produccién tienen la siguiente estructura.
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2.3 Gramaticas Generadoras

Definicién 2.10. Sea V y Z un par de alfabetosfinitos disjuntos. Unaproduccion regular enV, Z
es unapareja ordenada (u,v) e VxZ*«(VUe)o0 (u,v) e V x Z*«(V Ue) denotadapor la expresion
u—vdondeue Vyve Z*+«(VUe)ov eV xZ*«(VUe).

Al igual que en los modelos anteriores no es dificil ver que los conjuntos V x Z*«(V Ue) y
V x (V Ue) «Z* son subconjuntos del conjunto de produccion libre del contexto V x (V UZ)*, de
modo que el lenguaje generado por una gramatica regular es un lenguaje libre del contexto.

Definicion 2.11. Unagramatica regular es una cuadrupla G = (V,Z,R, S), donde V es un conjunto
finito de simbolos no terminales o variables, Z es un alfabetofinito de simbolos terminales, R es un
subconjuntofinito deV x Z* «(V Ue) denominado reglas de producciény S e V es llamado simbolo
de inicio.

Ejemplo 2.6. Sea G = ({S},{a},{S—aS,S —a},S) una gramética regular, entonces la gramatica
G genera al lenguaje {an |n > 0}. Particularmente las cadenas a = aa, a = aaay a = aaaaaaa

pueden ser generadas por las siguientes derivaciones,

S —G aS S —G aS S —G aS
—G aaS — G aaS —G aaS
—G aaa — G aaaS — G aaaS
— G aaaaS — G aaaaS
— G aaaaa — G aaaaaS
— G aaaaaaS
— G aaaaaaa

O

Ejemplo 2.7. La gramatica regular G = ({A,S}, {a, b}, {S—BS |e, B —AAA—a |b},S) genera
al lenguaje {a e Z* | |a | = 2k, k e Z+}. Enparticular las cadenas a = bbba, a = aabby a = aaab
son generadas por las siguientes derivaciones,

S —G BS S —G BS S —G BS
—G AABS —G AABS —G AABS
—G AAAAS — G AAAAS —G AAAAS
—G bAAAS — G aAAAS —G aAAAS
—G bbAAS — G aaAAS — G aaAAS
— G bbbAS — G aabASsS — G aaaAS
— G bbbaS — G aabbs — G aaabSs
— G bbbae — G aabbe — G aaabe
— G bbba — G aabb —G aaab
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2.3.5. Lajerarguia de Chomsky

Los cuadros modelos matematicos presentados previamente describen las cuatro clases importantes
de lenguajes que pueden ser estudiadas dentro del universo de lenguajes sobre un alfabeto finito
X, estos modelos constituyen la conocida jerarquia Chomsky (véase, [36]), la cual establece que
cada clase de lenguaje esta contenida propiamente una dentro de otra, empezando por la clase de
lenguajes del tipo 3y finalizando con la clase de lenguaje del tipo 0, esto es,

LB L2 Ld L

Donde LtO, Lt1, Lt2 y Lt3 representan a la clase de lenguajes del tipo 0, del tipo 1, del tipo 2 y del tipo
3 respectivamente. Es importante decir que la contencidn anterior es estrictamente incluyente, pues
no todos los elementos en Lt0 estan incluidos en Ltly asi sucesivamente.

La clasificacion de Chomsky fue la conclusion de importantes lineas de investigacidn sobre varios
modelos de computacion propuestos a lo largo de los afios, entre ellos tenemos la méaquina de
Turing, autématas finitos, autdématas de pila y automatas linealmente acotados. A cada clase de
lenguaje en la jerarquia de Chomsky se le asocia un mecanismo abstracto de reconocimiento [40].
La tabla 2.1 muestra un resumen de las clases de lenguajes existentes con sus respectivos modelos
de gramética y su mecanismo de reconocimiento asociado.

Lenguajes Gramatica Mecanismo
Tipo O No restringida Maquina de Turing
Tipo 1 Sensible al contexto Autdémata

linealmente acotado
Tipo 2 Libre al contexto Autdmata de pila
Tipo 3 Regular Automata finito

Tabla 2.1: Jerarquia de Chomsky.

Para establecer los fundamentos tedricos de la jerarquia de Chomsky se requiere de una gran
cantidad de detalles formales al respecto, la demostracion de esta jerarquia se puede considerar
como el desarrollo de la teoria de computacion en si misma. Si el lector desea comprender los
detalles de la clasificacion de la tabla 2.1, puede consultar los primeros seis capitulos del libro de
Jhon E. Hopcroft y Jeffrey D. Ullman (1979) para una descripcion amena de los mecanismos de
automata finito y de pila junto con sus equivalencias con los modelos de gramaticas asociados.
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2.4 Modelo computacional de Turing

El automata linealmente acotado estd asociado a la nocién no determinista que veremos en el
capitulo siguiente. Una vez comprendida la nocién del modelo de Turing y el concepto no
determinista es facil comprender el funcionamiento de este modelo. Al respecto se puede consultar
el trabajo de Martin Davis (véase, [36]), una fuente avanzada es el trabajo de G. Rozenberg y A.
Salomaa (1997) (véase, [39]) que ademas es una buena fuente de consulta sobre los modelos de
gramaticas.

Como hemos expresado al final de la seccion 2.2, nuestro interés es dar un panorama general
de la teoria de los lenguajes formales para poner en contexto a los lectores menos expertos y
familiarizarlos con los ejemplos de la siguiente seccion. También porque la nocion de “problema
de decision” es definida mediante el mecanismo méas general de computo que existe hasta nuestros
dias que es la maquina de Turing y ademas porque la complejidad computacional que es el tema
central del trabajo se define sobre este mecanismo.

Es importante mencionar que el mecanismo de Turing que fue propuesto con la intencion de
formalizar la idea de “Procedimiento efectivo” introducido por David Hilbert (véase, [2]) y que
dio paso a la clasificacion presentada en la tabla 2.1. A continuacion daremos una exposicion del
mecanismo de Turing y de sus nociones que le acompafian.

2.4. Modelo computacional de Turing

En esta seccion se presenta una breve exposicion del modelo de coémputo abstracto introducido
por el matematico britanico Alan M. Turing4 en 1936 para resolver “el problema de decision” o
“Entscheidungsproblem” enunciado por David Hilbert en 1928 [6]. El modelo que presentaremos
a continuacion es equivalente al modelo original de Alan Turing con algunas sutiles diferencias,
basado principalmente en las definiciones presentadas en [41] y [37].

2.4.1. Descripcion y funcionamiento del modelo de Turing

Una maquina de Turing es un modelo matematico que describe el funcionamiento mecanico de un
dispositivo abstracto que procesa simbolos sobre una cinta infinita dividida por celdas, donde cada
una de las celdas contiene algin espacio en blanco o simbolo perteneciente a un alfabeto finito. La
cinta se extiende indefinidamente por la derecha y esté limitada por el extremo izquierdo.

El procesamiento de los simbolos sobre la cinta se realiza mediante una unidad de control
conformada por un ndmero finito de elementos denominados “estados” y una cabeza lectora de
simbolos con la capacidad adicional de escribir. La figura 2.1 muestra una posible descripcidn
grafica del dispositivo abstracto de Turing.

4L a viday obra de Alan Madison Turing se puede encontrar en [63] o en [64].
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2.4 Modelo computacional de Turing
Formalmente, una maquina de Turing se representa con el siguiente modelo matematico:

Definicion 2.12. Una Maquina de Turing M estandar es una 6-tupla (Q,X, r, 8,q0,F), donde:

m Q es un conjuntofinito de estados,

m X es un alfabetofinito,

m r es un alfabeto de la cinta,

-8:Qxr N Qxr x{R,L,S} es lafuncion de transicion,

m g0 Q es el estado inicial, y

m F C Q es el conjunto de estados finales o de detencidn.
El alfabeto finito X es un subconjunto r —{>}, el simbolo > e r representa un espacio vacio sobre
la cinta de la maquina de Turing. La funcidn de transicidén 8 es un conjunto de reglas que establecen
las acciones realizadas por la unidad de control y la cabeza de lectura/escritura, denotadas por

8(,0)=(q,y,D)conp,ge Q;o,yer yD e {R,L, S} Las letrasR, L y Sindican un movimiento
a la derecha, izquierda y movimiento neutro.

Cinta Infinita

........... Cabeza de
Lectura/Escritura

* &
® o ®
g @
Unidad de Control

Figura 2.1: Maquina de Turing

Una transicion de una maquina Turing realiza las siguientes acciones:

1. La unidad control se encuentra en el “estado actual” p.
2. En el estado actual p se realiza la lectura del simbolo o y se reescribe por y.

3. Se realiza un movimiento en direccion a D y la unidad de control toma un “nuevo estado” q.

26



2.4 Modelo computacional de Turing

Las transiciones de una maquina de Turing se pueden representar pictéricamente por una grafica
denominada “diagrama de transicion”, por ejemplo la transicion 8(qi,o) = (qj,7,D) se representa
por la gréafica (a) y la transicion de la forma 8(qi,o) = (qi,7,D), cuando qi = qj se representa con
la grafica (b), donde i,j e N.

(@) Diagrama 1 (b) Diagrama 2

Ejemplo 2.8. SeaMDL = ({qo, qi, 92}, {a, b}, {a, b, X,Y,>}, 8,90,F = 0) un modelo de maquina de
Turing, donde lafuncidn de transicién 8 :Q xr » Q xr x {R,L, S} se define con las siguientes
reglas:

8(go,>) (gi,>,R) 8(q2,b) (qi, Y,R)
8(qi,a) (gi, X,R) 8(92,X) (qi, X ,R)
8 (qi,b) (92,b, L)

Por comodidad se usa una tabla para colocar las transiciones de una maquina de Turing, donde
los elementos del conjunto Q disponen de lasfilas y los elementos de r de las columnas. La tabla
de la izquierda corresponde a las transiciones de la maquina MDi y en lafigura de la derecha se
presenta su correspondiente diagrama de transicion.

s > . . y a—-yX,R X—X,R
P o B ) T -
G - @R @by - - inicio
% - - (qi,Y,R) (di,XR) - b—Y,R
Tabla 2.2: Transiciones de MDi Figura 2.2: Diagrama de transicion de MDi
O

Los espacios vacios marcados por el guién en la tabla del ejemplo anterior, indican que la regla de
transicion no esta definida para la correspondiente fila y columna. Por convencién, cuando 8(q, 0)
no esté definida para algdn ge Qy o e r, diremos que la maquina de Turing se detiene.

Definicién 2.13. Una configuracion o descripcion instantanea sobre la cinta de una maquina de
Turing M es una cadena uqv, donde ge Q,y u,v e r*.
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2.4 Modelo computacional de Turing

Las cadenas sobre la cinta de una maquina de Turing estardn limitadas por espacios en blanco,
el primer espacio se encuentra en la primera celda de la cinta y al final de la palabra hay una
cantidad infinita de espacios en blanco, tal como se aprecia en la figura 2.3. En cada instante
del procesamiento de los simbolos sobre la cinta se genera un registro denominado descripcidn
instantanea o configuracidn. En este caso la configuracién de la figura 2.3 se escribe >a lgja2>,
donde a1l= 0102y a = 03040506.

> 01 02 03 04 05 06 >

Figura 2.3: Configuracion sobre la cinta.

La configuracion de inicio de una maquina de Turing M es una cadena de la forma qOu, donde u e r*
y q0 e Q. La generacién de configuraciones al aplicar una regla de transicion se denomina paso de
configuracion y se denota por —M, obteniéndose tres posibles casos para 0 (qi,0) definida:

m Si 8(qi,0) = (qj,y,R), entonces uqgio v—-Muyqjv;
m Si 8(qi,0) = (qj,y,L), entonces uaqgiv—-M uqjyv; y

m Si 8(qi,0) = (qj,Y,S), entonces ugio v—-Muqjyv.

En cada uno de los casos las cadenas u,ve r*;qi,gje QyO0,yer coni,jeN.

Definicion 2.14. Sea M una méaquina de Turing estdndary a una cadena. La computacion de M
sobre a es una secuencia de configuraciones C0,C1,C2,#ss ,Cn, para algun n > 0 que conduce a
la detencion de M tal que CO —M C1—M e+« —M Cn. Si n existe, el tamafio de la computacion se
representapor tm(a) = ny si la computacion es infinita se representapor tm(a) = <

Las siguiente secuencia de imagenes de (a) hasta (e), ilustran paso a paso el funcionamiento de
la maquina de Turing MDL del ejemplo 2.8, mostrando los respectivos movimientos de la cabeza
lectora sobre la cinta infinita al computar la cadena de entrada \>abab\>, partiendo de la configuracion
>(labab>.

La configuracion >qlabab >representa la situacion mostrada en la figura (a), al aplicar la transicion
8(ql,a) = (gq1,X,R) remarcada con rojo, se obtiene la configuracion mostrada en la cinta de la
figura (b) provocando que la cabeza se mueva a la derecha. El paso de la configuracion de la figura
(b) a la configuracién de la figura (c) provoca un movimiento de la cabeza hacia la izquierda.
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2.4 Modelo computacional de Turing

> a b a b > > X b a b >

\
b Y,R b~ Y,R
@ ()
X b a b > X b a b >
od
XN X,R X
arX, R YN Y,R X,R Y
>N Rf . bMDbL . &N >R, . 6" 6, L
Inicio O >-€ qi y------ b -»{ ) Inicio O {qg »— —/—»
b "Y,R 6™ Y,R
© ©)

Inicio O 7 >( q
®©

Dado que 8(gl,X) no esta definida, las secuencia de descripciones instantaneas obtenidas en las
figuras anteriores terminan en la configuracidn de detencion >q1XYab >, obteniéndose el siguiente
registro:

>(qlabab > KM >Xqlbab >
M >qg2Xbab >
M >Xqg2bab >
KM >qXXYab >

Para abreviar las secuencias de configuraciones obtenidas por la aplicacion finita de transiciones se

usa la expresiéon KM. De esta manera podemos abreviar a la secuencia de configuraciones anteriores
por >qlabab >\-M>q1XYab >.
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2.4 Modelo computacional de Turing

En el préximo apartado se definira la detencion de la maquina de Turing por estado final, de
momento vamos a hablar sutilmente de una nocién muy importante que provoca que una maquina
de Turing no se detenga a causa de un “bucle infinito”.

En la méquina de “bucle infinito” la cabeza de lectura/escritura se mantiene en un movimiento
perpetuo de izquierda a derecha y viceversa impidiendo que la maquina se detenga; el siguiente
diagrama de transicion corresponde a una maquina de Turing que se cicla al computar la subcadena
ab.

a—X,R

Figura 2.4: Maquina de Turing con bucle infinito.

En la secuencia de configuraciones, q0>abaa >-M >qlabaa >—M >ag2baa >-—M >qlabaa >—M ese
se aprecia el prolongamiento infinito del paso de la configuracion >qglabaa > a la configuracion
>aqg2baa >y luego en sentido contrario, esta situacién la abreviaremos con la expresion CO —M

Ci1—MC2—-MTQ

2.4.2. El lenguaje reconocido y lenguaje decidido por una maquina de Turing

La clase de lenguajes del tipo 0 mencionados en la seccion 2.3.5 corresponden a todos aquellos
lenguajes que pueden ser reconocidos por una maquina de Turing M y son denominados lenguajes
recursivos enumerables.

Definicion 2.15. SeaM = (Q,X,r, 8,90,F) una maquina de Turing. El lenguaje reconocidoporM
esL(M)={a e X*|q0a Malqfa2|, dondegfe Fyala2e T*

De la definicién observamos que la aceptacion de una cadena a sucede siempre que la computacion
de la méquina de Turing empiece desde la configuracion inicial y terminé en una configuracion
de detencidn en el estado final. De esta manera una cadena a seré rechazada por una maquina de
Turing cuando “la computacion de la maquina se detenga en un estado no final o cuando la maquina
no se detenga a causa de un bucle infinito” [51].

Sin embargo, si L es un lenguaje sobre Xy a / L, la definicién 2.15 no implica que la maquina de
Turing M rechace a la cadena a, en otras palabras, la maquina de Turing M puede aceptar cadenas
que no estan en el lenguaje [61]. Por otro lado, si un lenguaje es recursivo enumerable y cumple la
definicion 2.16 deteniéndose para toda entrada, entonces recibe el nombre de lenguaje recursivo o
lenguaje decidible.
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2.4 Modelo computacional de Turing

Definicion 2.16. Sea L C X* un lenguaje y M una maquina de Turing que se detiene para toda
cadena de entrada. Decimos que M decide L si M acepta a a para toda a e Ly M rechazaa a
para toda a £ L.

A continuacidn presentaremos algunos ejemplos clasicos de lenguajes y sus respectivos modelos
de maquinas de Turing frecuentes en la literatura con la intencidn de establecer familiaridad con el
funcionamiento del mecanismo abstracto.

Ejemplo 2.9. Sean Lanbm= {anbm|m,n > 0} y Larbn = {anbn | n > 0} lenguajes y consideremos a
lamaquinade Turing Mabm= ({q0,qi, 92,93,94,9s}, {a, b}, {a, b, X ,Y,>}, 8,{q0}, {g4}), donde la
funcion de transicion 8 se define en la tabla 2.3.

8 > a b X Y
®© (qi*R) - -

qi - @2X,R) (os,Y,R

® - @X,R (BY.R

B @4>5) (@ X,R (BY.R

o - - -

95 - (@, X,R (o, Y,R)

Tabla 2.3: Transiciones de Marm
En el siguiente diagrama de transicion que corresponde a la maquina de Turing Marbm se puede
corroborar que la computacion de cualquier cadena de laforma anbmsiempre termina en el estado
final de aceptacion g4 y cualquier cadena que no tenga la estructura anterior es rechazada. En

particular, la computacién de las cadenas aaabbb y aaaabbbb terminan en el estado g4, tal como
se aprecia en el registro de la tabla 2.4.

> X,R

Figura 2.5: Diagrama de transicion de Marbm
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2.4 Modelo computacional de Turing

Por otro lado, la maquina de Turing Manbm reconoce al lenguaje Lanbn pues cualquier cadena de
laforma anbn siempre terminara en el estado final g4, sin embargo la maquina Marbmno decide al
lenguaje Lanbn, en particular podemos ver que la cadena aaabbbb no es un elemento del lenguaje

Lanbn.
Computacion de aaabbb Computacion de aaaabbbb
g0>aaabbb > -m =>qlaaabbb > q0>aaaabbbb > -m
v >Xqeaabbb > —M
_m >XX(qg2abbb > Y
—m  >XXXqg2bbb > M
M >XXXYQg3bb > M
_m  >XXXYYq3b> Y
_m >XXXYYYQ@3> oy
—m  >XXXYYYqg4> M
M
M

Tabla 2.4: Computacion de aaabbb y aaaabbbb.

>(@1aaaabbbb >
>Xg2aaabbbb >
>XXqg2aabbbb >
>XXXgz2abbbb >
>XXXXq2bbbb >
>XXXXYq3bbb >
>XXXXYYq3bb >
>XXXXYYYq3b>
>XXXXYYYYQ3>
SXXXXYYYYq4>

O

Ejemplo 2.10. En contraste con lo anterior, el lenguaje Larbn = {anbn |n > 0} es decidido por el
modelo de maquina de Turing Marbn = ({q0,q1,92,93,94,95}, {a, b}, {a,b,X,Y,>}, 8,{q5}) con la
funcion de transicion 8 definida en la tabla 2.5y su respectivo diagrama de transicién representado

en lafigura 2.6.

Y <Y,R Y A Y, L
a- aR a a,L

8 > a b X Y

ga (a1,>R)

91 - (ai,x ,R) - - (94,Y,R)

92 - (42,a,R)  (g3,b, L) - (42,Y,R)

a3 - (g3,a,L) - (a1, x ,R)  (g3,Y,L)

94 (95,>,s) - - - (44,Y,R)

95

Tabla 2.5: Transiciones de Marbne Figura 2.6: Diagrama de transicion de Marbn.
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En la tabla 2.6 se presenta el proceso seguido por el mecanismo Marbnal aceptar la cadena aaabbb

y rechazar la cadena aaabb.

Computacion de aaabbb
q0>aaabbb > -m

L

L Lttt

L Lttt

>gxaaabbb >
>Xq2 aabb b>
>Xa qzabb b>
>Xaaq bbb>
>XagzsaYbb>
>Xg3 aaY bb >
>g3XaaY¥Y bb>
>Xqg\ aaY bb>
>XXqgzaY bb >

SXXXqIYYY >
SXXXY gdYyY >
>XXXYYqdy >
>SXXXYYYq4>
>XXXYYYQ5>

2.4 Modelo computacional de Turing

Computacion de aaabb

q0>aaabb>

il

L L L L L L

L L L L L L

>qlaaabb >
>Xg2aabb >
>Xa gz abb >
>Xaa bb >
>XagsaYhb>
>Xg3 aaY¥Y b>
>g3Xaa¥Y b>

>XXa q3YyY >
>XXg3ayYy >
>Xq3X aYY >
>XXqi aYyY >
>XXXq2YY >
>XXXY g2y >
>XXXYYq2>

Tabla 2.6: Comparacion de computaciones.
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2.4 Modelo computacional de Turing

Ejemplo 2.11. El lenguaje Labncn = {anbncn |n > 0} es decidido por la maquina de Turing
Marbren = ({90,91,92,93,94,9s, g6}, {a, b}, {a,b,X,Y,Z,>}, 8,{q6}) con lafuncidén de transicion
8 de la siguiente tabla.

8 > a b c X Y z
© (gi,BR) - - - - - -
qi - (@.X,R) - - - (s, Y, R) -

q2 - (@2aR) (a8Y,R) - - (@.Y,R) -

93 - - (,bR) (44z,1) - - (3,2, R
g4 - (@4a,L) (g4b,L) - @i, X,1) (@YD) (@z.1)
g (@6" S - - - - s, Y,R) (05,Z R
g6

Tabla 2.7: Diagrama de transicién de Manpen

El diagrama de transicién la maquina de Turing M3 es:

Y —Y,L
Z—7ZL
Y —Y,R Z—7ZR a—a L
a—2a R b—bR b—bL

Figura 2.7: Diagrama de transicion de Marbn

Las cadenas aceptadas en el conjunto {anbncn | n > 0} llegan al estado q6. O
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2.4 Modelo computacional de Turing

2.4.3. Composicién de maquinas de Turing

En algunas ocasiones el proceso de reconocimiento de cadenas de un determinado lenguaje es
laborioso. La naturaleza del mecanismo de Turing nos permite fusionar mas de una maquina de
Turing para resolver un problema determinado. Esta importante caracteristica la describiremos a
continuacion y seré aplicada en el problema del apartado 2.5.1.

Definicién 2.17. SeanM1= (Q1X,r, 81,s1L,F1)yM 2= (Q2,X,r, 82,52,F2) dos maquinas de Turing
sobre el alfabeto de entrada Xy el alfabeto de la cinta r tal que Q1f Q2= 0. La maquina de Turing
M= (Q,Xr, 8,s,F) es la composicion de M1y M2 denotada por M = MIM2 donde Q1 UQ2= Q,
s=si,F =k y

,1(q, 0) sige Qly 81(g,0)= (q,T,D) paratodoq e F1,
s2,0,D) sige Qly81(q,0)= (q,T,D)paraalgin g e F1,

82(q,0) sig e Q2.

Ejemplo 2.12. Sea maquina de Turing MCL = ({q0,91,92,93,94,q9s}.{a}.{a,X ,>}.,81,q0,{qs})
con el siguiente diagrama de transicion 81,

>N > L

a™ aR a™ aR a”™ a,L

La maquina de Turing MC1 genera una copia de la cadena de entrada sobre el alfabeto finito X
separando la copia de la cadena por medio de un espacio en blanco > La maquina cambia por X
los primeros simbolos hasta el primer espacio en blanco > tal como se ilustra en la computacion de
la cadena >aa >

35



2.4 Modelo computacional de Turing

>giaa>>>> >Xqgia>a>>
>X g2a>>>>
>Xag2>>>>
>Xa>q3>>>
>Xag4d>a>>
>X g4a>a>>
>g4X a>a>>
>X gia>a>>

>X X g2>a>>
>XX >q3a>>
>X X >aqg3>>
>X X >qg4aa>
>X X g4d>aa>
>X g4X >aa>
>X X qi >aa>
>XXqgs>aa>

222222¢2¢%
23333333

Es importante decir que la maquina MCi procesa cadenas > >eee> que terminan en el estadofinal
y para los cuales la maquina no realiza una copia, para el buen funcionamiento del mecanismo
las entradas siempre deben ser cadenas de laforma > a aeeea > sobre el alfabeto X Por otro
lado, consideremos a la maquina de Turing Mc2 = ({p0,pi,p2}, {a}, {a,X ,>},82,p0,{p3}) con la
funcion de transicion presentada en el diagrama siguiente.

X —L

Esta maquina de Turing MQ2 transforma los simbolos X en simbolos a que se encuentren més a
la izquierda empezando sus operaciones desde la ultima configuracion generada por la maquina
MCi. El siguiente registro se obtiene del codmputo de la maquina MQ2 al procesar la configuracion
>XXqs>a a>del registro anterior cambiando el estado gs por pO.

>XX p0>aa> Km >XpiX >aa>
Km >piXa >aa>
Km pi>aa>aa>
\*M p2>aa>aa>

El modelo MC = ({q0,q9i,92,93,94,p0,pi,p2},{a},{a,X ,>},8,90,{p2}) se obtiene al componer
los mecanismos MCi y MQ formando una maquina copiadora, donde 8 esta conformada por el
siguiente conjunto de reglas obtenidas de aplicar la definicion 2.17,

8(90,>) = (qi,>,R) PR q3.a,R) 8(P0,> = (pi,>, L)
8(gi,a) = (q2,X,R) 8(g3,>) q4,a, L) 8(pi,X) = (pi,al)
8(qi,>) = (p0,>Y9) 8(g4,>) q4,>,L) 8(pi,> = ((P2,>59)
8(q2,a) = (02,aR) 8(q4,a) q4,a,L)
8(92,> = (93,>,R) 8 (g4, X) gi, X ,R)
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

El diagrama de transicion para las reglas anteriores se muestra a continuacion. En el diagrama
observamos que el estado g$ es remplazado por p0, ya que es en este punto donde comienza la
computacion de la maquina MC2.

>N > L

a” a,R a™ a,R a” a,L

Figura 2.10: Diagrama de transicion MC

2.5. Indecibilidad y el poder de computo

En el contexto de la maquinas de Turing un lenguaje es indecidible, si el lenguajes es recursivo
enumerable, pero no recursivo. En este caso solo podemos demostrar que existe una maquina de
Turing que reconoce al lenguaje, pero no una maquina de Turing que lo decida [43]. El problema
de detencidn es el primer problema con esta caracteristica que dio paso al descubrimiento de mas
problemas de esta indole. Para entender la naturaleza del problema de detencidn sera necesario
describir la codificacion de maquinas de Turing.

Definicion 2.18. SeaM = {Q,X, r, 5,q0,F) una maquina de Turing con el alfabetor = {01,02,...}
y el conjunto de estados Q = {g0,q1,92,...} finitos. Consideremos a Nr{oi) = i como lafuncién
que asigna numeros a los elementos de r ya NQ(qj) =j + 1 como lafuncién que asigna numeros
a los elementos de Q, donde i,j e Z+. Las direcciones R, L, S de la maquina seran asignadas por
Nd(R) = 1, Nd(L) = 2yND(S) = 3.

De lo anterior, cada transicion T de laforma 5(gk, ol,) = (qr,0s,D) de la maquina de Turing M se
representara con lafuncion C(T) = 0k10110r10s10N{d). Con estos detalles se define la codificacion
completa de la méaquina de Turing M se representa como lafuncion

y(M) = 111C{T1)11C{T2)11 e 11C(Tn)111,
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

donde Ti,T2,T3,...,Tn las transiciones ordenadas de M. Finalmente, si a = 0102...omes una
cadena sobre X, entonces c (a) = ON(Ci) 10N(°2)i =+ 10N(Om) es la codificacién binaria de la cadena
a cuando X = {0,1}.

Ejemplo 2.13. Consideremos las transiciones de la maquina de Turing Manbn del ejemplo 2.10,
donder = {a,b,X,Y,>}y Q= {q90,91,92,93,94,9s}. Al aplicar la definicion anterior obtenemos
la siguientes codificaciones.

LR, = (ql>R) -® C(T:) - 01101102101101
T2:8(qLa) = (92,X,R) -m» C(T) = 02102103104101
T3:8(qLY) = (g4,Y,R) -m» C(T3) = 02105105105101
T4:8(q2,a) = (92,a,R) -» C(T.) = 03102103102101
T5:8(g2,b) = (93,b,L) -m C(Tj) = 03103104103102
T6:8(q2,Y) = (q2,Y,R) -m» C(T6) = 03105103105101
T7:8(q3,a) = (g93,a,L) -m C(T7) = 04102104102102
T™:8(q3,X) = (qLX,R) - C(T8) = 04104102104101
T9:8(g3,Y) = (g3,Y,L) -m C(T9) = 04105104105102
TI0:8(q4>) = (95>,5) -» C(T10) = 05101106101103

05105105105101

T11 : 8 (94, Y)

(94,Y,R) -m C(Tn)

codificacion de > o oz

W(M2) = 111C(T1)11C(T2)11C(T3)11C(T4)11 e 11C(T9)11C(T10)11C(T11)111

En el ejemplo 2.10 obtuvimos la computacion de la cadena a = aaabbb sobre X = {a, b}, aplicando
la definicion de codificacion para a obtenemos que:

c(a) = 01101101102102102

2.5.1. El problema de detencién de maquinas de Turing

En todos los ejemplos anteriores, observamos que las salidas de las maquinas de Turing pueden ser
vistas como respuestas del tipo si/no, por resultado de procesar una instancia que pertenece o no al
lenguaje para el cual fueron disefiadas.

Problemas de diversas disciplinas como teoria de las gréaficas, teoria de nimeros o la teoria de
juegos, entre otras, pueden ser representados como problemas de reconocimiento de lenguajes
mediante la codificacion adecuada de sus instancias por medio de una cadena sobre un alfabeto
finito [16].
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

Aunque esta idea es fascinante, no todos los problemas representados en términos de lenguajes
proporcionan una respuesta de tipo si/no. En este caso, el problema de detencion es uno entre
muchos problemas con esta caracteristica.

En el problema de detencidn se plantea: Dado una maquina de Turing MD arbitraria y una cadena
a arbitraria sobre un alfabeto finito X ¢Es posible determinar si la maquina MD se detiene con
la cadena a ? Para responder esta pregunta debemos representar el problema en términos de
lenguajes, en este caso, la pregunta anterior corresponde a una instancia del conjunto de maquinas
de Turing que tienen la propiedad de detenerse ante una cadena de entrada. Este lenguaje se
representa por Lh = {w(M)c(a) | M se detiene a }, donde w(M)c(a) es la concatenacion binaria
de la codificacion de la maquina M y una cadena a arbitraria.

El siguiente teorema establece que no existe una maquina de Turing MD capaz de decidir los
elementos del lenguaje Lh.

Teorema 2.3. El lenguaje Lh = {w(M)c(a) |M se detiene a } es indecidible.

Demostracién. Supongamos que el problema de detencidén para maquinas de Turing es decidible,
es decir, existe una maquina de Turing MH tal que,

, », N N [acepta siM sedetiene con a,
mh{W{M)a) = < i .
rechaza si M no se detiene con a.

La expresion w(M)a es la concatenacion conformada por la codificacién binaria de una maquina
de Turing arbitraria M seguida de la codificacion binaria de una cadena a e X*.

A partir de la maquina de Turing MH construimos una maquina de Turing MHi que recibe de entrada
a la cadena w(M) y se comporta exactamente como MH con la excepcidn de que al llegar al estado
de aceptacién, la maquina de Turing MHi entra en un bucle infinito, es decir, si qf es el estado de
aceptacion de laméaquina de Turing MH, entonces al terminar el computo en el estado qf, lamaquina
Mh entra en un ciclo como el que se observa en la figura 2.11.

Figura 2.11: Composicion de MD/.
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

Al combinar la maquina de Turing Mfii con una maquina copiadora MC que recibe como entrada a
una cadena roy genera una salida ro®, ésto es, MC(ro) = roero obtendremos la maquina de Turing
compuesta E = MhiMC como se ilustra en la figura 2.i2.

Figura 2.i2: Composicion de E.

Si A (M) es una codificacién binaria de una méquina de Turing M arbitraria, entonces

E(y(M)) = Mh-(Mc(v (M)))
= Mh'(w(m )w(m))
icla si M se detiene con N (M),
rechaza si M no se detiene con * (M).
En particular, E es una maquina de ing y puede ser codificada en una cadena binaria * (E). Si

consideramos la computacion de la maquina E con su propia codificacion ~ (E), observamos que si
E se detiene con ™ (E), entonces E no se detiene con ” (E), lo cual implica una contradiccion. Por
otro lado, si E no se detiene con ~ (E), entonces E se detiene con ~ (E), lo cual nuevamente es una
contradiccion.

Por este razonamiento, concluimos que E no puede existir y como consecuencia M no existe, ya
que E se construy6 a partir de M~ . Por el mismo argumento MH no existe y por lo tanto el problema
de detencion es indecidible. |

La demostracion para establecer si Lh es recursivo enumerable corresponde a la construcciéon de
una maquina de Turing que lo reconozca. El disefio presentado en la definicion del modelo 2.i2,
conlleva ciertas complicaciones, sin embargo, el problema puede ser resuelto facilmente por medio
de la construccion de una méquina de k-cintas como la definida en el capitulo 3, con este mecanismo
se simula el proceso llevado a cabo por los estados de la maquina arbitraria a partir de la cadena de
entrada. Desde luego el proceso es largo y no lo presentaremos aqui.

Una exposicion detallada sobre la construccion de la maquina universal usada para reconocer al
lenguaje Lh se encuentra en el capitulo 7 del libro de Minsky [i2] y la simulacién de la maquina
que reconoce al lenguaje Lh se encuentra en el capitulo ii de [4i].
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

2.5.2. El lenguaje no recursivo enumerable

El problema de detencién abrié paso al descubrimiento de mas problemas de la misma naturaleza,
entre ellos encontramos el problema de correspondencia de Post, el problema de la equivalencia
de las gramaticas libres de contexto, la ambigledad de las gramaticas libres del contexto (véase,
capitulo 9 de [61]), el décimo problema de Hilbert (véase, [34]), entre otros. Aunque estos
problemas son indecidibles, existe un mecanismo para cada uno de ellos capaz de reconocerlos.

La pregunta que surge a partir de lo anterior es ¢Existe un limite en la capacidad de reconocimiento
del mecanismo de Turing? La respuesta es que si, para verlo debemos considerar al universo de todas
las maquinas de Turing que tienen como alfabeto de entrada al conjunto binario X = {0,1}. Con la
técnica de codificacion antes presentada es posible asociar una cadena binaria a cada maquina de
Turing con estas caracteristicas.

Si aplicamos el orden lexicografico al conjunto de todas las cadenas binarias, nos podemos percatar
de que algunas cadenas no corresponden a la codificacion de una maquina de Turing y también
pueden existir muchos posibles codigos para una solo maquina de Turing. Esto nos indica que el
conjunto de maquinas de Turing codificadas es mas pequefio que el conjunto de cadenas binarias, en
otras palabras podemos enlistar las maquinas de Turing mediante una lista infinita, M1,M2,M3,...
con mas de una cadena binaria aj (j = 1,2,3,...) asociada [23].

Con lo anterior estamos en condiciones de construir el lenguaje Ld = {aie {0,1}* |aie L(Mi)},
el cual lo conforman todas las cadenas binarias wi tal que la maquina Mi rechaza a wi cuando ésta
es su propia codificacion.

Teorema 2.4. Sea Ld = {aie {0,1}* |ai £ L(Mi)}, entonces no existe una maquina de Turing M
que reconozca a Ld.

Demostracién. Supongamos que Ld es recursivo enumerable, entonces Ld debe ser reconocido por
una maquina de Turing M, tal que Ld = L(M).

Dado que sabemos que las codificaciones de maquinas de Turing pueden ser enumeradas mediante
una lista M1,M2,M3,... y que Ld es un lenguaje sobre el alfabeto finito X = {0,1}, entonces la
maquina de Turing M debe ser parte de la lista de maquina de Turing codificadas, es decir, existe
unie Z tal que M = Mi, de modo que Ld = L(Mi).

Si aie Ld, entonces ai/ L(Mi), lo cual es una contradiccién, ya que aiesy no es un elemento en
L(M). Por otro lado, si aie Ld, entonces de la negacion de Ld, obtenemos que aie L(Mi), lo cual
también es una contradiccion, pues Ld = L(M).

De lo anterior concluimos que el lenguaje Ld no es recursivo enumerable y en consecuencia no
existe una maquina de Turing que lo reconozca. |
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2.5 Indecibilidad y el poder de computo

Con lademostracion del teorema anterior se establece el limite computacional del modelo de Turing,
pues el lenguaje Ld no puede ser reconocido por ninguna maquina de Turing y en consecuencia Ld
es un lenguaje no recursivo enumerable. En el teorema 2.2 se establecio que el universo de lenguajes
sobre un alfabeto finito no puede ser numerado por un método universal que considere a todos sus
elementos. Dado que un problema puede ser representado por medio de un lenguaje, lo anterior
sugiere que deben existir mas problemas que no podremos analizar con el mecanismo de Turing, de
modo que los lenguajes recursivos enumerables se convierten en los Unicos conjuntos que podemos
analizar mediante el dispositivo abstracto de Turing.

Esta limitacion es conocida como la tesis de Turing-Church y aunque es una interpretacion entre
varias que existen, en términos practicos responde a las preguntas ¢Qué puede ser calculado? y ;Qué
no puede ser calculado? Aunque no se ha demostrado si es verdadera o falsa sirve como punto de
partida para “formalizar la nocidn de algoritmo adoptando a las maquinas de Turing que se detienen
para toda entrada como una nocién formal que precisa de la idea intuitiva de un algoritmo” [42].

Entre los diversos formalismos propuestos para formalizar la nocion de “procedimiento efectivo”
propuesto por David Hilbert (véase, [2], [1]) encontramos los sistemas de Post (Emilio Post, [5],
[7]), las funciones ~-recursivas (Kurt Godel, [3]), el A-calculo (Alonzo Church, [4]) y diversas
variantes del modelo estandar de Turing con los cuales se llega a las mismas conclusiones de que no
existe un mecanismo mas general de calculo que la maquina de Turing [40].En el siguiente capitulo
hablaremos de las variantes de maquinas de Turing que aumentan la “velocidad” de codmputo y que
definen la nocion de complejidad computacional.
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Capitulo 3

Complejidad computacional

“No podemos volver atras, por eso cuesta elegir.
Hay que tomar la decision correcta. Mientras no
elijas, todo sigue siendo posible.”

Nemo Nobody.

3.1. Modificaciones del modelo de Turing

Al final del capitulo 2 se hablé brevemente de la famosa tesis de Turing-Church que establece
en términos practicos que no existe un mecanismo mas universal que la maquina de Turing. Los
diferentes modelos de computo existentes son el resultado de la busqueda de un dispositivo u otros
formalismos con mas capacidad para calcular.

Aunque existen una cantidad considerable de variantes del modelo estdndar presentado en 2.12,
todos estos modelos son equivalentes entre si. Nosotros nos enfocaremos en presentar las variantes
del modelo estandar que consideramos indispensables para definir las nociones de complejidad
computacional haciendo caso omiso de la gran mayoria de ellos.

3.1.1. Modelo de multiples cintas

El modelo de Turing de multiples cintas o0 modelo de k-cintas es una especie de extension del
modelo estandar, que consta al igual que éste Gltimo de una unidad de control conformada por un
conjunto finito de estados y de varias cintas independientes, todas ellas con sus respectivas cabezas
de lectura/escritura que se extienden de derecha a izquierda indefinidamente.

Inicialmente una maquina de multiples cintas tiene escrita la cadena de entrada en la primera cinta 'y
en las cintas restantes contiene espacios en blanco. Las posiciones de las cabezas pueden encontrarse
dispersas aleatoriamente a lo largo de las cintas o en la primera casilla de cada cinta (véase Figura
3.1).
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

A cada cinta de un modelo multi-cintas le corresponde una configuracion, es decir, Si una maquina
de multiples cintas consta de un numero finito de k cintas, entonces existen k configuraciones. De
manera que por cada transicidn realizada por la maquina hay k configuraciones distintas por cada
cinta que conforma a la maquina.

Una computacion de una maquina de multiples cintas consiste de las siguientes acciones:

1. El cambio de estado en el control finito.
2. Escribir un nuevo simbolo sobre algunas o todas las celdas con las cabezas en las cintas.

3. Mover en un movimiento algunos o todas las cabezas, independientemente a la izquierda,
derecha o mantenerlos estacionarios en su posicion.

Formalmente, denotamos a una maquina de Turing de k-cintas con el modelo (Q,E,r, 5,qu,F)
tal como de definio en 2.12 donde todos los componentes tienen el mismo significado excepto la
funcion de transicion que se define por,

5:Q0xrk™ Qxrkx {R,L, S}k

La constante k representa el numero de cintas que conforman la méquina con k > 2 y sus
transiciones se escriben por 5(qgi, (01,02,..., ok)) = (qj,(Y1,y2,..., YK), (D1,D2,...,DK)), donde qi
representa al estado “actual”y 01,02,..., ok son los simbolos escaneados sobre las cintas 1,2,..., k
respectivamente. Los simbolos y1,¥2,..., ykreescriben a los simbolos leidos sobre cada cinta de la
maquina, Die {R,L,S} paracadaie {1,2,3,...,k} y qj representa al “nuevo estado”.

Figura 3.1: Maquina de mdaltiples cintas.
Como ejemplo, podemos pensar en el disefio de una maquina con dos cintas que reconozca al

lenguaje formado de cadenas palindromos, ésto es Lpai = {« e E* | « = wR} donde E = {a, b}.
Los siguientes pasos describen el funcionamiento de este mecanismo:
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

1. En la cinta i se escribe la cadena de entrada ro delimitada por dos espacios en blanco; uno
en la primera celda de la cinta y el otro al final de la palabra. Las cabezas se posicionan en la
primera celda de cada cinta.

2. Se realiza la copia de cadena de entrada ro en la segunda cinta, al finalizar éste paso del
procedimiento, el primer cabezal queda posicionado en la celda vacia al final de la cadena
y en la misma direccion, se posiciona el segundo cabezal. Después el cabezal regresa a la
primera celda vacia al principio de la cadena.

3. El cabezal de la primera cinta se mueve hacia la celda vacia mas a la derecha, mientras el
cabezal de la segunda cinta se mueve hacia la primera celda vacia mas a la izquierda. Durante
este proceso ambas cabezas comparan los simbolos de cada celda, y en caso de que los
simbolos sean diferentes en algin momento de la comparacion la maquina se detiene y la
cadena en consecuencia no pertenecerd a Lpal. En caso contrario si las cabezas llegan a su
destino final la cadena es aceptada.

El modelo Mpal = ({q0,qi,92,93,94}, {a,b}, {a,b,>},8,{q0}, {g4}) corresponde a la maquina de
Turing de dos cintas del procedimiento anterior. La funcidn de transicion de Mpal se define bajo las
siguientes reglas:

8(qo, (>,>) (ai, (>,>), (R,R)) 8 (02, (>, b)) (a2, (>,b), (S,L))
8(qi,(a,>) (ai, (a,a), (R,R)) g (02, (>,>)) (@3, (>,>), (L,R))
8(qi,(b,>) (ai, (b,b), (R,R)) 8(93, (a, a)) (g3, (a,a), (L,R))
8(qi,(>,>) (gi, (>,>), (S,L)) 8 (93, (b, b)) A (™ b),(L,R))
8(92,(> a) (g2, (>,a), (S,L)) 8 (03, (>,>)) (g4, (>,>), (R,R))

El diagrama de transicién que describe a una maquina de Turing k-cintas es similar a los diagramas
usados en los modelos de las secciones anteriores. En una instruccion de la forma >> " aa,RR, la
expresion >> significa que el primer espacio en blanco es el simbolo leido por el cabezal de la cinta
i y el segundo espacio en blanco indica el simbolo leido en la cinta 2. La expresion aa remplaza a
los simbolos leidos sobre las cintas y finalmente RR indica el movimiento de la primera y segunda
cinta respectivamente. El diagrama 3.2 corresponde a la maquina de multiples cintas definida con
las reglas anteriores que acepta el lenguaje de palindromos sobre X

3.1.2. Modelo no determinista

El modelo de Turig presentado en la definicion 2.i2 es conocido como modelo determinista, debido
a que las computaciones del mecanismo se realizan de forma secuencial; esto se puede apreciar en
los ejemplos correspondientes a la seccion 2.4, donde observamos que la aceptacion de una cadena
resulta exitosa cuando la computacién de una maquina llega a un estado final.
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

a>—aa,RR >a—>a,SL aa—aa, LR
b>—Dbb,RR >h—>b SL bb —bb, LR
Inicio —»
>>—>> 5§

Figura 3.2: Maquina de mdaltiples cintas Mpal.

La maquina de Turing no determinista contiene los mismos elementos del modelo estandar, con la
excepcion de que durante el procesamiento de una cadena puede existir mas de una configuracion
por cada transicion aplicada. EI modelo no determinista se representa por (Q,X,r, s ,q0,F), donde
todos los componentes tienen el mismo significado de la definicidn 2.12 con excepcion de la funcion
de transicidn que escribe por:

8:Qxr ™ P(Q xr x{R,L,S})

Una manera de interpretar el funcionamiento de una maquina de Turing no determinista es pensar
que sus computaciones se realizan en paralelo describiendo una especie de arbol donde sus ramas
estan compuestas de multiples secuencias de configuraciones. Del arbol de computaciones podemos
obtener los siguientes casos:

m Existe una o mas trayectorias de aceptacién, formada por secuencias de configuraciones
C0,C1,C2,...,Cn, donde el estado de la configuracién Cn pertenece al conjunto de estados
finales y la maquina se detiene.

m Existen una o mas trayectorias de no aceptacion, donde el estado de la configuracion final Cn
no pertenece al conjunto de estados finales y la maquina se detiene.

m Existen una o més trayectorias que llevan a un bucle infinito, donde la méaquina no se detiene.

En la figura 3.3 se ilustran las ideas descritas en los casos anteriores. Con color rojo los casos de
rechazo y con azul los casos de aceptacion, asi como las trayectorias que llevan a un ciclo.
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

Definicion 3.1. Sea MN una maquina de Turing no determinista y sea ro una cadena sobre un
alfabeto finito. La cadena ro es aceptada por MN si y sélo si existe una computacion de MN sobre
ro que se detiene en un estadofinal. Una computacion se denotapor tivh (ro) y su tamafio esta dado
por la longitud de la trayectoria de aceptacion mas corta.

La existencia de por lo menos una trayectoria de aceptacion en el arbol de una maquina de Turing
no determinista MN sobre una cadena ro, es suficiente para establecer que la maquina acepta a la
cadena ro. En caso contrario, es decir si no existe ninguna trayectoria de aceptacién o existen solo
las trayectorias con ciclos, la maquina M rechaza la cadena ro.

Definicion 3.2. Una maquina de Turing no determinista MN reconoce a un lenguaje L ¢ X*, si M
acepta a toda cadena ro e Ly rechaza a toda cadena ro e X* —L, el lenguaje de la maquina MN se
denotarapor L(MN) = {ro | MN acepta a ro}.

Veamos un ejemplo para comprender la nocion no determinista, consideremos a todas las cadenas
sobre el alfabeto finito X = {a, b} que contienen la letra b en la antepenultima posicién. Nosotros
podemos definir una maquina de Turing no determinista que reconozca a este lenguaje por medio
del modelo MNb = ({q0,q9i,92,93,94}.,{a,b},{>,a,b},8,{q0},{qg4}), la funcion de transicion 8
esta definida en la tabla 3.i.
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

q2 - T8 s o (g3 .b.,R)
q3 » 3 (g4 .b, R

G4 s @ (go0.b,R)

Tabla 3.1: Funcién de transicion de MNb.

El diagrama de transicion para éste modelo no determinista se muestra en la figura 3.4, se puede
notar claramente que en el nodo gl existen dos posibles cambios de estados ante la lectura del
simbolo b, ésta simple ramificacion conlleva a maltiples computaciones.

a” a,R
b~ bR

b~ b,R
Figura 3.4: Diagrama de transicion para MNDb.

En la figura 3.5 muestra el arbol de computaciones de la maquina MNb sobre la cadena de entrada
ababab. La trayectoria remarcada sobre el arbol de computaciéon nos indica la ruta de aceptacion
de la cadena que llega a una configuracién final que contiene al estado q3 e F. Cualquier otra
trayectoria conduce a la detencidn de la maquina sin reconocer la cadena.

3.1.3. Modelo no determinista de varias cintas
El modelo de la méaquina de Turing de multiples cintas no determinista se representa por una 6-tupla

(Q,£,r, 8,90,F) como en los modelos anteriores y con los mismos significados de los componentes
de la definicion 2.12 con la funcion de transicion definida por:

8:Qxrk™ P(Q xrkx {R,L, S}k
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

go > ababab>
>q1abLbab>
>aqlbLbab>
>abgiabab> >abqg2abab>
>abaq=bab> >abangab>
>ababqiab> >ababqg2ab> >ababqg4ab>
>abab;qu> >abaqu3b> >abaqu1b>
>abababq].> >abababqg2> >abababqg4> >abababql> >abababqg2>

Figura 3.5: Arbol de computacion de Mnb con la entrada ababab.

En el apartado anterior establecimos que una maquina de k-cintas genera k configuraciones al
aplicar una transicion, esto es, una configuracion por cada cinta en un instante y en el modelo
no determinista conformado por una cinta, la maquina genera multiples configuraciones al aplicar
las transiciones sobre una cadena de entrada. La méaquina de Turing de k-cintas no determinista
combina estas ideas, de manera que podemos obtener multiples configuraciones por cada transicion
aplicada, para entender su funcionamiento consideremos el siguiente problema.

Problema general de particién: ¢Dado un conjunto de k nUmeros enteros no negativos al,..., ak,
existe un subconjunto i C {1,...,k}talque £ aj= £ aj?

jei jeic
Como primer paso necesitamos codificar de forma adecuada las instancias del problema, esto se
puede realizar usando el alfabeto finito E = {a, b}, del cual las instancias del problema quedan
representadas adecuadamente por las cadenas del siguiente lenguaje.

LP = {abilabweseablk |i*,..., k>0, £ ij= £ ijparaalgini C {1,2,..., k}}
jei jeic

Este lenguaje consta de todas las cadenas sobre el alfabeto finito E = {a, b} que representan la
lista de enteros il,..., ik que pueden ser partida en dos listas i e {1,2,..., k}/i tal que la suma de
los enteros de la lista i es igual a la suma de los enteros {1,2,..., k}/i. En particular, la cadena
ababbab e LP podemos escribirla como abiabzabl, obteniendo los valoresde i1 = 1,i2=2ei3=1
del conjunto de tres elementos enteros {1, 2,3}. Eligiendo la particién i = {1, 3} obtenemos que,

£ ij=il+i3= 1+ 1= £ ij= 2.

jei jeic
El modelo MNp = ({90,91,92,93,94,95,96},{a,b},{>.,#,a,b},5,{q0},{q6}) corresponde a la
maquina no determinista de tres cintas que reconoce al lenguaje Lp con la funcién de transicion
5 ilustrada en el diagrama de la siguiente figura.
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3.1 Modificaciones del modelo de Turing

Figura 3.6: Diagrama de transicion de MNp.

El siguiente registro pertenece a la secuencia de aceptacion de la cadena ababbab de la maquina
MNp, que inicia con los registros del lado izquierdo y finaliza en los registros del lado derecho. En
ellos observamos que la maquina acepta una cadena cuando el nimero de letras b es igual en las

cintas dos y tres.

g0>ababbab>,
M >qiababbab>,
\\M >q2ababbab>,
\\M >aqgsbabbab >,
\\M >abqgsabbab >,
\\M >abqgzabbab>,
\\M >abaqgsbbab >,
\\M >ababqsbab >,

qo>>>> q0>>>>
qi>>>> qi>>>>
#92>>>, #q2>>>
#93>>>, #q3>>>
#bqs >>, #q3>>>
#bq2>>, #q2>>>
#bgd>>, #q4>>>
#bq4>>, #bq4d>>
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\“M >ababbqgsab> #bg4>>, #bbqg4>
\\M >ababbqgz2ab> #bqg2>>, #bbqg2>
\\M >ababbaqgsb> #bqs >>, #bbqgs>
\\M >ababbabqgs> #bbqg3>, #bbg3>
hM >ababbabqs > #bgs b>, #bgs b>
hM >ababbabqs > #gsbb> #gsbb>
hM >ababbabqgs > qs#bb> qs#bb>
hM >ababbabqg6> q6#bb> q6#bb>



3.2 Medidas de tiempo computacional

3.2. Medidas de tiempo computacional

En los articulos de Michael O. Rabin [8], J. Hartmanis y R. E. Stearns [9] y de Michael Blum [11]
se desarroll6 la nocion de medida de complejidad de un problema en términos del nimero de pasos
requeridos para resolverlo [30]. En especial, el trabajo de J. Hartmanis y R. E. Stearns describe que
el calculo realizado por un modelo de k-cintas sobre una cadena de entrada es mas eficiente que
el calculo realizado por una maquina de Turing estandar, cuando ambos mecanismos reconocen al
mismo lenguaje.

El tiempo de computacion de una maquina de Turing estandar o de sus variantes es medido por el
namero de transiciones aplicadas durante el procesamiento de una cadena de entrada y se describe
mediante una funcion de crecimiento sobre los niGmeros naturales. Las siguientes definiciones sobre
las medidas de complejidad son estdndar y se requieren para definir las clases de problemas tratables
e intratables [60].

3.2.1. Funciones de crecimiento

Definicion 3.3. Para unafuncién g : N~ N, tenemos los siguientes conjuntos que denotan las
medidas de complejidad temporal también llamadas orden de complejidad,

mO(g(n)) ={f :N” N13c>0ynoe N,0 <f (n) <cg(n),Vn > n0}, denota al conjunto de
funciones acotadas superiormente por lafuncién g, donde c e R,

m Q(g(n)) = {f :N"~ N 13c >0,n0e N,0 < cg(n) <f(n),Vn > n0}, denota al conjunto de
funciones acotadas interiormente por lafuncién g, donde c e R,

m ®(g(n)) = {f:N" N|3ci,c2>0,n0e N :0 < cig(n) <f (n) <czg(n),Vn > n0}, donde
ceR.

Las notaciones anteriores son usadas para describir el peor caso del tiempo de ejecucién de

una maquina de Turing, las graficas siguientes muestran las interpretaciones de los conjuntos
presentados en la definicion anterior.

@ f(n) e Og(n) () f () e Qo) (© f(n) e @9()

Figura 3.7: Funciones asintoticas de crecimiento.
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3.2 Medidas de tiempo computacional

La construccion de la funcionf :N ” N se lleva a cabo realizando una relacion entre el tamafio de la
cadena de entrada y el nUmero de transiciones procesadas durante su computacion sobre la maquina
de Turing, la siguiente definicion formaliza esta idea para una méquina de Turing determinista, no
obstante, la definicion puede ser extendida al modelo de varias cintas o a cualquier otra variante del
tipo determinista.

3.2.2. Tiempo computacional del modelo determinista

Definicion 3.4. Sea MD una maquina de Turing determinista. El tiempo de complejidad de MD, es
unafuncion TMd : N~ N, tal que TMd(n) al nimero maximo de transiciones procesadas por una
computacion de MD cuando ha sido iniciada con una cadena a de tamafio n, ésto es,

T™d(n) = max{TMD(a) | donde I(a) < n}.
Retomemos al lenguaje Lpal = {a e E* |a = a R} sobre E = {a, b}, el disefio de una maquina de

Turing estandar para Lpal se define por Mpair = ({q0,q1,..., q7}, {a, b}, {>,a, b}, 5,90,{q7}) con la
funcion 5 mostrada en el diagrama de transicion de la siguiente figura.

b—bh,R

Figura 3.8: Diagrama de transicion Mpal estandar.
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3.2 Medidas de tiempo computacional

Encontrar la funcién explicita que describe el tiempo de complejidad de una maquina de Turing
no es tarea simple, ya que no existe un método universal para hacerlo. En la tabla 3.2 se puede
apreciar el namero de transiciones procesadas al ejecutar el mecanismo anterior sobre las cadenas
de tamafio i, 2, 3 respectivamente. De esos calculos nos percatamos que los maximos de cada caso

son TMpah (°) = 2, TMpai (1) = 4, TMpai (2) = 7y Tm" (3) = n.

A partir de la obtencion de los maximos se requiere de un detallado anéalisis de las computaciones
generadas por la maquina Mpal. De la figura 3.8 se puede observar que la ejecucion de una cadena
sobre Mpaii de tamafio n par que comience con el simbolo a, realiza un recorrido de qi a q4
procesando n+ 1 transiciones.

Del estado g5 al g6 se procesan n transiciones completdndose un ciclo, obteniendo una cadena de
longitud n —2. Al aplicar el procedimiento descrito anteriormente, y al ser similar el recorrido
para eliminar el simbolo a y b del palindromo se puede obtener la secuencia n —i,n —2,..., i, i
de registros al procesar la cadena par completa. Sumando las computaciones observamos que esta
corresponde a la suma de los primeros n+ i nimeros naturales més uno. Analogamente se obtiene
el mismo resultado con los palindromos de longitud impar, obteniendose asi la funcidn,

Tutih(n) =1 i= (n+D)A"+2) + i
i=i
Aplicando la definicion O(g(n)) a la funcion TMpal(n) vemos que para un ¢ = 3y n0= i, la funcion
t Mpail (n) se encuentra acotada superiormente por la funcién n2y en consecuencia la funcion T™Mpal(n)
se dice que es de orden polinomial, ésto es, TMpal(n) e O(n2).

Tamario 0 Tamafio i Tamario 2 Tamario 3
xMeE(>>) = 02 XMeE(>a>) =04 TMr(>aa>) =07 XVH(>aaa>)= ii
™MH(>b>) =04 TMH(CEab>)=05 Tup(>aab>) =06
xMd (>ba>) = 05 XMHE(>aba>) = ii
TV (>bb>)= 07 TMH(>abb >) =06
xMd (>baa >) = 06
XVH (>bab >) = ii
xMpal(>bb a>) = 06
XVH (>bbb >) = ii

Tabla 3.2: Computacion de Mpal estandar.
En contraste con el modelo determinista de una cinta para reconocer al lenguaje Lpal, la maquina de
multiples cintas definida de la figura 3.2 tiene un tiempo de operaciéon mucho menor al del modelo

anterior, los siguientes registros pertenecen a la cadena de entrada aabaa sobre el mecanismo de
multiples cintas la figura 3.2.
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qoBaabaaB, qoBBBBBBB
BgiaabaaB,BqiBBBBBB
BaglabaaB,Baq1BBBBB
BaagibaaB,Baaq1BBBB
BaabgiaaB,Baabq1BBB
Baabaq:aB, Baabaq1BB
Baabaaq1B,BaabaaqlB

3.2 Medidas de tiempo computacional

Baabaaq2B, Baabaq2aB
Baabaag2B, Baabq2aaB
Baabaaq2B, Baaq2baaB
Baabaag2B, Bag2abaaB
Baabaaq2B, Bq2aabaaB
Baabaag2B,q2BaabaaB

Baabags:aB,Bqg3aabaaB
BaabgsaaB,BagsabaaB
BaagsbhaaB,BaaqsbaaB
BagsabaaB,BaabqsaaB
BgsaabaaB, BaabaqszaB
gq3BaabaaB,Baabaaq3B
qsBaabaaB,Baabaaq4B

Los registros de la izquierda pertenecen a la primera parte del procedimiento de aceptacion, de los
cuales observamos que se generan seis registros a partir de la configuracion inicial. Los registros del
centro pertenecen a la segunda parte del proceso, donde se generan seis registros mas y finalmente
los siete registros de la derecha pertenecen al proceso final.

Si observamos detalladamente el proceso de aceptacion de una cadena de tamafio n, en la primera
etapa se generan n + 1 registros, en la segunda etapa n + 1 registros mas y finalmente en la
tercera etapa (n+ 1) + 1registros, sumando todos estos registros obtenemos la funcion TMa (n) =
3(n+ 1)+ 1, la cual es de orden O(n). Esto quiere decir que un modelo de Turing de multiples
cintas es mas “veloz” que el modelo de Turing estandar.

3.2.3. Tiempo computacional del modelo no determinista

Pensar en lo que significa tiempo de complejidad de una maquina de Turing no determinista podria
generar ciertas complicaciones debido a la naturaleza del mecanismo, sin embargo, recordemos que
la longitud de una computacion no determinista es la secuencia de aceptacion mas corta que termina
en un estado final.

Definicidon 3.5. Sea MN una maquina de Turing no determinista y sea a una cadena sobre un
alfabeto finito. EIl tiempo de complejidad de MN es lafuncion T™Mn(n) : N ~ N tal que Tivh(n) es
el maximo numero de transiciones procesadas por una computacion que termine en un estado de
aceptacion, expresado por

TVh (n) = max{xM(w) |a e E* I(a) < ny M acepta a w}.

Es importante enfatizar que el tamafio de la computacion en una méquina no determinista es la
secuencia de configuraciones mas corta que termina en un estado final. El proceso para encontrar la
funcién Tvh (n) es similar al proceso sugerido en el caso determinista.

Tomando como ejemplo la maquina de la figura 3.4, en el mejor de los casos este mecanismo puede
estacionarse en el estado gl hasta elegir el cambio hacia el estado g2 justo en la antependltima
letra b, logrando que cualquier cadena de tamafio n tenga una computacion de longitud n+ 2 y en
consecuencia la funciéon Tivinb(n) e O(n).
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3.3 Relaciéon de complejidad entre modelos

Otro ejemplo de complejidad no determinista se obtiene de la maquina de la figura 3.6. Su funcion
de complejidad no es dificil de calcular, siguiendo un procedimiento parecido al presentado en
la tabla 3.2, se buscan las secuencias de aceptacion de menor longitud en cada caso y se analiza
el historial de computo como en el caso determinista. De esa forma obtenemos que el orden de
complejidad computacional para la maquina MNp de la figura 3.6 es O(n2).

El problema general de particion en su version para maquina de Turing esta fuertemente ligado al
problema que se expondra en la seccién 3.4. En particular el problema de particion pertenece a la
clase de problemas intractables. Los resultados de la siguiente seccion nos ayudaran a reforzar la
nocion de problemas tractables e intractables.

3.3. Relacion de complejidad entre modelos

Los siguientes resultados fueron tomados del libro de Michael Sipser [51].

Teorema 3.1. Si M es maquina de Turing de multiples cintas que ejecuta una cadena de entrada a
en t(n) movimientos con t(n) > n, entonces existe una maquina de Turing estandar S equivalente
que con la misma entrada a su tiempo de complejidad es de O(n2).

Demostracion. Dada una maquina de Turing de multiples cintas M = (Q1,E1?7T 1751790, F1),
debemos construir una maquina estandar S = (Q2,Z22,r 2,&,p0,F2) que simule las transiciones de
la maquina M . Para ello tendremos que representar la informacion de cada cinta de la maquina M
junto con las respectivas posiciones en que se encuentran cada una de sus cabezas y escribirlas sobre
la cinta de la maquina estandar S.

Figura 3.9: Configuracion de la maquina M.

La idea bésica para establecer lo anterior consiste en agregar el simbolo # y todos los elementos del
alfabeto r 1al alfabeto r 2 de la maquina S. El simbolo # se usard como delimitador para separar la
informacion de las diferentes cintas de la maquina M que seran escritas sobre la cinta de la maquina
S, ademas este caracter servird para indicar el principio y fin de toda la informacién codificada en
la cinta de la méaquina S. Durante la simulacion, la maquina S ubicara las cabezas de las diferentes
cintas de la maquina M subrayando el simbolo al que apuntan las cabezas de M en un instante. Por
lo tanto, para cada o e r 1se agregara el simbolo o al alfabeto r 2.
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3.3 Relaciéon de complejidad entre modelos

En la figura 3.9, se observa una configuracion hipotética de la maquina de Turing M de varias
cintas previo a la aplicacidn de una transicion y en la figura 3.10 observamos la méaquina de Turing
S estdndar que simula la transicion de M. La simulacion se realiza ralentizando el proceso de la
transicion de M, es decir, la maquina S como primer paso recorre la cinta de principio a fin, durante
este paso la maquina S almacena en la unidad de control la informacién de los simbolos marcados
que indican las posiciones de los cabezas de la maquina M. Una vez hecho lo anterior, el cabezal
regresa a la posicion inicial colocandose en el primer simbolo #.

Figura 3.10: Codificacion en Maquina de Turing S.

Como segundo paso la méaquina S realiza nuevamente el recorrido de principio a fin, pero esta vez
sustituye los simbolos remarcados por los nuevos simbolos que se remplazardn en las cintas de
la maquina M, por ejemplo supongamos que la configuracién hipotética de la figura 3.9 tiene por
transicion 8 (q¢, (1,b,y)) = (qj,(0,a,x), (R,L,L)), para q¢,qj € Q. En este caso durante el recorrido
se actualizaran los simbolos marcados con la informacion de la transicion y el cabezal de la maquina
S regresara nuevamente a la posicion del primer simbolo # una vez mas.

Finalmente la maquina S realiza un ultimo recorrido de principio a fin con la intencion de actualizar
los simbolos marcados en su cinta que simulan las posiciones de las cabezas en la maquina M. Al
realizar lo anterior el cabezal de la maquina S regresa a la posicion inicial tal como se observa en la
siguiente figura.

Figura 3.11: Actualizacion final en maquina S.

En la figura 3.11 observamos un simbolo #, como describimos anteriormente el primer paso de la
simulacion consiste en identificar a los simbolos marcados sobre la cinta de S, durante el primer
paso del recorrido si el cabezal de la maquina S llega al simbolo marcado #, entonces la maquina
realiza un desplazamiento de los caracteres restantes para colocar un simbolo en blanco marcado y
sustituye el simbolo # por un #, justo como se observa en la figura 3.12.
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Figura 3.12: Recorrido en la cinta de S.

De los puntos anteriores observamos que la aplicacidn de una transicién en la maquina M, requiere
de tres recorridos en la maquina S, si una transicion de la maquina M no esta definida, entonces la
maquina S se detiene. De lo anterior se puede obtener el siguiente procedimiento algoritmico:

Algoritmo 2 (Simulacion de méaquina de K-cintas a modelo estdndar)

1. Inicializacién: Dada una entrada a = 0102...0n; la maquina S representa sobre su cinta la
informacion de las k cintas de la maquina M como sigue:

#010203... O >H#H>H ... #>H>>> >

2. Simulacion de una transicion: Para simular un movimiento de maquina M, lamaquina S escanea
su cinta desde el primer # al (k+ 1)-enésimo # final, para determinar los simbolos debajo de las
cabezas virtuales. Luego la maquina S realiza otro recorrido para actualizar el contenido de la cinta
de acuerdo con la forma que dicta la funcion de transicion de la maquina M y finalmente realiza un
altimo recorrido para actualizar las posiciones de las cabezas virtuales sobre su cinta.

3. Desplazamiento de contenido: Si durante la actualizacion, la maquina S mueve una de las
cabezas virtuales a un #, el cual se convierte en #, eso significa que la maquina M necesita espacio
para realizar su céalculo. En ese caso, lamaquina S desplaza una casilla todo el contenido a la derecha
entre el simbolo # y el simbolo # final, para colocar un espacio en blanco y mover el cabezal virtual
escribiendo >.

4. Paso final: Si durante la simulacidn, la maquina M llega a un estado de aceptacion, entonces la
maquina S acepta y se detiene. Si la maquina M se detiene en un estado no final, la maquina S se
detiene y rechaza. De lo contrario, se continta la simulacion M con el paso 2.

Para calcular el tiempo de complejidad de la simulacion, supongamos que la maquina M realiza
el procesamiento de una cadena de tamafio n en t(n) pasos. La longitud del espacio ocupado en
la cinta de la maquina S al codificar la cadena a de tamafio n es de 3n+ (k+ 1), donde k+ 1es
el numero de simbolos # que divide la informacion de las k cintas de la maquina M. Observamos
ademas que la aplicacidn de una transicion de la maquina M en S requiere de 3(3n+ (k+1)) pasos.
De la definicion 3.3 no es dificil establecer que la funcidn anterior se puede acotar en un tiempo

o(t(n)).
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3.3 Relaciéon de complejidad entre modelos

Finalmente, la simulacion total de todas las transiciones que conforman a la maquina M en la
maquina S se realizan en t(n) x O(t(n)) = O(t2(n)). |

Con el teorema anterior no solo se demostré la relacion de complejidad entre el modelo estandar
y el de multiples cintas, sino que ademés se establecié que el modelo de varias cintas no es mas
general que el modelo estandar, algo parecido se puede apreciar en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Si N es maquina de Turing no determinista que ejecuta una cadena de entrada a en
t(n) movimientos con t(n) > n, entonces existe una maquina de Turing estandar S equivalente a la
maquina N tal que para la misma entrada a su tiempo de complejidad es O(2t(n)).

Demostracion. Para demostrar el teorema debemos construir una maquina de Turing M de
k-cintas que simule a la maquina no determinista N sobre cada entrada a . Como hemos visto las
computaciones de una maquina de Turing no determinista pueden visualizarse mediante un arbol
donde cada nodo representa una configuracion.

La idea béasica de la simulacion consiste en que la maquina M compruebe todos los caminos del
arbol de configuraciones de la maquina N hasta encontrar una configuracién que acepte la entrada
a . Si todas las ramas del computo de la maquina N son rechazadas, entonces la maquina M rechaza
la cadena a también, ademas si no hay ramas de aceptacion en el computo de la maquina N y existe
una rama que entra en un ciclo infinito, por consiguiente la maquina M también entrard en un ciclo
un infinito.

La implementacion se trabaja sobre una maquina M de tres cintas como la presentada en la figura
3.13(a), la primera cinta o “cinta de entrada” almacena la cadena de entrada a, la cual nunca
sera alterada durante el proceso de la simulacion, la segunda cinta es la denominada “cinta de
simulacion”, porque almacena una copia de la informacidn contenida en la cinta de la maquina
N sobre alguna rama de su computacion no determinista y finalmente la tercera cinta o “cinta de
direccion” contendra la localizacion de las configuraciones del arbol de computaciéon de la maquina
N.

(@) MaquinaM que simulaaN. (b) Arbol de computacion de N

Figura 3.13: Simulacion de la maquina N sobre M.
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Cada nodo del arbol de computaciones de la maquina N tendra una direccidn asociada representada
por una cadena del alfabeto Xb = {i,2,...,b}, esto suponiendo que cada nodo en el arbol de
computacion de la maquina N tiene a lo mas b hijos, siendo b el entero que representa el nimero
maximo de elecciones por cada transicion de la maquina N. La forma en que los nodos seran
etiquetados se observa en la figura 3.i3(b).

La visita a los nodos se realiza por medio de una busqueda a lo ancho que verifica cada nodo en
orden lexicogréfico, es decir, e,i,2,...,b,i1,i2,...,ib,2i,2 2 ,,2b,... y asi sucesivamente. La
cadena e corresponde a la configuracion inicial y si alguna cadena en el orden lexicografico no
tiene una secuencia en el arbol de computaciones de la maquina N, diremos que esa direccion no
esta definida.

El proceso de simulacion se describe en el siguiente procedimiento:
Algoritmo 3 (Simulacion de modelo no determinista a modelo de k-cintas)

1. Inicializacién: La cinta de entrada de la maquina M contiene almacenada a la cadena my el resto
de las cintas estan vacias.

2. Copiado: Se realiza una copia del contenido de la cinta de entrada de la maquina M a la segunda
cinta que simulara la computacion de la maquina N .

3. Simulacion: La segunda cinta es utilizada para simular a la maquina N con la entrada rm sobre
una trayectoria de su arbol de computaciones. Antes de cada paso se consulta el simbolo proximo
sobre la cinta 3 y se determina que eleccion realizar de las permitidas por la funcion de transicion
de laméaquina N .

Si se alcanza una configuracion de aceptaciéon la maquina M se detiene y acepta. En caso de que
se llegue a una configuracion de rechazo, no hay mas simbolos sobre la cinta tres que contiene la
direccidn de la rama simulada o la eleccion no determinista es invalida, se aborta la rama de la
computacion elegida y se continta con el siguiente paso.

4. Actualizacion de la direccién: Se reemplaza la cadena en la cinta tres con una nueva en el orden
establecido y se dirige al paso 2 para simulacion de la nueva rama de la computacién de N elegida.

Suponiendo que la maquina no determinista N tiene un tiempo computacional t(n), observamos de
la simulacion anterior que una cadena de tamafio n sobre una rama de la computacion elegida tiene
a lo mas una longitud de t(n), dado que el numero de elecciones por cada transicion es a lo mas b,
entonces la busqueda de todos los nodos en el arbol de computacién tiene una cota O(bt(n)). Dado
que el tiempo de recorrido de la raiz o configuracién inicial a cualquier nodo es t(n), se sigue que
el tiempo total de la maquina M es de O(t(n)bt(n)) = 2O(t(n)).

Del teorema 3.i sabemos que la transformacion de una maquina de k-cintas a una maquina estandar
es de orden O(n2). De modo que el tiempo de simulacién de la maquina no determinista N en una
maquina estandar es (2Qt(n)))2 = 2 O2t(n)) = 2 (t(n)), demostrandose el teorema. |
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3.4 Tractabilidad y la clase NP-Completa

3.4. Tractabilidad y la clase NP-Completa

Los lenguajes o problemas que se pueden resolver en tiempo polindmico con una maquina de
Turing estdndar se denominan “problemas tractables”. Existen una infinidad de problemas de esta
naturaleza, en este caso los ejemplos mostrados en el apartado 2.4.2 son lenguajes decidibles en
tiempo polinémico.

Hemos visto que con una codificacién apropiada para un determinado problema podemos construir
una maquina de Turing adecuada que sea capaz de procesar las instancias del problema. Aunque los
ejemplos a lo largo del capitulo son lenguajes simples, existen una gran variedad de problemas que
pueden ser implementados mediante una maquina de Turing, un ejemplo sencillo al respecto es el
algoritmo de la multiplicacidon que puede ser implementado en una maquina de Turing determinista
de 3 cintas con orden polindmico usando cadenas sobre un alfabeto unario, esta maquina se presenta
en la siguiente figura.

aa>" aaa,RSR aa>" aa>,LSS

Figura 3.14: Méaquina de Turing que multiplica.

Entre otros procedimientos de orden polindmico podemos encontrar: el algoritmo de Dijkstra con el
que se puede calcular eficientemente la ruta mas corta entre dos puntos de una grafical, el algoritmo
de patrones de emparejamiento, la transformada rapida de Fourier, el algoritmo para correccién de
errores, entre otros. Los lenguajes o problemas con estas caracteristicas forman parte de una muy
importante familia de lenguajes que se define a continuacion.

Definicion 3.6. Un lenguaje L es decidible en tiempo polinomial si existe una maquina de Turing
Md que reconozca a L en tm = O(nr), donde re N independiente de n. Se denota a lafamilia de
lenguajes decidibles en tiempo polinomial por

P=1y DTIEMPO(nr).
r>1

Por otro lado, los problemas que se deciden en una maquina de Turing estandar con orden
exponencial reciben el nombre de “problemas intractables”. En la figura 1.8 del capitulo 1
presentamos algunas funciones que podrian corresponder a problemas intractables. Los lenguajes
que son reconocidos en tiempo polinomial en un modelo no determinista pertenecen a la siguiente
familia de lenguajes.

ITermino relativo a la teoria de las graficas.
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Definicidn 3.7. Un lenguaje L es reconocible en tiempo polinomial no determinista si existe una
maquina de Turing MN no determinista que reconoce aLen tm = O(nr), donde r e N independiente
de n. Se denota a la familia de lenguajes reconocidos en tiempo polinomial no determinista por

NP =1y NTIEMPO(nr).
r>1

En 1971, el matematico Canadiense Steve Cook presentd un articulo en el que realizé un analisis del
problema de satisfacibilidad de formulas booleanas y definio la clase de problemas NP-Completa
que dio6 origen a la teoria de la complejidad computacional y la busqueda de algoritmos eficientes
para resolver problemas de esta clase [15].

Como hemos visto transformar una méquina de Turing no determinista a una maquina estandar
requiere de un tiempo exponencial, de manera que cualquier lenguaje o problema reconocible en
tiempo polinomial no determinista es intractable en un modelo determinista, sin embargo, la clase
de lenguajes NP-Completa abre la posibilidad de resolver problemas NP de forma eficiente. Para
comprender esto daremos una exposicion del problema de Cook.

3.4.1. El problema de satisfacibilidad de formulas booleanas

De entrada es importante conocer un par de definiciones. En secciones pasadas observamos que las
maquinas de Turing pueden ser vistas como reconocedoras de lenguajes 0 como mecanismos que
resuelven problemas, una interpretacion mas es verlas como mecanismos que calculan funciones.
La siguiente definicion nos da una mejor idea sobre esto.

Definicion 3.8. Unafuncion de cadena f es Turing-computable si existe una méaquina de Turing
determinista M = (Q,X,r, q0,F, 8) tal que qOw \\M qfu para algin gqf e F, cuando f (w) = u.

La definicion anterior quiere decir que la funcion f transforma elementos de un lenguaje en
elementos de otro, en este caso la maquina de Turing realiza ese proceso de transformacion, un
ejemplo de este tipo de mecanismo es la maquina de la figura de abajo que trasforma los simbolos
a en b y viceversa de las cadenas del lenguaje sobre el alfabeto X = {a, b}, este proceso de
transformacion se conoce como reduccion.

o
|

&L

Py

[@ae}

&

O

Figura 3.15: Maquina de Turing que complementa cadenas.
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Definicidén 3.9. SeanLy|l lenguajes sobre un alfabetofinito Z. Decimos que L es Karp reducible en
tiempo polinomial a L , denotado por L ~p L, si existe unafuncidon Turing-computable f :zZ* "~ Z*

tal queparacadaw Z*w Lsiysolosif(w) L.

Teorema 3.3. Sean Ly L lenguajes sobre un alfabetofinito Z tal que L ~ p L, entonces

a) Sil, e P entoncesLe P.

b) SiL e NP entonces L e NP.

Demostracién. a) Dado que L e P, entonces existe una maquina de Turing determinista MD que
decide si una cadena w Z* de tamafio n estd o no en el lenguaje L en tiempo polinémico O(nk)
para algin k e N. Puesto que L * pL , existe una funcion computable f :Z*~ Z* y una maquina de
Turing Mp tal que sus salidas son elementos de la forma f (u) para algin u e Z* de tamafio m con
tiempo de complejidad O(mr), siendo re N.

Para saber si una cadena w de tamafio n esta en el lenguaje L, se calculaf (w) en tiempo polindmico
O(mr) usando la maquina Mp, luego usando la complejidad de la méaquina MD se decide sif (w) e L
en tiempo O((nr)k). Dado que la composicion de polinomios es un polinomio se concluye que Mp
a través de MD decide a w e L en tiempo polinomial y en consecuencia, L e P.

b) La demostracion es similar al inciso a). Supongamos que L e NP y que f :Z* A Z* es una
funcion de cadena que reduce al lenguaje L al L en tiempo polinomial. Si una cadena w esta
en L, entonces podemos calcular f (w) en tiempo polinomial y usar una maquina de Turing no
determinista con una cota temporal polindmica para L , y comprobar si f (w) e | . Puesto que la
composicion de dos polinomios es también un polinomio, se concluye que L € NP. |

Definicion 3.10. Un lenguaje L es llamado NP-dificil si para todo lenguaje L e NP, | puede ser
reducido en tiempo polindmico al lenguaje L. Si L e NP y ademéas es NP-dificil, entonces L es
llamado lenguaje NP-Completo.

Con las nociones anteriores estamos en condiciones de describir el problema de satisfacibilidad
formulas booleanas como sigue:

Sea V = |vI?v2,...,vn} un conjunto de variables. Una férmula booleana es una expresion
compuesta de elementos en V y operadores logicos — V' y A. La expresion Vk1(vi) es conocida
como la clausula de las variables viy la expresion Ak=0(Vk=0o(vij)) es denominada como formula
normal conjunta, donde i,je {1,2,3,..., k}.

Si 9 es una formula sobre las variables v1,v2,..., vny se {0,1}nson los valores de verdad para cada
vi, entonces 9 (s) denota el valor de verdad de la formula. Por ejemplo la formula normal conjunta
9 = (VIV\3) A (v1V—2) A (v2V\B3) es verdadera para los valores s = (1, 1,0) e {0,1}3.
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En la tabla 3.3, se observan los diferentes valores de verdad s1%2,..., s8 para los cuales la formula
9 = (vIVV3) A(vlV-v2) A(v2VVv3) es verdadera o falsa. Especificamente se puede notar que los
valores s2, s6, s7y s8 hacen que el valor de verdad de la férmula 9 sea 1, en este caso decimos que
9 es factible para los valores antes mencionados. En general, una formula 9 es factible si existe un
conjunto de valores s e {0,1}ntal que 9(s) = 1.

En la formula general 9 = Ak=0(VI=o(vij)), también observamos que hay a lo mas n variables de
las que se obtienen un total de 2n combinaciones posibles de los valores booleanos para obtener el
valor de verdad de la formula 9. Dado que el numero de combinaciones posibles es exponencial,
un procedimiento que determine los valores de verdad si para los cuales 9 (si) = 1 en un tiempo
razonable es impensable.

vi v2 v3 (VIVV3) (VIV—v2) (v2VV3) 9(si)

st 0 0 0 0 1 0 0
2 0 0 1 1 1 1 1
3 0 1 0 0 0 1 0
4 0 1 1 1 0 1 0
5 1 0 0 1 1 0 0
e 1 0 1 1 1 1 1
7 1 1 0 1 1 1 1
sy 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 3.3: Valores de verdad de 9 (si).

Sin embargo, el modelo no determinista de maquinas de Turing proporciona una muy buena
alternativa para analizar este tipo de problemas, para ello denotaremos al problema de férmulas
normales conjuntas por SAT = {< 9 > |9 (si) = 1} por sus primeras tres letras de su nombre en
inglés, donde < 9 > es la codificacion de una formula normal conjunta factible.

Teorema 3.4. El problema SAT pertenece a la clase NP-Completa.

Para demostrar que SAT es NP-Completo, se debe demostrar primero que SAT es NP, para
ello se requiere de la construccion de una maquina de Turing no determinista de dos cintas
con complejidad temporal de tipo polinomial. La construccion de tal mecanismo procesa las
codificaciones adecuadas de las formulas 9 del problema SAT.
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Si {v1,v2, . . vn} es un conjunto ordenado de variables booleanas, cada variable vi serd codificada
por medio de su indice en forma binaria, por ejemplo, a la variable v5 le corresponde la cadena
binaria 101, si la variable es positiva la codificacion completa de v5 es la cadena 101#1, donde
#1 indica que la variable es positiva. Por otro lado la codificacion de la variable -v 3 se expresa
mediante la cadena 11#0, claramente #0 indica que la variable es negativa.

La codificacién de una formula 9 utiliza el alfabeto finito X = {0,1, «,#, V, A}, por ejemplo la
formula 9 = (viVv3) A(v1lV-v2) A (v2Vv3) presentada anteriormente se expresa mediante la
cadena 1#1 V 11#1 A 1#1 V 10#0 A 10#1 V 11#1. Finalmente la codificacion completa de la formula
9 sobre la cinta 1de la maquina de Turing no determinista tendra la forma,

>1e 10 11ee 1#1VI1I#1 AL1#1yI0#0 AL10#1 V 11#1 >
Variables Formula

La cadena 1+ 10+« 11 contiene la secuencia ordenada de variables que conforman la férmula o
codificadas en forma binaria y separadas una de la otra por el simbolo . Los simbolos < se
implementan para indicar donde empieza la codificacion de la formula ¢ . La cinta 2 de la maquina
contiene una cadena con las asignaciones correspondiente a los valores s e {0, 1}n, en particular si
elegimos s = {1,1,0}, la cadena escrita sobre la cinta 2 tendra la forma,

> 1#1 « 10#1 » 11#0 >

El procedimiento correspondiente para analizar las formulas del problema SAT sobre una la
maquina no determinista se describe a continuacion, la idea basica de la prueba fue tomada de
[41, pag. 463].

Demostracién. SeaV = {v1,v2 vn} un conjunto de variables booleanas, C(vi) la codificacion
binaria correspondiente a la variable vi e V para algin ie Ny s = {B(vl),B(v2),...,B(vn)} el
conjunto de valores binarios, donde cada B(vi) toma un valor en {0,1}.

La construccion de una maquina de Turing no determinista M que acepte el lenguaje SAT se describe
a continuacion:

1.- Inicialmente la maquina de Turing no determinista contiene la formula codificada sobre la
primera cinta y la segunda cinta contiene espacios en blanco. Si la primera cinta no contiene la
codificacion correspondiente de una formula 9 entonces la computacion de la maquina se detiene y
rechaza la cadena.

2.- La codificacion de variable vi es copiada sobre la segunda cinta de maquina asignandole el
valor Bm (vi) correspondiente, es importante indicar que los valores BM(vi) de la cinta dos son
diferentes a los valores B(vj) en la cinta uno. Los valores BM(vi) son conjeturados por la maquina
no determinista mediante algin mecanismo definido. Cada codificacion binaria C(v¢)#BM(vi) en la
cinta dos es separada por el simbolo ..
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3.4 Tractabilidad y la clase NP-Completa

Cuando la cabeza de la primera cinta lee los simbolos ¢+, en ese instante, la cabeza de la segunda
cinta es posicionada al principio de la cinta justo al iniciar la variable v1 codificada y la cabeza de
la primera cinta se posiciona al principio de la variable v1 codificada después de los simbolos < tal
como se aprecia a continuacion,

Cinta2 > C(vl) #Bm (vx)s C(v2)#Bm (v2) s C(v3)#Bm (v3)eeeee C(vn)#Bm (vn) >
Cabeza 2
Cintal >C(v\) e mmme C(vn)ee C(v\) #B(vx) V mmmV C(vI)#B(vl) A mm-AC(vXx)#B(vx) V mmmV C(vk)#B(vk) >

Cabeza 1

3.- La méquina escanea las codificaciones de las variables C(vi) en la primera y segunda cinta, una
vez realizado esto, la maquina compara los valores de verdad asignados a BM(vi) y B(vi).

4.- Silos valores de verdad de BM(vi) y B(vi) no son idénticos, la variable actual no se satisface con
el valor asignado y se continta con el proceso, escaneando las siguientes variables. En caso de que
el simbolo a continuacidn sea > o A, significa que todas las variables de la clausula actual han sido
examinadas y no se ha encontrado un emparejamiento en los valores de verdad y en consecuencia
la maquina se detiene y rechaza.

5.- Si los valores de verdad de BM(vi) y B(vi) son idénticos y se continGa con el proceso de lectura
y comparacién. La cabeza de la cinta uno se mueve hasta el proximo simbolo A o >. Si se encuentra
al espacio en blanco la computacidn se detiene y la maquina acepta, en caso contrario se continta
analizando la proxima clausula a partir del paso 3.

Este proceso requiere comparar las variables en la cinta uno con cada variable de la cinta dos,
comparar si sus valores son idénticos, se realiza en tiempo polinomial O(kn2), siendo n el nimero
de variables y k el nUmero de variables en la formula de entrada, concluyendo asi que SAT e NP.

Para demostrar que SAT es NP-Completo, solo falta ver que SAT es NP-dificil, para ello debemos
establecer que todo lenguaje NP se puede reducir al problema SAT. La prueba es extensa y no la
describiremos aqui, ésta se puede encontrar detalladamente en [51, pag. 278] y [15]. |

Para ver que un lenguaje es NP-Completo solo hay que probar que existe una reduccion en tiempo
polinomial al lenguaje SAT o a cualquier lenguaje NP-Completo conocido. Esta caracteristica
importante de reduccién entre problemas de la clase NP-Completa plantea la pregunta ;Existe una
reduccion de tiempo polinomial de un lenguaje NP-Completo a un lenguaje de la clase P? La
controversial pregunta surge a raiz de la reduccion universal existente entre problemas de la clase
NP-Completa para los cuales no existe un algoritmo (maquina de Turing) eficiente que los resuelva.
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3.4 Tractabilidad y la clase NP-Completa

Entre los diversos problemas de naturaleza NP-Completa tenemos: el problema de la mochila, el
problema de ciclos de una grafica de Hamilton, el problema general de particiones, el problema
3-SAT y problema del agente viajero (véase [42, pag. 317]). Algunos problemas pertenecen a areas
multidisciplinarias, tal es el caso del problema de encontrar equilibrios de Nash en economia ([48],
[56]), el problema del plegado de proteinas en biologia [32], entre muchos otros. En caso de existir la
reduccion que plantea la pregunta, tendriamos que los problemas de la clase NP tienen un algoritmo
eficiente que los decide, en este caso P = NP.

Teorema 3.5. SiL es un lenguaje NP-Completoy L e P, entonces P = NP.

Demostracién. Sea L un lenguaje en NP, puesto que L es NP-Completo, existe una reduccion
polinomial tal que L ~pL. Dado que L e P, aplicando el inciso a) del teorema 3.3 obtenemos que

| eP. |

Las implicaciones de resultar cierto el teorema anterior conllevarian a resolver los problemas de la
clase NP de forma eficiente, sin embargo de resultar lo opuesto, es decir, que P = NP, la incesante
busqueda de disefios algoritmicos eficientes seria innecesaria y los esfuerzos seguirian la direccion
de mejorar las técnicas para atacar los problemas NP invirtiendo mas en la capacidad de computo
con el uso de procesadores. Hasta ahora no existe una prueba aceptada en consenso que demuestre si
P = NP oP = NP, los diferentes trabajos al respecto no dan certeza de qué direccidn sea correcta, al
respecto se puede consultar [65], en donde se puede acceder a una gran cantidad de articulos sobre
los diferentes enfoques para establecer siP = NP o P = NP.

Este problema se conoce como la conjetura P contra NP y forma parte de la lista de problemas
del milenio propuesta por el instituto Clay de Matemaéticas [45]. Demostrarla requiere de un nivel
muy avanzado de estudios y posiblemente de una nueva técnica o teoria. El objetivo de presentar la
conjetura es con la intencién de establecer su relacion con los algoritmos de calendarizacién. En el
siguiente capitulo presentaremos una compilacion de resultados de la teoria de la calendaricacion,
especialmente de modelos de maquinas secuenciales que estan altamente ligados a esta famosa
conjetura.
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Capitulo 4

Complejidad de la Calendarizacion

Reducir unproblema en otro, significa ver al
primer problema desde laperspectiva del segundo
con la intencion de probar con soluciones
conocidas.

Andénimo.

El problema de la calendarizacion es esencialmente uno de complejidad, lo cual puede ser atacado
por una gran variedad de técnicas. Por el momento comenzaremos recordando algunas definiciones
previamente establecidas en el capitulo anterior:

Definicion 4.1 (Reduccion de lenguajes y problemas). Dado un alfabeto X, se dird que el lenguaje
L1 se puede reducir al lenguaje L2 (el cual se denota L1 ™ L2); si existe una maquina de Turing
determinista, que convierte a todo elemento x1e L1en un elemento x2 e L2y adema4s se satisfacen
las siguientes condiciones:

mxlelLl x2el2

m La conversidn se realiza en tiempo polinomial (dependiendo den = |x1J).

Recordemos que si L1” L2, entonces una maquina de Turing que decide si x2 e L2 puede también
utilizarse para decidir si x1e L1, por otro lado también significa que decidir si x2 e L2 es por lo
menos tan dificil como decidir sixle L1

Notese también que, como se vid en el capitulo anterior, se puede utilizar la misma definicion al
hablar de la complejidad de la solucion de problemas de calculo en general.

Ejemplo 4.1. Un caso sencillo lo constituye el problema de decidir si un niamero es divisible por
2, el cual se puede reducir al problema de decidir si dicho numero se puede dividirpor 4, para lo
cual basta con multiplicar el namero por 2, que claramente requiere un tiempo linealy por lo tanto
polinomial. O
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4 Complejidad de la Calendarizacion

Ejemplo 4.2. Confrecuencia se consideraran los casos especiales de unproblema adn més general,
por ejemplo (a|” |ZCj) es un caso especial de (a|” |ZwjCj), de manera que todo caso especial se
puede claramente reducir al problema general. O

Como veremos mas adelante, una gran parte de los problemas de calendarizacion de una sola
maquina determinista, son de la clase NP-dificiles, la cual recordaremos a continuacion.

Definicién 4.2. Se dice que L es NP-dificil si todo lenguaje en NP se puede reducir
deterministicamente en tiempo polinomial a L.

La definicion anterior significa que L es por lo menos tan dificil como cualquier problema en NP.
Los lenguajes de la clase NP se consideran generalmente intractables en el sentido de que es
poco probable que se encuentre un procedimiento de decision eficiente (deterministico en tiempo
polinomial).

Ejemplo 4.3. Méas adelante se verd que el problema (11rjlLmax) es NP-completo, el cual es un
caso particular del problema (11rj,preclLmax) por lo que se deduce que éste ultimo también es
NP-completo. O

Teorema 4.1. Dados dos problemas de calendarizacion (a|*|Cmax) y (a|” ILmax), donde a y "
pueden ser arbitrarias, pero iguales para ambos problemas, entonces se cumple:

(a Cmax) » (a |Lmax)

Demostracion. Trivialmente, a cada caso de (a|” ICmax) se le asocia el problema correspondiente
de (a|™|L max), en donde para todo trabajo j se cumple dj = 0,j = 1,...,n, entonces se tiene:

Lmex = max{L1...,Ln} = max{Cl1 d1i,...,Cn dn}
= max{C1—0,..., Cn—0} max{C1,..., Cn}
= Cmax

Con este simple teorema, podemos concluir que el problema de calendarizacion (a|” |Lmax) siempre
es por lo menos tan dificil como (a|® “m”). Si ademas nos es conocido que para determinados
valores de a y ~, el problema (a|” |Cmax) es NP-dificil, entonces el problema (a|” |[Lmax) también
lo es. Si en cambio, el problema (a|” |Lmax) esta en P, entonces el problema (a|” |Cmax) también
esta en P.

Mas generalmente, veremos el siguiente teorema:
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4 Complejidad de la Calendarizacion
Teorema 4.2 (Reduccidn de Problemas de Calendarizacion). Para valores arbitrarios perofijos de
ay secumple:
(1) (a \Lmax) d (a X Tj)
(2) (a
@) (a
(4) (a

fi\lmax) d (a|fi £ Uj)

fi11 Cj) d (a

fi 1 Tj)

fill wjCj) d (a|fi 11 wjTj)

Demostracion. 1y 2. EI método de reduccion se aplicara de la manera siguiente: Dado un problema
(alfir~x) yunvalorne N sereduciré la cuestidn de si hay una calendarizacion tal que Lmax < n,
a la cuestion de si hay un valorm e N con m = Q(n) para la cual £ Tj < m, pues como se observo
al final del capitulo 1, todo problema de optimizacién se puede reducir a uno de decision.

Si n =0, entonces Lmax < 0 es equivalente a £ Tj = £ Uj = 0, por lo que podemos suponer que
n > 0. En tal caso transformamos primeramente el problema inicial en uno cuya Unica diferencia es
que las fechas de entrega se recorren n unidades hacia atras. Entonces el problema original tiene un
maximo retraso de n unidades de manera que también se cumple £ Tj = £ Uj = 0 como en el caso
anterior.

3.y 4. La demostracidn es analoga al teorema anterior haciendo dj = 0,j = 1 n para todos los
trabajos y la equivalencia es clara. |

Representando por una flecha a la relacion de reduccion d, los resultados del teorema anterior se
pueden representar de la manera siguiente:

Figura 4.1: Jerarquia de complejidad.
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4.1 Modelos de una sola maquina

4.1. Modelos de una sola maquina

Para efectos de la clasificacidn siguiente, recordemos que la complejidad de un sort (véase, [60]) es
del orden O (n <logn). Por los ultimos dos teoremas de la seccion anterior, se concluye que también
1lLmaxy 11Cmax también estan en la clase P y son por lo tanto de facil solucién, mas aun, se puede
concluir que el caso particular del campo fi con pj = p,dj = d también son de la misma clase.

Para los tres problemas restantes, suponiendo el campo fi vacio, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.3. Los problemas 11£ Tj,11£ wjTjy 11£ wjUj son todos de la clase NP-dificil.

Demostracién. La demostracion no es simple, por lo que se hace referencia a la literatura (ver. Du
y Leung 1990). En el se encuentra la demostracion de que 1|| £ Tj es NP-dificil, de lo cual se sigue
directamente el caso 11£ wjTj. Para una demostracién de que 11£ wjUj es NP-dificil véase Lawler
y Moore [14], asi como Karp [17].

El caso 11f wjUj, con 1|dj = d|£ wjUj, se puede reducir al problema de la mochila; en el cual, el
tiempo de entrega corresponde a la capacidad de la mochila y el tiempo de proceso de un pedido
corresponde al espacio que ocupa una pieza en la mochila. A su vez, los pesos asignados reflejan la
ganancia de cada parte. |

Generalizaciones de los problemas descritos en el teorema anterior son en su totalidad NP-dificil
y se obtienen agregando condiciones complementarias que pueden tenerse a mano, las cuales se
encuentran dadas en el campo fi y normalmente son rj,prec y sjk asi como cualquier combinacién
de estas.

4.1.1. Minimizacion de Cmax

Teorema 4.4. Elproblema 1|rjICmax se puede resolver en O(n ¢log n) es decir, es de clase P.

Demostracién. La afirmacion es evidente y se hace siguiendo la misma técnica delineada en el
capitulo 1. Ordenando los trabajos en forma creciente de rj, veremos entonces que el calendario
S(j) =] es éptimo.

Sea S1lun calendario para el cual se cumple 3k e {1,..., n} tal que S1(k+1) = S1(k) + 1, es decir la
orden k se ejecuta inmediatamente antes que la orden k+ 1 a pesar de que rj < rk+1, mientras que
en el calendario S, la orden k se ejecuta antes que la k +1.

Sea ST el tiempo de inicio del trabajo k en el calendario S, para él se tiene ST > rky ademas:

Ck

St + pk > rk+ pk
Ck+1

Ck+ pk+1 > rk+ pk+ pk+1
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4.1 Modelos de una sola maquina

en el calendario S1, la orden k + 1 se ejecuta antes de la orden k cuyo tiempo de inicio ST es mayor
o igual que rk+1, de manera que los tiempos de terminacion C; y C¢+1 son:

Ck+1

S\ + pktl > rk+l + pk+l
C\

C¢+l + pk > rk+1 + pk+1 + pk

de donde se sigue que C; > Ck+1y por lo tanto Cmax es mayor en S1que en S. |

Teorema 4.5 (1|prec|Cmax). El problema 1|pre”Cm” se puede resolver en nz pasos, por lo que
esta en la clase P y ademas para cualquier relacién de dependencia entre los trabajos, lafuncion
objetivo siempre se optimiza como

Cmax =

_ JE
j{1,...,n}

También en este caso existe un procedimiento que proporciona de manera clara el calendario
optimo.

Algoritmo 4 (1|prec|Cmax)
1. Inicializacion : SeaJ = {1,..., n} el conjunto de los pedidos que faltan por calendarizarse.

2. Establecimiento del préximo pedido : Elijase un pedido j e J, para el cual no hay otro pedido
en J que deba ejecutarse antes de j .

Si no existe tal pedido, entonces debe existir un ciclo en la grafica de precedencia y el problema no
se puede resolver.

3. Recursion : Planificar j como el siguiente pedido y eliminarlo de J. Si J esta vacio terminar, en
caso contrario regresar al paso 2.

El siguiente es un caso del problema (11" |Cmax) que es del tipo NP.

Teorema 4.6. (1[sjk|Cnmax) es NP.

Demostracién. Recordar que el campo sjk indica que hay un tiempo de preparacién de la maquina,
el cual depende del orden de los procesos.

Para demostrar que el problema es NP-dificil, se reducira a uno de esa clase. Para ello tomamos el
problema del agente viajero que se sabe es NP-dificil, se sabe ademas que el problema es también
NP-dificil cuando se impone la restriccion que el agente no debe regresar al lugar de partida al
final del viaje. Esta variante se puede reducir al problema (1|* |Cmax) de la siguiente manera: para
cada una de las ciudades que se deben visitar, se genera un pedido de la calendarizacion. Las
distancias entre las ciudades corresponden a los tiempos de preparacion de la maquina. Por lo que
un calendario 6ptimo de (11' |[Cmax) corresponde al camino mas corto que resuelve el problema del
agente. |
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4.1 Modelos de una sola maquina

4.1.2. Minimizacion de XwjCj

Aunque (1|| £ Cj) y su generalizacion (1|| £ wjCj) se pueden resolver facilmente mediante un
ordenamiento, no sucede la mismo para generalizaciones del campo fi. Sin entrar en detalles de
la demostracion, en seguida se dan los principales resultados:

Teorema 4.7. Losproblemas (1%j|£ Cj)y (1|precl son ambos NP-dificiles.

Demostracion. Para (1Xj|£ Cj), véase Lenstra et al. [20] y para la demostracion de (1DpreclIf Cj)
en Lenstra and Rinnoy Kann [25]. |

Del teorema anterior se vé facilmente que también (1Xj|£ wjCj)y (1Xj|£ wjCj) son NP-dificiles.

Tomando algunas ideas del teorema (4.5), se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 4.8. Elproblema (1|sjkIE Cj) es NP-dificil.

Demostracién. Demostraremos que el caso especial (1|sjk,pj = 11£ Cj) es NP-dificil. Para lo cual
utilizaremos también un caso particular (NP-dificil) del problema del agente viajero, en el cual, la
maxima distancia entre dos ciudades es menor que cierto entero b e N. Partiendo de la variante
del problema en la cual el agente no debe necesariamente regresar al lugar de origen. Sea m el
numero de ciudades a visitar en un problema del agente viajero, al cual vamos areducir el problema

(1]j1£C).

En el problema de calendarizacion habrad en total n = bm3 pedidos, los primeros m a los cuales
I[lamaremos pedidos "delanteros”, corresponden a las ciudades, de manera que (analogamente a 4.5
) los tiempos de preparacion entre dos pedidos corresponden justamente a la distancia dist(j, k). En
general, se cumple lo siguiente:

dist(j k) si 1< k<m

0 si 1<j<m<k<n
2(bm)6 si 1<k<m<j<n
0 si m<j,k<n

0 si j=0yl<k<n

\

El tiempo de preparacion de uno de los pedidos delanteros a uno de los pedidos traseros siempre es 0
(segunda linea), mientras que en orden inverso, se aplica un tiempo de preparacion muy alto 2(bm)6,
los demés tiempos de preparacion son iguales a 0. Finalmente, todos los tiempos de procesamiento
son iguales a 1.
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4.1 Modelos de una sola maquina

En seguida notamos la siguiente propiedad de un calendario 6ptimo: un pedido trasero nunca se
puede colocar directamente antes de uno de los delanteros. Si fuera asi, la funcion objetivo seria
mucho mayor que 2(bm)6. Pero claramente, el calendario dptimo tiene una funcion objetivo menor
que ese valor. Consideremos ahora el tiempo total de procesamiento Cmax en el caso en que todos los
pedidos delanteros se ejecutan primeramente. Entonces, entre los primeros m pedidos hay tiempos
de preparacion cuya suma es menor o igual que b(m —1). Considerando los tiempos de preparacién,
Cmax es menor o igual que b(m —1+ m3) y puesto que Cj < Cmax < b(m —1+ m3) < 2 (bm)s y hay
m pedidos, la funcion objetivo £ Cj es seguramente menor que 2 (bm)®é.

Ahora ya sabemos que todos los pedidos delanteros se deben ejecutar al principio. Por otro lado se
debe notar que £ Cj solo es minimo cuando Cmax lo es, lo cual se justifica de la siguiente manera:
el ultimo de los primeros pedidos (el cual determina Cmax) tiene un tiempo de terminacion menor
0 igual que bm, la suma de los tiempos de terminacion de los primeros m pedidos es por lo tanto
menor que bm2. De manera que si se puede reducir Cmax por una unidad, se reducen los tiempos de
terminacion de los pedidos traseros tambien por una unidad, lo cual da en total bm2 unidades.

Se debe entonces minimizar el tiempo total, lo cual sucede cuando el problema correspondiente del
agente viajero se minimiza. |

De lo anterior, se concluye que el caso ponderado (1|sjk|£ WjCj) , que es mas general que el tratado
en el teorema, también es NP-dificil.

Ahora consideraremos otro problema que se puede resolver de manera simple, a saber
(15jk,prmtn £ Cj). En un problema planteado de esta manera, se permite interrumpir el
procesamiento de un pedido, en particular cuando se presenta otro con menor tiempo de
procesamiento. En este caso, los pedidos se ordenan en forma creciente por el menor tiempo de
procesamiento restante (SRPT-shortest remaining processing time). EI algoritmo correspondiente
que se muestra a continuacion nos da el calendario de procesamiento éptimo.

Algoritmo 5 (1Xj,prmtn| £ Cj)

1. Inicializacion : SeaJ = {1,..., n} el conjunto de los pedidos que faltan por calendarizarse. Mas
aun, sean pjy = pj,Vj e J el tiempo restante de procesamiento del pedido j. El momento inicial es
t=0.

2. Establecimiento del préximo pedido : Elijase un pedido

i & mbn
Je{l,...,n},r]'<tpJ

es decir, el pedido, con el menor tiempo de procesamiento entre los disponibles. Sea

r(mn) := min
je{1,...n}rj>t

el momento mas cercano en que un pedido esta disponible.
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4.1 Modelos de una sola maquina

Si j* existe, hagase t = r(min) e ir al paso 2. Si r(mn) < t+ pj* (El pedido j* no se puede completar
antes antes de que se termine algun otro), ir al paso 3, en caso contrario ir al paso 4.

3. Interrupcidn : Ejecutar el pedido j* hasta el momento r(min) e interrumpir el procesamiento.
Hacer pj* = pj* —r(mm) + 1y t = r(min). Ir al paso 2.

4. Terminacion de un pedido : Ejecutar el pedido j * hasta su terminacion. Hacert = t + pj* vy
eliminar j*de J. Si J no es vacio ir al paso 2.

Ejemplo 4.4. Consideremos el siguiente caso del problema (1Xj,prmtn| £ Cj)

Al aplicar el algoritmo definido anteriormente, se tiene que al principio solo los pedidos 1y 2
estan disponibles. Se calendariza primero el pedido 1, pues es el que tiene el menor tiempo de
procesamiento. El pedido 3 esta disponible en el momento 2, de manera que nos encontramos en el
punto 3 del algoritmo por lo que el proceso 1 solo se ejecuta hasta el momento 2. Lo cual significa
que nos encontramos en el momento 2 y al pedido 1 lefaltan 4 unidades para su terminacion.

Entre los tres pedidos restantes, el no. 3 tiene el menor tiempo de procesamiento, por lo que se
puede ejecutar completamente (paso 4 del algoritmo). Enseguida se termina el pedido 1, deforma
que nos encontramos en el momento 9y solofaltan por terminarse los pedidos 2y 4. Aqui se debe
notar que el pedido 2 es el Gnico disponible hasta el momento 14y en ese tiempo todavia lefaltan 3
unidades de procesamiento por lo que se continlaprocesando hasta elfinal y en seguida se procesa
elpedido 4.

El calendario 6ptimo se muestra en el siguiente diagrama de Gantt.

5 ¢c =9 17 C4=21
Méquina Tl T3 T1 T2 T2 T4
1 1 1 e H
Tiempo O 5 10 15 20 25

Figura 4.2: Calendario 6ptimo del ejemplo 4.7.

Se puede ver que la generalizacién del problema con la suma ponderada (1Xj,pmtnl £ WjCj) es
NP-dificil, véase Labetoulle el al. [27]. O
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4.1 Modelos de una sola maquina

4.1.3. Funciones Objetivo Dependientes de L, T y U

Considerémos primero la funcién objetivo Lmax. Puesto que Cmax es un caso especial de ellos,
significa que los problemas que son dificiles con la funcion objetivo Cmax también lo son con la
funcién Lmax. En particular, el problema (11sjklLmax) es NP-dificil porque (1IsjklCmax) lo es.

En cambio, el problema (1|preclLmax) es facil de resolver, lo cual se logra con una extensién del
Algoritmo 4.

Algoritmo 6 (1|prec|Lmax)
1. Inicializacion : SeaJ = {1,..., n} el conjunto de los pedidos que faltan por calendarizarse.

2. Establecimiento del préximo pedido : Elijase un pedido j e J, para el cual no hay otro pedido
en J que deba ejecutarse antes de j y cuyo tiempo de entrega sea el menor.

Si no existe tal pedido, entonces debe existir un ciclo en la grafica de precedencia y el problema no
se puede resolver.

3. Recursion : Planificar j como el siguiente pedido y eliminarlo de J. Si J esta vacio terminar, en
caso contrario regresar al paso 2.

Si en cambio se debe considerar los tiempos de llegada rj el problema se vuelve NP-dificil, su
demostracién se puede encontrar en (Lenstra el al. 1977), la cual incluiremos aqui, debido por una
parte a que es un problema prototipo de demostracién de complejidad y por otra parte a que utiliza
la reduccidén a uno de los clasicos problemas NP-dificil: el problema de particion 3.

Teorema 4.9 (1|rjlLmax). Elproblema 1|rjILmax es NP-dificil.

Demostracién. Para demostrar que se trata de un problema NP-dificil, se reducira a una problema
de particion 3, el cual se define como sigue:

CASO: Dado un problemaA con justamente 3m, m e N, tal que para todo elemento a e A, se define
su “tamafio” pae N, de forma que B := Ea(mPa sea un entero con | < pa < B.

CUESTION: ¢Es posible encontrar una particion de A en m subconjuntos S1,...,Sm de forma
que £ aeSipa = B para todo i e {1,..., m} ?, lo cual significa que cada subconjunto Si consta de
justamente 3 elementos.

Asi que partiendo de un problema de particion 3, construiremos un problema 1|rjlLmax, para el cual
existe un calendario con Lmax = 0 siy solo si el problema de particién 3 es decidible.

Para el problema 11rjlLmax se tendran 4m —1 pedidos, de los cuales a los ultimos m —1 pedidos, es
decir, los pedidos 3m+1,3m+ 2,..., 4m —1los llamaremos los ”bloques "para los cuales su tiempo
de procesamiento es B, es decir:

pa=B, Vae {3m+ 1,...,4m—1}
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4.1 Modelos de una sola maquina

Los tiempos de llegada son:
r3mtl = B, r3m+l = 3B, r3m+l = 5B etc-
Los tiempos de entrega son:
d3m+l = 2B,d3m+1l = 4B,d3m+l = 6B etC
La relacion entre los tiempos de llegada y entrega es tal que los pedidos deben procesarse

inmediatamente de forma que se obtenga Lmax = 0. El orden de los m —1 bloques se representa
en la siguiente figura:

t T B F B H e em3B 2m2)B (2ml)

Figura 4.3: Calendario S(j)=j.

El resto de los 3m pedidos tienen un tiempo de proceso dados justamente por el caso del problema
de particién 3, o sea: pj,j e {1,...,3m}, todos estos pedidos tienen tiempo de llegada 0, es decir
ri=0,j e {1,...,3m}, y sus tiempos de llegada son dj = (2m —1)5,j e {1,...,3m}. Si el caso
de particion 3 es un caso afirmativo (SI), entonces se deben planear los bloques justamente en el
tiempo como lo ilustra la figura y los otros pedidos se pueden colocar en las aberturas entre los
bloques, de manera que el problema 1|rjlLmax posee un calendario con Lmax = 0. Por otra parte, si
existe un calendario de 1|rjlLmax con Lmax = 0, entonces se utilizan los espacios entre los bloques
completamente y en cada espacio se procesan justamente tres pedidos. De esta manera se obtiene
una particion del problema de particion-3 que muestra que se trata de un caso positivo.

Si este problema se transforma de manera que se permitan interrupciones, entonces se trata de
un problema con solucion en tiempo polinomial. Por el momento no veremos explicitamente
el algoritmo para 1|rj,pmtn\Lmax, pues es esencialmente el algoritmos del esquema 3. La unica
diferencia es que en el paso 2, no se elige el pedido con el tiempo restante de procesamiento mas
corto, sino el pedido con el mas proximo tiempo de entrega, es decir: j e jeT;andj.

Consideremos ahora como funcion objetivo el numero de pedidos retrasados £ Uj. Puesto que este
problema es una generalizacion de Lmax, claramente los problemas 1Xj|£ Ujy 1kjk|£ Uj son ambos
NP-dificiles. Solo queda una generalizacion:

Teorema 4.10. (1|prec| £ Uj). Elproblema (1|prec| £ Uj) es NP-dificil.

Demostracién. EIl caso especial, en que la relacion de precedencia se presenta como cadenas (es
decir solo hay una tarea inicial y una final) y ademas los tiempos de procesamiento son iguales,
también es NP-dificil. La demostracion de este teorema denotado como (1l|chains, pj = p| £ Uj) se
encuentra en Lenstra y Rinnooy Kan [25]. |

76



4.1 Modelos de una sola maquina

A diferencia de los problemas de clase P que se presentaron en el capitulo 1 y estaban
caracterizados por su simplicidad, en este parrafo, no presentaremos ningun algoritmo para el
problema (1Xj,pmtn|£ Uj), en el trabajo de Lawler [28] se presenta un algoritmo basado en
programacién dindmica, el cual estd fuera de los propdsitos de este trabajo.

Después de haber investigado el efecto de generalizaciones en problemas simples de una sola
maquina, dirigiremos nuestra atencion ahora a las tres funciones objetivo “dificiles”: £ WjUJ,£E T vy
£ WjTj y trataremos de ver si se pueden resolver de manera facil en algunos casos especiales.

Para la funcion objetivo £ WjUj, el caso especial de tiempo de entrega Unico (1|dj = d| £ wjUj),
como ya se ha visto, es equivalente al problema de la mochilay por lo tanto dificil. En cambio, en el
caso de que los tiempos de procesamiento sean idénticos, existe un algoritmo de tiempo polinomial
que siempre proporciona un calendario 6ptimo. Para este propdsito se necesita no solamente que
los tiempos de procesamiento sean idénticos, también deben coincidir en peso, en el sentido que se
especifica abajo:

Definicion 4.3. Tiempos deprocesamientoy pesos coincidentes. En unproblema de calendarizacion,
se dice que los tiempos de procesamiento y pesos coinciden (6 también que son agradables), sipara
cada par de trabajos j y k con pj < pk se cumple entonces que Wj > Wk. En otras palabras, si el
tiempo de procesamiento de un pedido es menor que €l de otro, entonces supeso no debe ser menor
que él del otro.

El procedimiento es fuertemente similar al de Moore (Algoritmo 1), por cierto que en el paso 3 se
debe precisar exactamente, cual de los pedidos se debe recorrer hasta el final. En este caso es otra
vez el trabajo mas largo. Si éste es el mas largo, entonces tiene el peso mas pequefio, pues se supone
que los tiempos de procesamiento y los pesos son agradables. En caso de que haya varios pedidos
de la misma duracion (por ejemplo, cuando pj = p para todos los trabajos), entonces se elige entre
estos pedidos el que tenga el menor peso.

Algoritmo 7 (1|pj = p| £ wjUj, l|lagradable| £ wjUj)

1. Inicializacion: Ordenar los trabajos en forma no decreciente de acuerdo a su tiempo de entrega,
de manera que se tiene: d1< dleee < dn, entonces el calendario inicial es S(j) = j,Vj e {1,...,n}
y se hace U := 0.

2. Criterio de fin: SiCj < dj,V,j e {1,..., n} que satisfacen S(j) < n—U, terminar.
3. Determinacion del trabajo que se va a recorrer:

Sea k := argmin{S(j) ICj > dj,S(j) < n—U,j e {1,...,n}} el trabajo que primero se programa
dentro de todos los que estan retrasados. Dendtese porJ(®K) := {j e {1,...,n}] 1< S(j) < S(k)} al
conjunto de los primeros S(j) trabajos. El conjunto L := {j e J(K)|pj = max{p:Mj' e J(K)}} denota
todos los pedidos que tienen el mayor tiempo de procesamiento entre los primeros S(k) pedidos.
Entre éstos, seal e argmax{wj|j e L} un trabajo con el menor peso.
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4.1 Modelos de una sola maquina

4. Recorrimiento del trabajo: Definase el siguiente calendario:

(n Si j=1
S'(J) = <S(j) —1 Si S(I)<S(j) <n
S() Otro caso

Hacer S:= S, U:= U+ leiralpaso 2.

Para la funcion objetivo £ Tj, trataremos los casos especiales del mismo tiempo de procesamiento
y el mismo tiempo de entrega.

El caso (1pj = p| £ Tj) es de facil solucion, lo cual se deduce del hecho de que (1pj = p|E WTj)
es de facil solucion, como se mostrara utilizando resultados del siguiente problema.

El problema de la asignacion: Dados dos conjuntos A y B de la misma cardinalidad, digamos
n = |Al = |B|, de manera que al elemento j e A se le asigna el elemento k e B y un costo Cjk, se
trata de encontrar la asignacion que minimiza la cantidad £ jeACjk. Se sabe que este problema esta
en la clase P.

Considerando ahora el problema (1|pj = 1| £ WjTj), éste se puede reducir a un problema de
asignacion en el que a cada pedido se le asocia su posicion en el calendario, es decir, el conjunto A
consiste de los pedidos y el conjunto B de las posiciones de cada pedido en el calendario. Los
”costos” Cjk de una tal asignacién del pedido j a la posicién k se pueden considerar como la
contribucidn de ese pedido a la funcion objetivo, es decir Cjk := WjTj, mediante esta transformacion
(que se puede efectuar en tiempo polinomial), se demuestra que ambos problemas son equivalentes.

El argumento se puede extender sin dificultad al problema (1pj = p| £ WjTj) por lo que esta también
en P.

Solo queda por resolver el problema (14j = 11 Tj):

Teorema 4.11 (14j = d|£ Tj). El problema (1dj = d|£ Tj) se puede resolver en O(nlogn)
pasos, el calendario 6ptimo se obtiene ordenando los pedidos en orden creciente del tiempo de
procesamiento (SPT: Shortest Processing Time).

Demostracién. Se debe notar primeramente, que debido a que el tiempo de entrega d es el mismo
para todos, el orden de los pedidos que se deben terminar en ese momento es irrelevante. Para
los trabajos que queden fuera de este termino, solo se debe minimizar la suma de sus tiempos de
terminacion.

Supongamos que hubiera un mejor calendario, diferente al proporcionado por la regla SPT.
Consideremos una par de pedidos (i,j) para los cuales pi > pj y Ci < Cj “Orden incorrecto”).
Si se intercambian estos trabajos, se obtienen nuevos tiempos de terminacién, digamos Chuevo y
Cjuevo. Los tiempos de terminacion de los trabajos anteriores permanecen obviamente sin cambio.
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4.1 Modelos de una sola maquina

Claramente se tiene cnuevo = Cj, de manera que tampoco cambian los tiempos de terminacion de
los trabajos siguientes. Mas aln, se cumple Cnuevo < Ci. En caso de que Cj > d, se disminuye el
valor de la funcién objetivo, si no es asi, entonces permanece constante. Mediante intercambios
sucesivos de pedidos contiguos de la manera indicada, se llega al calendario dado por la regla SPT,
sin empeorar el valor de la funcidn objetivo. Lo cual es una contradiccién a la suposicion de que el
calendario original es mejor que el dado por la regla SPT. |

Por ultimo, falta considerar como caso estandar de los modelos de una méaquina el problema
(11dj = d|£ WjTj). Cuya demostracion se puede encontrar en la literatura.

Teorema 4.12. Elproblema (11j = d|£ WjTj) es NP-dificil.

Demostracion. Véase Yuan [31]. |

En opinidn de los expertos, parece improbable que exista un procedimiento de orden polinomial
para este problema.

Los resultados de este capitulo estdn resumidos en la siguiente tabla. Los cuales ya se han analizado
en este capitulo o como una consecuencia del Corolario 3.31.

Generalizacion Caso especial
y\j3 rj prec sjk P35 Pj=P @ o
Cmex p P P NP-dif. P P P
L max p NP-dif. P NP-dif. P P P
£C p NP-dif. NP-dif. NP-dif. P P P
£ wWjCj p NP-dif. NP-dif. NP-dif.  NP-dif. P P
£ uj p NP-dif. NP-dif. NP-dif. P P P
£wjUj NP-dif. P NP-dif.
£ tj NP-dif. todos NP-dificil P P
£wjtj NP-dif. P NP-dif.

Tabla 4.1: Resumen de complejidad
de los problemas de calendarizacion
de una maquina determinista.
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4.2 Modelo de dos maquinas en paralelo

Antes de terminar este trabajo relativo a la complejidad, haremos algunas observaciones respecto al
método de generalizar o reducir a un problema particular.

Observaciones:

1. Se debe notar, que el caso de interrupcién pmtn (reciprocamente rj,pmtn ) en general no se
puede considerar ni como generalizacion ni como caso especial. A pesar de que aqui hemos
tratado esencialmente casos, en los cuales al agregar pmtn el problema se simplifica, pero no
siempre es el caso. En esta situacion se deben hacer algunas observaciones. El valor de la
funcion objeivo no empeora agregando interrupciones, pues siempre se puede establecer un
calendario sin interrupciones. Lo peor que puede pasar €s que en un caso con interrupciones
la funcion objetivo se vuelva NP.

2. El caso de una sola maquina es un caso especial de las otras propiedades de las maquinas
mencionadas en este trabajo, tales como Pm,Fm,Jm y Om, asi que un problema que sea
NP-dificil en una sola maquina, también lo es para Pm,Fm,Jm y Om.

4.2. Modelo de dos maquinas en paralelo

Recordando el problema de particion general definido en el capitulo anterior, que establecia: ;Dado
un conjunto de k enteros no negativos al,...,ak, existe un subconjunto I C {1,...,k} tal que

£ aj= £ aj?

jei jeic

Para este problema podemos elegir en particular al conjunto {6,7,7,2,3,3,3,10,8,15}. Si
pensamos los elementos del conjunto anterior como los tiempos de procesamiento de 10 trabajos
tal como aparecen ordenados, obtendremos la siguiente tabla.

j 1234567 8 9 10
pj 6 7 7 2 3 2 2 10 8 15

Utilizando dos maquinas idénticas en paralelo para procesar los trabajos anteriores y considerando
como objetivo a minimizar el intervalo de tiempo en el que se procesa completamente la totalidad
de los trabajos, es decir, Cméx (makespan) obtenemos el calendario de la figura 4.4.

En este caso, el tiempo total de procesamiento en el calendario anterior es igual a 31, lo que
significa que cualquiera de las dos secuencias organizadas puede ser elegida como una particion
del problema general, es decir, si elegimos la secuencia de trabajos de la maquina 1 0 la méaquina 2
como una particion del conjunto {6,7,7,2,3,3,3,10,8,15}, en ambos casos se cumple la condicion
del problema de particion general. El siguiente teorema establece la relacion entre el problema de
particion y el de calendarizacion P2||Cmax.
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4.2 Modelo de dos maquinas en paralelo

Maéquina 2 T8 T2 T9 T1
Maquina 1 T7 T6 T5 T4 T3 T10
I t
1 1 1 1 1 1 1 1 !
Tiempo 0 4 8 12 16 20 24 28 32

Figura 4.4: Calendario 6ptimo para dos maquinas.

Teorema 4.13. Elproblema general de particion se reduce a (P2||C max).

Demostracion. Sea (ai,...,an) una instancia del problema de particion. Para crear una instancia
del problema (P2||Cmax) debemos considerar el nUmero de trabajos n, donde a cada trabajo j se le
asigna un tiempo de procesamiento aj. Dado que la suma

L aj=2L aj,
JeA jel

para alguna particion | de A, es claro que dicha asignacion se realiza en tiempo polinomial y es facil
ver que existe una particion de A siy solo si hay un calendario con el tiempo de procesamiento total
nomayora2 L aj. |

JeA

En la seccion 3.1.3 se habl6 acerca del modelo no determinista de varias cintas y especialmente en
la figura 3.6 se presentd la maquina de tres cintas no determinista que verifica en tiempo polinomial
una instancia del problema de particion. Con los teoremas 3.1 y 3.2 es facil ver que el problema de
particion en su version determinista es un problema intractable acotado exponencialmente.

Aunque el problema de particién puede ser reducido a P2 JCmax, para este Gltimo no existe esperanza
alguna de encontrar un algoritmo de tiempo polinomial para resolverlo cuando se consideran
tiempos de procesamiento arbitrario, pues el teorema anterior establece que P21Cmax es un problema
NP-dificil. Sin embargo, al permitir ciertas restricciones al modelo de calendarizacidén anterior
es posible calcular facilmente el Cmax, en particular si consideramos tiempos de procesamientos
idénticos para cada pedido [49].

En particular, el modelo de calendarizacion de m maquinas idénticas en paralelo M1,M2,...,Mm
y n trabajos j, tal que j e {1,2,3,...,n} con tiempos de procesamiento pj que permite asignar
un trabajo a varias maquinas sin traslapado (pmtn) para el cual se desea minimizar el tiempo de
procesamiento de la totalidad de los trabajos (Cmax) es posible resolverlo polinomialmente mediante
la siguiente cota,

n
LB := max{maxpj,(L Pj)/m}.
j =1
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4.2 Modelo de dos maquinas en paralelo

Como un ejemplo sencillo, consideremos n = 5 tareas, con los tiempos de procesamiento
presentados en la siguiente tabla:

j

P

La construccion de un calendario optimo se presenta en la figura 4.5, la cual se obtiene de calcular
la cota LB de los trabajos de la tabla anterior, esto se puede hacer facilmente como sigue:

5
LB = max{maxpj,(£ pj)/3}
j j=1
= max{8, 10}
= 10.

En este caso la totalidad de los trabajos se completan en 10 unidades de tiempo, el procedimiento
es simple y las implementaciones del modelo pueden realizarse en un tiempo O(n), lo cual es
extremadamente rapido.

Méquina 3 T4 T5
Méquina 2 T3 T4
Méguina 1 T1 T2 T3 t
! t 1 1 1 1 t
Tetqpo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Figura 4.5: Calendario dptimo para una instancia de P3|pmtnlCmax.
Existen una gran variedad de variantes para el modelo de maquinas en paralelo que se pueden

resolver en tiempo polinomial, referente a problemas de maquinas en paralelo dentro de la clase
NP-completa se puede consultar al articulo de Ullman [18].
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Capitulo 5
Conclusiones

Este trabajo fue inspirado en una situacion real de maquinas en paralelo, pero debido a la naturaleza
aleatoria del problema fue necesario establecer las nociones fundamentales de la calendarizacion
y su relacién con la nocién de computacion y complejidad. Lo anterior nos inspiro a investigar
la terminologia y métodos basicos de los algoritmos de calendarizacion de maquinas secuenciales
estudiando ademas la “dificultad” de sus problemas.

Pretendemos que el presente trabajo se pueda usar como referencia para indagar en problemas mas
generales de calendarizacion como por ejemplo el problema de piso de trabajo (Job Shop), flujo
de taller (Flow Shop), maquinas en paralelo, etc. También deseamos que pueda servir como fuente
para abordar de forma general la nocion de complejidad de problemas computacionales.

Para concluir, diremos que en este momento contamos con las bases necesarias para atacar el
problema mencionado inicialmente, el cual hemos encontrado que se resuelve con la técnica de
programacién dinamica estocastica y requiere también un andlisis bastante amplio.
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