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PRESERVACION DE LIMITES INVERSOS Y G-FIBRACIONES BAJO EL FUNTOR DE
PRODUCTO TORCIDO

AURA LUCINA KANTUN-MONTIEL, JORGE ALBERTO SANCHEZ MARTINEZ Y ANAHI ROJAS
CARRASCO

RESUMEN. En este articulo se presentan algunas categorias equivariantes y
los funtores entre ellas, prestando especial atencién en el funtor de produc-
to torcido. Mostraremos que al aplicar este funtor se preservan los limites
inversos y las fibraciones equivariantes.

1. INTRODUCCION

La teorfa equivariante de homotopias se encuentra en la interseccién de dos ramas
de la topologia: la teorfa de homotopias y la teoria equivariante, conocida también co-
mo la teoria de grupos de transformaciones. En la topologia equivariante, en general,
se estudian los G-espacios (espacios topolégicos equipados con la accién continua de
un grupo topolégico) y las G-funciones. Muchos conceptos de la teoria clasica de ho-
motopias pueden trasladarse de forma natural a la teoria equivariante y obtener de
este modo nociones tales como G-homotopias, G-retractos, espacios G-ANR, etc. Asi,
la categoria G-Top de G-espacios y G-funciones es en cierto sentido “paralela” a la ca-
tegoria Top de espacios topolégicos y funciones continuas.

En particular, el concepto de una G-fibracién representa una versiéon equivarian-
te del concepto de una fibracién de Hurewicz, esto es, una G-funcién se llama G-
fibracion si tiene la propiedad de levantamiento de G-homotopias para la clase de to-
dos los G-espacios.
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Dado cualquier subgrupo cerrado H de un grupo topolégico G, resulta natural tra-
tar con la categoria H-Top simplemente restringiendo la accién de todo el grupo en
H. El funtor de restriccién, inducido por el encaje H — G, preserva muchas propieda-
des de los objetos y morfismos en G-Top, por ejemplo, los limites inversos, fibracio-
nes equivariantes, espacios ANR equivariantes, espacios fibrantes equivariantes, entre
otras (ver e.g. [8, Proposition 2.2]). El funtor de restriccion es adjunto derecho al funtor
de producto torcido que asigna a cada H-espacio y cada H-funcién, un G-espacio y
una G-funcién, respectivamente. Bajo ciertas condiciones, el funtor de producto tor-
cido asignard a un espacio H-ANR, un G-ANR ([2, Proposition 3.1]); a un espacio H-
fibrante, un espacio G-fibrante ([7, Corollary 4.6]); a cada H-fibraci6én, una G-fibraciéon
([6, Lemma 6.1]) y al limite de una sucesién inversa en H-Top, el limite de una sucesién
inversa en G-Top (e.g. ver en demostracién de [7, Proposition 4.2]). En este articulo, nos
centraremos en estos dos Ultimos casos, las fibraciones y los limites inversos; a diferen-
cia de las demostraciones presentadas en [6] y [7], el grupo G no serd necesariamente
compacto obteniendo, de hecho, una generalizacién a los resultados presentados en
dichos articulos.

Como principales referencias, donde se encontraran los conceptos y resultados prin-
cipales sobre la teorfa de grupos topolégicos de transformaciones, mencionamos [4],
[10], [15], [16] y [17].

2. PRELIMINARES

Un grupo topolégico es una combinacién entre un grupo y un espacio topolégico
de manera que sus dos estructuras, algebraica y topolégica, estdn relacionadas entre si
por la condicién de continuidad de sus operaciones. Formalmente, un grupo topologi-
co es un conjunto G junto con una operacién binaria - y una familia 7 de subconjuntos
de G, es decir, una terna (G, -, 7) tal que (G, ) es un grupo; (G, ) es un espacio topolé-
gico y las operaciones de multiplicacién G x G — G, (x,y) — x-y, e inversa G — G,

1 son continuas.

X—Xx"
De esta manera, en tales grupos se definen conceptos topolégicos tales como los

axiomas de separacién, compacidad, metrizabilidad, entre otros; asimismo tenemos
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los conceptos de subgrupos, subgrupos normales, grupos cocientes, espacios de clases
laterales, etc.

De ahora en adelante, con la letra G nos referiremos siempre a un grupo topolégico
localmente compacto de Hausdorff; mientras que al elemento neutro de G, lo denota-
remos con la letra e.

Sea Gy la componente conexa de G que contiene a e, decimos que G es casi conexo
si el espacio cociente G/Gy es compacto. En particular, todo grupo compacto y todo
grupo conexo, es casi conexo.

Un grupo de Lie es un grupo topoldgico segundo numerable G con estructura de n-
variedad diferenciable, tal que las operaciones del grupo son funciones diferenciables.
Observemos que todo grupo de Lie ademds de ser localmente compacto, es metrizable
y separable.

Un G-espacio es un espacio topolégico X provisto de una accién continua-: Gx X —
X, (g,x)— gx,de Gen X.

Sean X y Y dos G-espacios. Se dice que una funcién continua f: X — Y, es una
funcion equivariante o G-funcién si f(gx) = g f(x), para cada (g,x) € Gx X.Si f esun
homeomorfismo equivariante, diremos que es un G-homeomorfismo.

Ejemplo 2.1. Si H es un subgrupo de G, el espacio cociente G/ H={gH | g€ G}, esun G-
espacio con la accién por traslaciones izquierdas g - g' H = gg' H y la proyeccion natural
G/K — G/H, gK— gH, donde K < H, es una G-funcion.

Sea X un G-espacio y x € X, al conjunto G(x) = {gx | g € G} se le llama drbita de
x. El espacio orbital de un G-espacio X, es el conjunto de 6rbitas X/G = {G(x) | x € X}
dotado con la topologia cociente con respecto a la proyecciéon orbital 7: X — X/G,
7 (x) = G(x).

Las acciones continuas de grupos compactos tienen propiedades muy agradables,
una de ellas es la siguiente.

Proposicién 2.2. [4, Ch. I, Theorem 3.1] Sea G un grupo compacto y X un G-espacio.
Entonces la proyeccion orbital m: X — X/G es cerrada.
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3. ProbpucTo TORCIDO

Sea H un subgrupo cerrado de G. Si X es un H-espacio, entonces podemos consi-
derar G x X como H-espacio con la accién

h-(g,x)=(gh™", hx).
Definimos el producto torcido G x iy X como el correspondiente espacio orbital
GxpX=(GxX)/H,

y ala H-6rbita del punto (g, x), la denotamos por [g, x].
Se define una accién continua de G en G x 7 X por

g'-1g,x]=1g'g xl,
de esta manera, G x iy X es un G-espacio.

Si H es compacto, el H-espacio X, puede considerarse como un subconjunto del
producto torcido, ya que es H-homeomorfo al conjunto [e, X] = {[e,x] | x€ X} c G xp
X, como lo muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. Sea H un subgrupo compacto de un grupo G y X un H-espacio. En-
tonces la funcion
ix: X—>GxgX

dada por 1x(x) = [e, x], es un H-encaje cerrado.

Demostracion. Observemos que tx = n1d,, donde §.: X — G x X es el encaje cerrado
dado por §.(x) = (e,x) ym: Gx X — G x g X es la proyeccién orbital. Luego, 1x es con-
tinua. Ademads, como H es compacto entonces, por la Proposicién 2.2, 7 es cerraday,
como §, es cerrado, entonces 1y también lo es.

Ahora veamos que 1x es inyectiva. Sean x, y € X tales que 1x(x) = 1x(y). Entonces
le, x] = [e, y]; luego, existe h € H tal que (e, y) = (eh™ !, hx) porlo que, en este caso, h = e,
lo que implica que x = y.

Finalmente, 1x es H-equivariante ya que 1x(hx) = [e, hx] = [eh, x] = hle, x] = hix(x)
paratodaxe Xy he H. O

Ademads, muchos G-espacios tienen una estructura natural de producto torcido.
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Proposicién 3.2. [1, Lemma 3.5] Sean H un subgrupo compacto de un grupoG, f: X —
G/ H una G-funciény A= f~'(eH). Lafunciény: Gx gy A — X definidacomoy((g,al) =
ga es un G-homeomorfismo.

4. ALGUNAS CATEGORIAS EQUIVARIANTES

La teoria de categorias nos permite unificar y simplificar diversas propiedades de
estructuras matematicas y, asi, trasladar problemas matematicos de un campo a otro.
Para conocer mds y aprovechar los conceptos y métodos de esta teoria, recomendamos
[3], [9] y [14]. Iniciaremos esta seccién recordando algunos conceptos bésicos.

Una categoria € consiste en una clase de objetos Ob(%) y una clase de morfismos
Mor (%) tales que

() Para cada morfismo f, existen objetos dom(f) y cod(f), llamados dominio y co-
dominio de f, respectivamente. Si A = dom(f) y B = cod(f), escribimos f: A —
B.
(1) Dados dos morfismos f: A— By g: B — C, existe un morfismo go f: A — C,
llamado la composicionde fy g.

Esta composicién es asociativa siempre que esta definida. Esto es, si los mor-
fismos f, g y h son tales que cod(f) = dom(g) y cod(g) = dom(h), entonces
ho(gof)=(hog)of.

(111) Para cada objeto A existe un morfismo 1,4: A — Allamado el morfismo identidad
de A, tal que para todo morfismo f: A— B, foly=f=1po f.
(1v) Para cada par de objetos Ay B en Ob(%¥), la clase

6 (A,B)={f1|feMor(¥),dom(f)=Ay cod(f) =B}
es un conjunto.

Sean €y 2 dos categorias, un funtor F: € — 2 es una aplicacién que envia objetos
en objetos y morfismos en morfismos tal que

(@) F(f: A= B)=F(f): F(A) — F(B),
(b) F(gof)=F(g)oF(f),
() F(14) =1Fr).
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Decimos que un funtor F: € — 2 es un isomorfismo de categorias si existe un funtor
K: 92 —-%¢talque KoF=1¢yFoK=1g.

Si H es un subgrupo de un grupo topolégico G, podemos considerar las siguientes
categorias:

= G-Top, cuyos objetos son los G-espacios y sus morfismos son las G-funciones.
= H-Top, cuyos objetos son los H-espacios y sus morfismos son las H-funciones.

» G-Topg,y, la categoria de G-espacios sobre G/ H, cuyos objetos son las parejas
(u, X), donde X es un G-espacio, u: X — G/ H es una G-funcién ylos morfismos
[ (w,X)— (v,Y) son todas las funciones G-equivariantes f: X — Y tales que
vof=u.

G/H

Entre ellas podemos definir los siguientes funtores:

] resg: G-Top — H-Top. El funtor de restriccién inducido por el homomorfis-
mo de inclusién H — G (ver e.g. [6, §3]), que considera todos los G-espacios
y G-funciones, como H-espacios y H-funciones, simplemente restringiendo la
accién de todo G en H. En otras palabras, la accién de H en X estd dada por la
composicion Hx X — Gx X — X.

» G xy—: H-Top — G-Top. El funtor de producto torcido, que asigna a cada H-
espacio X, el G-espacio G xg X y a cada H-funcién f: X — Y, la G-funcién
Gxpgf: GxygX — GxgY definida como [g, x] — [g, f(x)].

s S: H-Top — G-Topg, . El cual asigna a cada H-espacio X, el par (px, G x g X),
donde la G-funcién px: Gx g X — G/ H se define como [g, x] — gH ya cada H-
funcién f: X — Y, sele asigna el morfismo Gx g f: (px, GxgX) — (py,GxgY),
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esto es, el morfismo

Gx
GXHX —Hf> GXHY

PN
G/H

» T: G-Topg, y — H-Top. El cual asigna a cada par (u, X), el H-espacio u™!(eH)y
acadamorfismo f: (v, X) — (v, Y),la H-funcion f | ,-1(opp: u™ (eH) — v (eH).
Efectivamente, es claro que, para cada morfismo f en G-Topg, g, T(f: (1, X) —
WY)N)=T(f): T(u, X)) — T((v,Y)). Ahorabien,si f: (u,X) = (v,Y)yg: (1, Y)
— (w, Z) son dos morfismos en G-Topg, 7, 1a composicién go f es una G-funcién
X — Ztalque wogo f =u.

De la conmutatividad del diagrama

x Loy 2,

N

se desprende que si x € u~!(eH), entonces f(x) € v~ (eH). Luego, para cada
xeul(eH),

T(g0 )0 = (8 ) lutorn () = §(F Lt erp ()
= (g |V’1(eH) of |u’1(eH))(x)
=T(g)o T(f)(x).

Finalmente, para cada x € u"YeH),

T ,x) (%) =1 105y (X) =X =17@,x) (X).

Ahora bien, las categorias H-Top y G-Topg,; son equivalentes, mds adn, son iso-
morfas.

Proposicion 4.1. Sea H un subgrupo compacto de G. Las categorias H-Top y G-Topg,
son isomorfas.
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Demostracién. Consideremos los funtores Sy T descritos anteriormente.
Sea X un H-espacio. Entonces

(To8)(X) =T(px,Gxpy X) = px'(eH) = e, X]

que, por la Proposicién 3.1, es H-homeomorfo a X.
Sea f: X — Y una H-funcién. Entonces

(ToS)(f: X—=Y)=T(Gxuf: (px,GxgX)— (py,GxpY))
=G Xt [y em: Px' (eH) = py' (eH)
=GXHf|p)_(1(€H): [e,X] nd [e, Y]

y de nuevo, por la Proposiciéon 3.1, esta funcién es H-equivalentea f: X — Y.
Consideremos ahora la G-funcién u: X — G/ H. Entonces

(So T)(u, X) = S(u™ (€M) = py1(omy: Gxpu'(eH) — G/ H,
pero, por la Proposicion 3.2, G x g u~Y(eH) es G-homeomorfo a X, de esta forma, es
facil ver que p,-1(opp = u: X — G/ H.
Finalmente, tomemos un morfismo f: (¢, X) — (v, Y) en G-Topg, y, entonces
SoD(f: (w,X) = W, Y) =S(f | 1oyt u” (eH) — v (eH))
=Gxu(f L1 em): (Puterny Gt (€H) = (Pyierry, Gx v~ (eH)),

esto es, el diagrama
GxH(fl~1(epp)
_

Gxpyu '(eH) Gxpv (eH
pu‘l$ %u‘l(eH)
G/H
que es equivalente a f

G/H
debido a la Proposicién 3.2 y la definicién de las funciones involucradas.
Asi, hemos probado que ToS=1g.10p Yy So T = 1G-Topy, - O
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No nos adentraremos en la equivalencia de categorias, que es una generalizacién
del concepto de isomorfismo, sino en la adjuncién de funtores, que puede considerar-
se intuitivamente como una forma débil de equivalencia entre dos categorias.

Dados dos funtores F: € — 2y F': € — 2, un morfismo de funtores (o transfor-
macién natural) 7: F — F’, es una familia de morfismos en 9, tx: F(X) — F'(X), uno
para cada X € Ob(%), tal que para cada morfismo f: X — Y en Mor(%¥) el diagrama

TxX ’
F(X) — F'(X)
F(f) F'(f)

Ty ,
F(Y) —— F(Y)
es conmutativo.

Sean F: € — 2 y K: 2 — € dos funtores. Se dice que F es un funtor adjunto iz-
quierdo para K o que K es un funtor adjunto derecho para F, si para todo X € Ob(¥) y
para todo Y € Ob(2), existe una biyeccién

Yx,v): 2F(X),Y) = €X,K(Y))

talquesiu: X' > X, ue €X', X)yv: Y - Y, ve2(Y,Y"), entonces el diagrama
siguiente es conmutativo.

DFX), V) —20, (X, K(Y))

[F(u)*,v*]l l[u*,K(v)*]

X', v

v
2(FX), Y) —— €X', K(Y")

Donde
[Fw*, vil(@ =voaoF(u) y [u*,K(v)1() =K(v)ofou,

para cada homomorfismo a € 2(F(X), Y) y B € € (X, K(Y)), respectivamente.

La definicién anterior de adjuncién es equivalente a la existencia de un morfismo
de funtores 7: 1¢ — (K o F) que cumple la siguiente propiedad universal:
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Paratodo X € Ob(¥), Y e Ob(2)y f: X — K(Y), existe un tinico morfismo f: F(X)—
Y que hace conmutativo el diagrama
f

X — K(Y)
=

Tx ~
2K

(KOF)&X)

Por ejemplo, en H-Top, la familia de H-funciones 1x: X — Gxg X, 1x(x) = [e, x],
para cada H-espacio X, es un morfismo de funtores : 15 1op — (resfl oG xpg—).

Esta transformacion natural : satisface la siguiente propiedad universal: para todo
H-espacio X, G-espacio Y y cada H-funcién f: X — Y, existe una tinica G-funcién
f: G x g X — Y que hace conmutativo el diagrama siguiente de H-espacios.

XLY

.'.\:‘
| 7
GxpgX

Es facil comprobar que tal f: G xpg X — Y, estd definida como f([g, x]) = gf(x),
satisface las condiciones anteriores y es tinica.

Por tanto, el funtor de producto torcido G x iy — es adjunto izquierdo del funtor de
restriccion resg, lo que significa que existe una biyeccidn entre los morfismos en G-
Top y H-Top, como lo expresa la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. [17, Ch. I, Proposition 4.3] Sean X un H-espacioy Y un G-espacio.
Entonces existe una biyeccion natural

G-Top(Gxy X,Y) — H-Top(X, resg(Y)).
donde K -Top(A, B) representa el conjunto de todos los morfismos A — B en K-Top.

Observemos que el isomorfismo de los funtores T'y S en la Proposicién 4.1 significa
que, en particular, el funtor T es, a la vez, adjunto izquierdo y adjunto derecho de S.
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Esta doble adjuncién implica que existen 2 biyecciones naturales

G-Topg, x(S(X), (u,Y)) « H-Top(X, T(u, Y))

H-Top(T (&, Y), X) < G-Topg, (1, Y), S(X)),

donde X es un H-espacioy u: Y — G/ H es una G-funcién.

En la siguiente seccién veremos como podemos emplear de forma natural esta equi-
valencia para preservar el limite de una sucesién inversa al aplicar el funtor de produc-
to torcido.

5. LIMITES INVERSOS

Sea € una categoria. Por una sucesion inversa en 6, nos referimos a la familia X =
{X,-,q{} donde {X;};en €s una familia de objetos en €'y q{: X; — X; son morfismos
definidos para cada par i < j que satisfacen

(@) g!=1x, paracadaieN.
(b) q;o q}c = g siempre que i < j < k.

El limite inverso de X es un objeto X junto con una familia de morfismos {g;: X —
Xi}ien tales que paracada i < j, q; = qlf o g; y que satisfacen la siguiente propiedad
universal:

Para cualquier objeto Y y para toda familia de morfismos {f;: Y — X;};en que satis-
face f; = qu o fj cuando i < j (a tal familia le lamaremos cono sobre X), existe un tinico
morfismo f: Y — X tal que g; o f = f; paracada i eN.

En este caso escribiremos (X, {g;}) = @X o simplemente X = @X Notemos que
la propiedad universal implica la unicidad del limite salvo por homeomorfismos.

Es fécil ver que el limite de una sucesién inversa en G-Top seguira siendo el limite
dela misma sucesién en H-Top al restringir la accién de G a su subgrupo H. Ahora pro-
baremos que también al aplicar el funtor de producto torcido se preservan los limites
inversos.
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Teorema 5.1. Sea H un subgrupo compacto de un grupo G y sea X = {X;, qu } una suce-
sion inversa en H-Top. Si (X, {g;}) = lim X entonces

(G X, (G x gy qi}) =im{G x yy X1, G x r g7}

Demostracién. Sea (Z,{t;}) un cono en G-Top sobre {G x g X;,Gx g ql! }, de manera que
se tiene el diagrama conmutativo

GXHX

Gx
Han GxH{qi+1
GxHq2 GxHqi

GxgXy & GxgXp «—— - —— GxpgXj «+ GxgXjy) — -

i+1
Gxpuq;_, CH

Tiv1

Seanp: GxyX — G/Hy p;: GxygX; — G/ Hlas G-funciones dadas por [g, y] — gH,
paratoda [g,y] € Gxp Y.Entonces p=p;o(Gxpq;)ypj=pio(Gxy qu), paratoda i,
yparatoda j = 1.

Esto es, tenemos los diagramas conmutativos

Gxpq;
GxpgX; ¢———— GxpX

G/H

GXqu
GxpgX; +—— " GxgX;

G/H

Sea A= (p,-ot,-)’1 (eH) luego, porla Proposicion 3.2, podemos considerar Z = Gx 7 A.
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De esta manera, tenemos los siguientes morfismos en G-Topg,
it (piot;,Gxg A) — (pi, Gxpu Xi)
Gxpqi: (p,GxgX)— (pi,Gxg X))y
Gxudl: (pj,GxuXj)— (pi,GxpXy).
Aplicando el funtor T': G-Topg,y — H-Top, obtenemos
TGxuqi)=qi: X —X;
T(Gxuqg)=ql: Xj—X;

Seat?; = T(¢t;): A— X;, entonces (4, {f;}) es un cono sobre X y, como (X, {g;}) = [iLnX,
existe una H-funcién tnica salvo homeomorfismos @: A — X tal que g; o = ;, para
cadaieN.

Luego, la G-funcion ¢ = Gxg{p: Z — GxgX estalque (Gx gg;)op = t;.Estoes, Gx g

X satisface la propiedad universal de limite inverso. Adem4s, las biyecciones naturales
que se desprenden de la Proposicién 4.1 implican que la G-funcién ¢ es tinica. (]

6. G-FIBRACIONES

Por una G-fibracién entendemos una versién equivariante de una fibracién de Hu-
rewicz, esto es, p: E — B es una G-fibracién si para toda G-funcién f: X — E y toda
G-homotopia F: X x I — B tal que F(x,0) = po f(x) para cada x € X, existe una G-
homotopia F: X x I — E tal que hace conmutativo el siguiente diagrama,

1)

Las G-funciones sobre el espacio homogéneo G/ H, donde H es un subgrupo cerra-
do de G, proporcionan un ejemplo importante de G-fibraciones. Por ejemplo, la pro-
yeccién g: G — G/ H, g — gH, conlaaccién de G por traslaciones izquierdas en ambos

f
X ——

X x I —>
donde dy(x) = (x,0).
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espacios, es una G-fibracién para cualquier grupo localmente compacto G ([11, Propo-
sition 4.1]).
Ademas, cualquier G-funcién p: E — G/ H serd una G-fibracién en cualquiera de

los siguientes casos:

= G esun grupo compacto de Lie ([17, p. 54]).

= Gesungrupo de Liey H es compacto ([11, Theorem 4.4]).

= G es un grupo compacto metrizable ([6, Corollary 6.5]).

= G esun grupo casi conexo metrizable y H es compacto ([12, Theorem 4.3]).

Si el subgrupo H es compacto, entonces las fibraciones equivariantes se preservan

bajo el funtor de restriccién res€ como lo enuncia la proposicion siguiente (ver tam-
H

bién [5, Proposition 4.1] y [6, Proposition 3.1]).

Proposicion 6.1. Sea H un subgrupo compacto de un grupo G. Si p: E — B es una G-
fibracion, entonces p es una H-fibracion.

Demostracion. Sea X un H-espacio. Dado el diagrama de H-espacios y H-funciones
f
X —— E
do P

XXIT>B

veamos que existe una H-funcién F: X x I — E que preserva la conmutatividad.
Tenemos el diagrama conmutativo

X ! —
GXHX

do 0_0l p

Gxp(Xx1I)

l‘Xx/ K
I F

E

X x

B
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donde ix y ix«; son los H-encajes cerrados dados en la Proposicion 3.1; fy F son
las G-funciones inducidas por f y F, respectivamente, dadas en la Proposicién 4.2; y
00 =G xpdg; estoes, parax€ X, ge Gy t € I, se definen

ix(x)=le xl,
iXX[(x) t) = [e) (x’ t)])
flg.xh=g flx),
F(g (x,)) =g -F(x,0) y
do(lg, x]) = [g,00(x)].

Ahora consideremos la G-funciény: Gx (X xI) — (Gx g X)xI dadapor [g, (x, 1)] —
([g, x], t). No es dificil ver que y es una G-funcién biyectiva, continua y ademds, como
H es compacto, es cerrada; esto es, y es un G-homemorfismo.

Ahora definamos la G-funcién 6(’): GxgX— (GxygX)xIcomo 66 =7yo do.

Como p es una G-fibracion, existe F: GxgX)xI—E que hace conmutativo el
diagrama

GxgX ;g E
%l lp
GxpyX)xI —— B

Asi, la H-funcién F: X x I — E definida como F = Fo iy, es el levantamiento que
deseabamos hallar. O

Ahora veamos algunas condiciones suficientes para que el funtor de producto tor-
cido preserve también las fibraciones equivariantes, esto es, que a partir de una H-
fibracion, obtengamos una G-fibracion.

Observemos las propiedades siguientes.

Propiedad 6.2. Si f: X — G/ H esunaG-funciényS = f~'(eH), entoncesn: Gxy S — X,
dada por (g, s] — gs, es un G-homeomorfismo.
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Propiedad 6.3. La proyeccion q: G — G/ H es una H-fibracion, donde H acttia en G por
conjugacion, esto es, con la accién h g = hgh™'.

Para que la Propiedad 6.2 se cumpla, es suficiente que se cumpla una de las siguien-
tes condiciones:

= H es compacto y G localmente compacto ([1, Lemma 3.5]).
» Laproyeccién q: G — G/ H tiene una seccién local ([17, Ch. 1, Proposition 4.4]),
en particular, si G es un grupo de Lie.

Ahora bien, para que la Propiedad 6.3 se cumpla, es suficiente que se cumpla cual-
quiera de las siguientes condiciones:

= G esun grupo compacto de Lie ([13, p. 266]).

= G esun grupo compacto metrizable ([6, Proposition 6.3]).

= Gesungrupo de Lie y H es compacto ([11, Corollary 4.3]).

= G es un grupo casi conexo metrizable y H es compacto ([12, Theorem 4.2]).

Las condiciones anteriores son, de hecho, las condiciones suficientes que deseédba-
mos para afirmar que el producto torcido preserva fibraciones equivariantes.

En [6, Theorem 6.4] encontramos que si G es un grupo compacto metrizable, enton-
ces el funtor de producto torcido asignard a cada H-fibracién una G-fibracién. Aunque
en dicho articulo se piden las condiciones de compacidad y metrizabilidad, se infiere
facilmente que las condiciones suficientes para la preservaciéon de fibraciones equiva-
riantes bajo el funtor de producto torcido, son justamente las propiedades 6.2 y 6.3. De
manera que la demostracién del teorema siguiente es, esencialmente, la misma pre-
sentada en [6] pero la reproducimos a continuacién para beneficio del lector.

Teorema 6.4. Sea H un subgrupo compacto de un grupo G tales que las propiedades 6.2
y 6.3 secumplen. Si p: E — B es una H-fibracion entonces la G-funcién inducida

p=Gxgp:GxgE—-GxyB

dada por p((g, y]) = [g, p(y)] es una G-fibracion.
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Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones

X —>f GXHE
0o p

XxI —>F GxyB
ysead: GxyB— G/Hdadapor A([g,b]) =gH,g€G,beB.
Sea A=0;'F'1"!(eH).
Entonces podemos identificar X con G x g A por medio del G-homeomorfismo

n: GxgA—X
(g,al—ga

Asi, tenemos el diagrama conmutativo de H-funciones

Ce

A G

Oola q

Ax] —— GxgB —— G/H
Flax1 A

donde G es un H-espacio con la acciéon h * g = hgh™! y c, es la H-funcién constante
a—e VaceA.

Como ¢q: G — G/ H es una H-fibracion, existe una H-funciéon 9: Ax I — G tal que
00p(@) =ce(@) y god(a,t)=AoF(a,1).

Seay: AxI— G xp Bdadapory(a,t)=(9a,t) 'Fla,t).
Notemos que ¥ es una H-funcién ya que

y(ha,t) = (9(ha, 1)) "' F(ha,t) = (h=9(a, 1)) ' hF(a, 1)
= (hd(a, Hh"H ™ hF(a,t) = h(9(a, 1) *h  hF(a, 1)
=h((a, 1)) 'F(a,t) = hy(a,1).
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Mds atin Sy A~ 1(eH), en efecto, paracadaa€ Ay t € I tenemos

Ay (a, 1) = M(I(a, ) F(a, ) = (O(a, 1) ' A(F(a, 1)
= (0(a, 1) ' qO(a, D) = q((I(a, 1) 9(a, 1)
=q(e)=eH.
Por la Proposicién 3.1, podemos identificar B = {[e, b]|b € B} = A~!(eH); y notemos

que para cada a € A, po f(a) = Fodg(a) € ™1 (eH) = B, lo que significa que f(a) €
5—1
p~—(B)=E.

De manera que podemos considerar el diagrama de H-funciones

fla
A— E

0olA ‘/P

AXITB

Como p es una H-fibracion, entonces existe una H-funciéon : A x I — E tal que
Yody(a) = fla)y potila,t)=wlat).

Para cada x = ga € X definimos la funcién
F:XxI—GxgE

por F(x, 1) = ﬁ(ga, 1) =[gd(a,1),¥(a,t)]. Notemos que F es una G-funcion, ya que para
cada g' € G,

F(g'x,0=F(g'ga,t)=g'gda, 0,V (a, 1)
=g'[gda, 1), y(a 1)) =g'F.
Maés aun
Fody(x) = F(x,0) = [g9(a,0),¥(a,0)]
=[ge f(a)l=lg f@l=gf(a)=f(ga) = f(x)
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poF(x,0) = p(lgda n),¥(a, D)) =[gda, 1), pW(a,n)
=[g9(a, 1), w(a, D] = [gda, 1), a,1) " Fla,1)]
=g0(a, (O (a, 1) " F(a, t) = gF(a, 1)
=F(ga,t)=F(x,1).

Luego F es un levantamiento de Fy, por tanto, jj es una G-fibracion. ]

7. CONCLUSIONES

En este articulo hemos trabajado con algunos funtores entre categorias equivarian-
tes, centrandonos en el funtor de producto torcido G x i —: H-Top — G-Top, el cual se
ha estudiado en [4], [6] y [7] para el caso en el que el grupo G es compacto.

En particular, en [6] y [7] se estudian algunas propiedades de los H-espacios que se
preservan al aplicar el funtor de producto torcido. En el presente trabajo, nos hemos
concentrado en los limites inversos y las fibraciones equivariantes extendiéndonos al
caso no compacto, esto es, se prob6 que, bajo ciertas condiciones que no necesaria-
mente involucran la compacidad de todo el grupo, al aplicar el funtor de producto
torcido a una sucesién inversa en H-Top, se obtiene una sucesion inversa en G-Top
cuyo limite es justamente el producto torcido del limite inverso de la sucesi6on origi-
nal (Teorema 5.1); de igual forma, al aplicar el producto torcido a una H-fibracién, la
G-funcién obtenida es una G-fibracion (Teorema 6.4).
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