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1. Introduccién

Un sistema dindmico es una pareja formada por un espacio topolégico X (es-
pacio fase) y una funciéon f : X — X, y es denotado por (X, f). Ademas, si
X1,..., X, son espacios topologicos, con m > 2y, para cada i € {1,...,m}, f; :
X; — X, es una funcion, se puede definir la funcion [, f; : [T, Xs — [, X,
dada por [[\", fi((z1,...,2zm)) = (fi(z1),..., fm(zm)), para cada (z1,...,2m) €
H?;l X;. Esta funcion es llamada funcidon producto. De este modo, podemos
analizar las relaciones entre los sistemas dinamicos (1) (IT", X, [[i~, fi) v (2)
(Xi, fi), paracada i € {1,...,m}.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva,
débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cadtica en el
sentido de Devaney, minimal, érbita-transitiva, estrictamente o6rbita-transitiva, w-
transitiva, 775, suavemente mezclante, exactamente Devaney caodtica, minimal
inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema. En [11], A. Rojas,
F. Barragén y S. Macias, estudian relaciones entre las siguientes condiciones:

(1) Paracadai e {1,...,m}, ;e My
(2) Hzil fi € M7
considerando espacios topologicos y funciones no necesariamente continuas.

Continuando con el estudio realizado en [11], en este capitulo analizare-
mos relaciones entre las condiciones (1) y (2) mencionadas anteriormente, ahora
considerando las siguientes clases de funciones: exacta en el sentido de Akin-
Auslander-Nagar, completamente exacta, fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitiva, exacta transitiva, fuertemente
exacta transitiva y fuertemente producto transitiva.

Cabe mencionar que este capitulo esta basado en las secciones tres y cuatro del
articulo Conceptions on topological transitivity in products and symmetric products
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II [10]. El contenido se ha adaptado y reorganizado para hacerlo méas accesible y
comprensible para un publico general.

2. Notacion y conceptos basicos

En esta seccién presentamos la notacién y conceptos basicos necesarios para el
desarrollo de este capitulo.

Dado un espacio topologico X y un subconjunto A de X, con int(A) y cl(A)
denotaremos al interior y la clausura del conjunto A en X, respectivamente. Tam-
bién, nos referiremos a los conjuntos de nimeros naturales y enteros no negativos
como N y Z,, respectivamente.

Por otra parte, si f : X — X es una funcién, para cada k € N, la k—ésima
iteracion de f la definimos como la composiciéon reiterada de f consigo misma k
veces y la denotamos por f*. Es decir, f**! = fo f*. Se entiende que f' = f y se
define f° = idx (la funcién identidad en X). Para un subconjunto A de X y k un
entero, usaremos f¥(A) para referirnos a la imagen de A bajo f* cuando k > 0y
la preimagen bajo fI*! cuando k < 0.

En todo este capitulo, m denotara un entero mayor o igual que dos.

Definicién 2.1. Para cada i € {1,...,m}, sea X; un conjunto no vacio. Se define
y denota su producto cartestano como el conjunto:

HXi ={(z1,...,2m) 1 x; € X, para cada i € {1,...,m}}.
i=1

Cuando X1 = Xy = --- = X, al conjunto H:il X; se le denota con X™.

Definiciéon 2.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;,7;) un espacio topoldgico. La
topologia producto X sobre el conjunto T[]~ X; es la topologia que tiene como
base la coleccion f = {Uy x - x Uy, : U; € 73, para cadai € {1,...,m}}. El espacio
topoldgico ([];~, X:,X) se llama espacio producto de la familia {(X;, )}, y
se denota simplemente por H:il X;.

Definicién 2.3. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un conjunto no vacio y f; :
X; = X; una funcion. Se define la funcion producto [[;", f; : [I"; Xi —
[T, X; como:

Hfz ((wlv"'vxm)):(fl(xl)v"'vfm(wm))a

para cada (x1,...,2m) € [[12, X;.
Cuando fi = fo =+ = fm, a la funcion [[}", fi se le denota con f*™.

Definicién 2.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. La 6rbita de un punto x € X
bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto {x, f(x), f>(x),...}. Esto es:

O, f) = {"(a) :n € L.},

Definicién 2.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X. Se
define el siguiente conjunto:

ny(A,B) ={k € N: An f~%(B) # 0}.

Definicién 2.6. Sea (X, f) un sistema dindmico, y x,y € X. Se tiene que x es un
punto:
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fijo de f si f(z) = x;

e transitivo de f sila orbita O(z, f) es denso en X;
e periddico de f si existe k € N tal que f*(x) = 2. El conjunto de puntos

periddicos de f es denotado por Per(f);

recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U,
eziste | € N tal que fl(x) € U;

casi-periddico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x € U, existe | € N tal que f*(x) € U para cada k > 0;

no errante de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U
eziste | € N tal que fL({U)NU # 0;

w-limite de y bajo f si para cualquier k € N y cualquier subconjunto
abierto U de X tal que © € U, emxiste un entero positivo I > k tal que
f'(y) € U. El conjunto de todos los puntos w-limite de y bajo f, es
denotado por w(y, f) y es llamado conjunto w-limite de y.

En el diagrama de la Figura [l| se muestran contenciones entre las clases de
puntos presentadas en la Definicién [2.6] para el caso general, es decir, X espacio
topologico y f : X — X una funcién no necesariamente continua.

Transitivo

Fijo — Peri6dico — Casi-periddico — Recurrente — No errante

FIGURA 1. Relaciones entre clases de puntos.

En [9], se puede encontrar un analisis detallado del diagrama de la Figura

ademas,

mediante la construcciéon de contraejemplos, los autores establecen que

estas contenciones entre clases de puntos son propias.
Las siguientes definiciones se pueden encontrar en [1}, (2] [8], [12].

Definicién 2.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N
tal que f*(U) = X;

mezclante, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V
de X, existe N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N;
transitiva, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y'V de
X, existe k € N tal que fF(U)NV #0;

o débilmente mezclante, si f*? es transitiva;
e totalmente transitiva, si f° es transitiva, para todo s € N;
o fuertemente transitiva, si para cada subconjunto abierto no vacio U

de X, eriste s € N tal que | J;_, [F(U) = X;
cadtica, si es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definicion corres-
ponde al caos en el sentido Devaney [3]);

e orbita-transitiva, si existe x € X tal que cl(O(z, f)) = X;
e estrictamente orbita-transitiva, si existe x € X tal que cl(O(f(x), f)) =

X;
w-transitiva, si existe v € X tal que w(z, f) = X;
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o TT, ., sipara cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y 'V de
X, el conjunto ny(U, V) es infinito;

e suavemente mezclante, si para cualquier funcion transitive fi : X1 —
X1, la funcion f x f1 es transitiva;

e exactamente Devaney cadtica, si f es exacta y Per(f) es denso en
X;

e dispersora, si para cualquier funcion minimal (esto es, si la érbita de
cada punto de X es un conjunto denso en X ), f1 : X1 — X1, la funcidn
f X f1 es transitiva;

e Touhey, si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V
de X, existe un punto periddico x € U y k € Z tales que f*(x) € V;

o un F-sistema, si [ es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X;

e exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar, si para cualquier
par de subconjuntos abiertos no vacios U y'V de X, existe k € N tal que
RO N V) #0;

e completamente exacta, si para cualquier par de subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, existe k € N tal que int(f*(U) N fF(V)) # 0;

e fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar,
si para cualguier subconjunto abierto no vacio U de X, | J;—, f*(U) = X;

o muy fuertemente transitiva, si para cualquier subconjunto abierto no
vacio U de X, existe N € N tal que Ufcvzl HU) = X;

e exacta transitiva, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios
UyVde X, Upey (fR(U) N fR(V)) es denso en X;

e fuertemente exacta transitiva, si para cada par de subconjuntos abier-
tos no vacios U y V de X, se tiene que Jr—, (f*(U) N fE(V)) = X;

e fuertemente producto transitiva, si para cada k € 7., f** es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aqui en adelante nos referimos a las funciones exactas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar como AAN exactas y AAN fuertemente transitivas, respec-
tivamente.

Ademas, ya que toda funcion exacta es sobreyectiva, se tiene que f: X — X
es exacta si y sblo si, para todo subconjunto abierto no vacio U de X, existe N € N
tal que f¥(U) = X, para cada k > N. En lo que resta de este trabajo, utilizaremos
esta equivalencia.

En el diagrama de la Figura[2] se muestran algunas contenciones entre las clases
de funciones de la Definicion Los lectores interesados en la prueba de dichas
contenciones pueden revisar, por ejemplo, [}, 2}, [5 [8], [9].

Por otra parte, al agregar las condiciones adecuadas al espacio fase o a la
funcién, se pueden obtener otras relaciones entre clases de funciones. En [9], se en-
cuentra un andlisis detallado de contenciones entre las siguientes clases de funciones:
AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente transitivas, muy fuerte-
mente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente
producto transitivas.

3. Conjugacion topolégica

En esta seccion presentamos los resultados preliminares necesarios para el de-
sarrollo de la Seccion 4.
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AAN - Completamente

Exacta exacta,
i Suavemente Fuertemente
Sobreyectiva <——— Exacta verteme
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Orbita-transitiva

F1curaA 2. Relaciones entre clases de funciones.

Definicién 3.1. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Se tiene que f y g son
topologicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
ho f = goh. El homeomorfismo h es llamado una conjugacion topoldgica entre

fyg.

Bajo las condiciones de la Definicion [3.1] diremos que f y g son topolégicamente
conjugadas via h.

Observacion 3.2. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, h : X —'Y un homeo-
morfismo y k € N. Si f y g son topoldgicamente conjugadas via h, entonces:

(1) g y f son topoldgicamente conjugadas via h™*,

(2) f*=h"togtohygt=hoffont.

El siguiente resultado se sigue de [7| Proposicion 2.3.29] y [6, Lema 7, p. 51].
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Teorema 3.3. Sean Xi,...,Xm,, Yi,...,Ynm espacios topoldgicos, y para cada
i€ {l,...,m}, fi - X; = Y; una funcion. Para cada i € {1,...,m}, f; es un
homeomorfismo si y sélo si [~ fi es un homeomorfismo.

La prueba del Teorema [3.4]se sigue del Teorema[3.3] No obstante, para facilitar
la comprensién de este capitulo y en consideracion al lector, la hemos incluido.

Teorema 3.4. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, h : X — Y un homeomor-
fismo y k € N. Se tiene que f y g son topoldgicamente conjugadas via h si y sdlo
si f*F y g** son topoldgicamente conjugadas via h*F.

DEMOSTRACION: Supongamos que f y g son topologicamente conjugadas via h.
Por el Teoremal 3.3} h** es un homeomorfismo. Veamos que h*¥ o f** = g*k o pxk.
Sea (71,...,71) € Xk. De aqui,

(%o £*F)((x1,...,21)) =

Asi, f*¥ y ¢g*F son topolégicamente conjugadas via h**,
Ahora supongamos que f** y ¢** son topolégicamente conjugadas via h**.
Sea z € X. De aqui, (z,...,z) € X*¥ y por hip6tesis,

(B o M) ((@,....x) = (g o K F)((x, ..., ))
(h(f (@), h(f(2))) = (9(h(2)), ..., g(h(x)))

Finalmente, (ho f)(x) = (goh)(z), para cualquier z € X. Mas aun, por el Teorema
h es un homeomorfismo. Por lo tanto, f y g son topoldgicamente conjugadas
via h. 0

Existen propiedades dinamicas que se preservan bajo conjugacién topologica,
como vemos a continuacién.

Teorema 3.5. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos, h : X — Y una conju-
gacion topoldgica entre f y g y M una de las siguientes clases de funciones: AAN
exacta, completamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, exacta transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto tran-
sitiva. Se cumple que f € M si y sdlo si g € M.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de Y. De aqui,
h=Y(U) y h=1(V) son subconjuntos abiertos no vacios de X.

Supongamos que f es AAN exacta. Luego, existe k € N tal que f*(h=5(U)) N
FETH(V)) # 0, esto es, b~ (g*(U)) N~ (g (V) = h= ' (g*(U) Ng*(V)) # 0. Por
lo tanto, g*(U) Ng*(V) # 0 y asi, g es AAN exacta.

Supongamos que f es completamente exacta. Asi, existe k € N tal que

int(f* (A1 (U)) N fH (V) # 0.
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Es decir, 1nt(h Yg k(U)) “Lg*(V))) = int(h~(gF(U) N g*(V))) # 0. Sea = €
int(h=1(gk(U ) g (V). Luego existe un subconjunto abierto W de X tal que
)Ngh(v )) Finalmente, h(z) € h(W) C ¢*(U) N g*(V). Por lo

reW Ch i(g*U
tanto, h(x) € int(¢*(U) N g*(V)) y asi, g es completamente exacta.
Supongamos que f es AAN fuertemente transitiva. Se tiene que:

8
8

Ya que f es AAN fuertemente transitiva, (J;—, ¢*(U) = h(X) = Y. Por lo
tanto, g es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar
a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.

Supongamos que f es exacta transitiva. De aqui,

o0

U=ty n fE =t (v))

k=1
es denso en X y, puesto que h es un homeomorfismo, se tiene que

oo

h JEFEGH@) 0 FRTH V)

k=1

es denso en Y. Ademas, utilizando la Observacién parte (2):

W (W1 O) N T V)))

s

U )N fERTHV))) | =

=~
Il
_

(¢"(U) Ng" (V).

I
(@

=~
Il
-

Por lo tanto, g es exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva. De aqui,
oo
U e onnretv) = X,
k=1
lo cual implica que h({Uy—, (f*(h=*(U)) N f*(h~1(V)))) =Y. Finalmente,
o0
U@ w)ng(v)) =Y.
k=1
Por lo tanto, g es fuertemente exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente producto transitiva. De aqui, f** es AAN
fuertemente transitiva, para cada k € Z,.. Por otro lado, por el Teorema fxky

g>* son topologicamente conjugadas via h**. Finalmente, por el tercer parrafo de
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la prueba de este teorema, g** es AAN fuertemente transitiva, para cada k € Z.
Por lo tanto, g es fuertemente producto transitiva.
La prueba del reciproco se sigue de la Observaciéon parte (1). (]

Concluimos esta seccion estableciendo que las funciones ([T, fi)** v [T/, £*
son topoldgicamente conjugadas. Antes tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, k € N,
yhe ([T, X)* — [1%, XF una funcion dada por:
R(((21s )5 os (@, ) = (@], 27, ), (@ s )

Se tiene que h es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: No es dificil verificar que h es una funcién biyectiva. Veamos que
h es una funcién continua y abierta. Sean U un subconjunto abierto de [[/~, XF y
¢ € h~Y(U). De aqui, para cadai € {1,...,m} y todo j € {1,...,k}, existe un sub-
conjunto abierto no vacio Uij de X, tal que h(yp) € HZ1(H§:1 Uf) C U, estoes, v €

O ) 0, 2 107 -

Hf:l (H:’;l Ug), se tiene que 2~!(U) es un subconjunto abierto de (J]i~; X;)*.
Por lo tanto, h es continua.

Ahora, sean U un subconjunto abierto de ([];~, X;)* y ¢ € h(U). Se sigue
que, para cada j € {1,...,k} y cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto

no vacio U7 de X; tal que h='(p) € ]_[?:1 (H;Zl Uf) C U. Mas atn, ya que

W15 (T2, U7)) =TT (TT5, U7), concluimos que ¢ € [T, ([T5_, U7) € h(W).
Por lo tanto, h es abierta y asi, h es un homeomorfismo. ([l

Como una consecuencia del Teorema obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, y
sean k € Ny h : ([, Xi)* — [[~, XF como en el Teorema @ Se tiene
que las funciones ([]i~, fi)F oy [T, fiXk son topoldgicamente conjugadas via el
homeomorfismo h.

De la Observacién parte (1), y los Teoremas y se desprende el
siguiente resultado.

Teorema 3.8. Para cadai € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, y sean
k € N y M una de las siguientes clases de funciones: AAN exacta, completamente
exacta, AAN fuertemente tranmsitiva, muy fuertemente transitiva, exacta transi-

tiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva. Se tiene que
(ITZ, fi)F € M si y sdlo si e, fl.Xk e M.

4. Propiedades dinamicas de funciones producto

En esta seccion estudiamos las relaciones que existen entre las funciones Hzl fi
y fi, para cada i € {1,...,m}, cuando cualquiera de estas es AAN exacta, comple-
tamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente transitiva, exacta
transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva.

En [11] Teorema 3.3], A. Rojas, F. Barragan y S. Macias estudiaron relaciones
entre puntos transitivos, w-limite, aislados y periodicos de las funciones H:’;l fiy
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fi, para cada i € {1,...,m}. Ahora, analizamos el mismo problema considerando
puntos recurrentes, casi-peridédicos y no errantes.

Teorema 4.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, y sea
m - . -,
(@1, xm) € [[;2, Xi. Si(x1,...,2m) es un punto recurrente, casi-periddico o no
m .
errante de Hi:l fi, entonces, para cada i € {1,...,m}, x; es un punto recurrente,
casi-periddico o no errante de f;, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que (1, ... ,Z,,) es un punto recurrente de [\~ f;.
Sean ig € {1,...,m} y U;, un subconjunto abierto de X;, tal que z;, € U;,. Para
cada i € {1,...,m}\{io}, sea U; = X;. De aqui, U = []*, U; es un subconjunto
abierto de []", X; tal que (z1,...,z,) € U. Por hipotesis, existe k € N tal que
(TT, f)E (1, -y zm)) € Westo es, (TT, fF)(z1,...,2m)) € U. Por lo tanto,
¥ (%4,) € Ui, y asi, x;, es un punto recurrente de f;.

La prueba para puntos casi-peridédicos y no errantes es similar a la dada para

puntos recurrentes. U

En el Teorema[4.2] se reemplaza la condicion “X; es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo f;” de [11] Teorema 3.7] por “a; € X; es un punto fijo de f;”
para obtener un resultado anélogo.

Teorema 4.2. Para cada i € {1,...,m}, sean (X, f;) un sistema dindmico y
x; € X, y seaig € {1,...,m}. Se cumple lo siguiente:
(1) Siw(xiy, fiy) = Xiy y para cada i € {1,....,m}\{io}, x; es un punto fijo
de f;, entonces w((z1,...,xm), [11ey fi) = [1ie; X;.
(2) Si cl(O(ziy, fi,)) = Xiy y para cada i € {1,...,m}\{io}, x; es un punto
fijo de fi, entonces l(O((z1, ..., 2m), [[1ny fi)) =112 Xi.

DEMOSTRACION: (1) Tomemos iy € {1,...,m} y supongamos que para cada
i € {1,...,m}\{io}, z; es un punto fijo de f; y que w(z;,, fiy) = Xi,- Sea
(Y1, ym) € 112, X;. Veamos que (yi,...,Ym) € w(@1,...,Zm),[[1=, fi). Sea
U un subconjunto abierto de []", X; tal que (y1,...,ym) € Wy k € N. De
aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un abierto U; de X; tal que (y1,...,ym) €
[T:%, U; € U. Por hipotesis, existe I > k tal que fil0 (z;,) € U;,. Por otra parte,
para cadai € {1,...,m}\{io}, como z; es un punto fijo y ; € U;, f}(x;) € U;. Asi,
(IT~, f) (1, - .., 2m)) € U. Por lo tanto, (y1,...,ym) € w((T1,-- - @m), [[1mg fi)
y asi, w((‘rlv s 7xm)7 H:il fl) = Hzll Xi.

(2) Supongamos que x;, es un punto transitivo. Sea U un subconjunto abierto de
[T, X; tal que (21, ...,2m) € U. De aqui, para cadai € {1,...,m}, existe un sub-
conjunto abierto U; de X; tal que (z1,...,2,,) € H;Zl U; C U. Por hipotesis, existe
| € Zy tal que f (x4,) € Ui,. Por otro lado, ya que para cada i € {1,...,m}\{io},
z; es un punto fijo de f;, se tiene que f!(z;) € U;. Asi,

1

[1#] (@mn)) e [JU c
i=1 i=1

Finalmente, O((z1,...,Zm), [[1ny fi)NU # 0. Porlo tanto, O((z1, ..., xm), [[1n, fi)
es denso en [[", X; y asi (z1...,2.,) es un punto transitivo de [T, f;. O

Teorema 4.3. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, sean
(z1,...,xm) € [I%, Xi edg € {1,...,m}, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea
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x; € X; un punto fijo de f;. Si x;, es un punto recurrente, casi-periodico o no

errante de f;,, entonces (T1,...,Ty) es un punto recurrente, casi-periddico o no
m .

errante de Hi:l fi, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que z;, es un punto recurrente de f; . Sea € un
subconjunto abierto de H:’;l X; tal que (z1,...,2,) € Q. De aqui, para cada
i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto U; de X; tal que (z1,...,Z,,) €
U= H:il U; € Q. Por hipétesis, existe k;, € N tal que fi]zio (x5) € U;y. Por
otro lado, ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, x; es un punto fijo, se tiene
que fiki0 (z;) € U;. Consecuentemente, (Hﬁlffio)((:cl,...,xm)) € U, es decir,
(TT%, fi)Fo((z1,...,2m)) € U C Q. Por lo tanto, (z1,...,2,) es un punto recu-
rrente de T[], fi.

La prueba para puntos casi-periédicos y no errantes es similar a la dada para
puntos recurrentes. (I

Teorema 4.4. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Se
tiene que [[~, fi es AAN ezacta si y solo si f; es AAN ezxacta, para cada i €

{1,...,m}.

DEMOSTRACION: Supongamos que [[;", f; es AAN exacta. Sean ip € {1,...,m},
y Ui, v Vi, subconjuntos abiertos no vacios de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{io},
sean U; = X; y V; = X;. De este modo, U =[[/, U; y V = [[;~, Vi son subcon-
juntos abiertos no vacios de []/", X;. Por hipotesis, existe k € N tal que
k k
m

_Hfi (wn Hfi (V) # 0,

es decir, ([T, fF(U)) N (I, fF(Vi)) # 0. Por lo tanto, f (Ui,) N ff (Vi) # 0y
asi, f;, es AAN exacta.

Ahora supongamos que para cada i € {1,...,m}, f; es AAN exacta. Sean {;
y €2 subconjuntos abiertos no vacios de [, X;. Asi, para cada i € {1,...,m},
existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que U = HZ1 U, C)
y V=T11", Vi C Q. Por hipttesis, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
fk {U;)n fk (Vi) # 0. Sea k = max{ky,...,kn}. Luego, para cada i € {1,...,m},
existe I; € NU {0} tal que k = k; +; y asi,

FEU) NFEWR) = S U) 0 7 (V) # 0.

En consecuencia, ([[;~, fF(U;)) N (IT~ 1f’“(Vl))) # 0. Finalmente, (TT/~, fi)F(W) N

@
(TTi~, £i)5(V) # 0. Por lo tanto, ([T, fi)"(21)N(TT~, fi)" (Qz)#@yasi; | JES
es AAN exacta. O

Teorema 4.5. Para cadai € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, y sea M
una de las siguientes clases de funciones: completamente exactas, AAN fuertemente
transitivas, muy fuertemente transitivas, exvacta transitivas, fuertemente exacta
transitivas o fuertemente producto transitivas. Si H:nzl fi € M, entonces, para
cada i€ {1,...,m}, f; € M.

DEMOSTRACION: Sea ig € {1,...,m}, U;, y Vi, subconjuntos abiertos no vacios
de X;,, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sean U; = X; y V; = X,. Se tiene que
U=T[",U; y V=TI", Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [/, X;.
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Supongamos que H:’;l fi es completamente exacta. De aqui, existe n € N tal

que int(([T7, £)"(W) N (T, £:)5(V)) # 0. Esto es

int

—

Il
-

oy | n(T1Hm) ) | #0.
=1

K2

En consecuencia, (H:’;l int (ff(Ui))) N (H;’;l int (flk(VZ))) # 0, lo cual implica
que int(ff (Ui,) N fE(Vi,)) # 0. Por lo tanto, f;, es completamente exacta.

Supongamos que []}", f; es AAN fuertemente transitiva. De aqui, se tiene que
Une (T2, f)R W) =TT~ Xi. Sea z;, € Xy, y para cada i € {1,...,m}\{io},
sea x; € X;. Claramente ¢ = (z1,...,2m,) € [[=, X;. Luego, por hipétesis, existe
ki, € N tal que ¢ € ([]/~, fi)Fo(U), esto es, p € [, fikiO(Ui). Por lo tanto,
Ti, € fiﬁo (Ui) € Uy fE(Uiy) v asi, fi, es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar
a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.

Supongamos que []!", f; es exacta transitiva. Luego, Up, ((TT/", fi)k (w) N
(I, fi)k (V)) es denso en [[!", X;. Sea W;, un subconjunto abierto no vacio de
X, v para cada i € {1,...,m}\{io}, sea W; = X,. Notemos que W = [[\", W,
es un subconjunto abierto no vacio de H:il X;. Consecuentemente, existe k;, € N
tal que ([T £:)™ (W) N (IT2, £)° (V) NW # 0, 0 bien, ([T, £ (U3) N
-, i]’“o (V;))N'W # (). En consecuencia, (fl-]?" (Uiy) N fi]z"" (Viy)) "W, # (. Por lo
tanto, Up—, (fF (Us,) N fE(Vi,)) es denso en X;, y asi, f;, es exacta transitiva.

Supongamos que H;Zl fi es fuertemente exacta transitiva. De aqui,

k k
U(({ILf] @n{I][r| O] =1]%-
k=1 i=1 i=1 i=1

Sea x;, € X;,, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea x; € X;. Asi, existe k;, €
N tal que ¢ = (x17~-~7517m) € (Hzr;l fi)kio (u) n (H:il fi)kio (V)a esto es, ¢ €
(TT2y £ (U) O (TTE, £ (Vi))- Lo cual implica que a4, € £, (Us,) N f1.° (Vi,)-
Por lo tanto, Uy (fF (Ui,) N fE(Vi,)) = Xi, y asi, fi, es fuertemente exacta tran-
sitiva.

Supongamos que [, f; es fuertemente producto transitiva. Luego, (T~ f;)
es AAN fuertemente transitiva, para cada k € Z,. Por el Teorema se tiene
que [[1%, fiXk es AAN fuertemente transitiva. Finalmente, por el tercer parrafo de
la prueba de este teorema, tenemos que fiﬁk es AAN fuertemente transitiva para
todo k € Z,. Por lo tanto, f;, es fuertemente producto transitiva. ([l

Xk

Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico con X; +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f; [11], pag. 493]. En [11] Teorema 4.10], A. Rojas,
F. Barragan y S. Macias, demostraron que: si para cadai € {1,...,m}, f; es transi-
tiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, cadtica, 6rbita-transitiva, estric-
tamente oOrbita-transitiva, w-transitiva, 77, Touhey, scattering, un F-sistema o
suavemente mezclante, entonces HZ’;I fi tiene la misma propiedad. En los Teo-
remas y presentamos una forma alternativa de [11, Teorema 4.10]
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cuando M es una de las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, cadtica, 77, Touhey o un F-sistema. Especifica-
mente, reemplazamos la condicién “para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; € M” por “para todo i € {1,...,m}\{io},
fi es mezclante, y f;, es sobreyectiva, continua y transitiva (respectivamente, dé-
bilmente mezclante, totalmente tramsitiva o TT.)" (Teorema [4.8), “para cada
i€ {1,...,m}\{io}, fi es mezclante y Per(f;) es denso en X;, y f;, es sobreyectiva,
continua y caotica (respectivamente, un F-sistema)” (Teorema y “para cada
ie{l,...,mN\{io}, fi es continua y mezclante, y Per(f;) es denso en X;, y f;, so-
breyectiva, continua y Touhey” (Teorema. Mas atin, exploramos las siguientes
clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente tran-
sitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta tran-
sitivas y fuertemente producto transitivas, obteniendo resultados analogos a los
presentados en [11} Teorema 4.10].

Teorema 4.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, sean
io € {1,...,m} y fi, sobreyectiva, y para cadai € {1,...,m}\{io}, sea f; exacta. Si
fio es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, entonces
[T, fi es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente
transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, respec-
tivamente.

DEMOSTRACION:  Supongamos que f;, es AAN fuertemente transitiva. Sea {2
un subconjunto abierto no vacio de []/", X;. De aqui, para cada i € {1,...,m},
existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal que U = HT:I U, C Q. Ya
que para cada i € {1,...,m}\{io}, f; es exacta, existe N; € N tal que f/(U;) =
X;, para cada | > N;. Por hipotesis, Uy~ fF(Us,) = X4, Sea N = max{N; :
i € {1,...,m}\{io}}. En consecuencia, | J;, f\ " (U;,) = X;,. Finalmente, si

(z1,...,2m) € [T2, X;, existe k;, € N tal que z;, € f;:+k (Ui,), v para cada i €

{1,...,m}N\{io}, z; € fN+k (U;). De este modo, (z1,...,2m) € [[1~ 1fN+k U),

esto es

N+ki, k

m o0 m
(@1, zm) € | [T £ wc U (IIr] ©.
i=1 k=1 \i=1
Por lo tanto, []/"; fi es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas y fuerte-
mente transitivas es similar a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente
transitivas.

Supongamos que f;, es fuertemente exacta transitiva. Sean Q; y Qs subconjun-
tos abiertos no vacios de []/", X;. Para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos
abiertos no vacios U; y V; de X tales que U = H:il U;COyV= HZL V; C Qs.
Ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es exacta, existen N}, N? € N tales que
fkl(U) Xy fk2( Vi) = X;, para todo k; > N} y ko > N2. Por hipoétesis,
Unc i (FE(Us) 0 fE(Vig)) = Xiy. Sea N = max{N}, N2 : i € {1,...,m}\{io}}-
Notemos que Jpe 1( N U 0 N (V) = Xig- Sea (21, .. am) € T[T X

N N
De aqui, existe k;, € N tal que x;, € f; *hio °(Usy) N f20+1c (Vi,). Por otro lado,
Ntk

para cada i € {1,...,m}\{io}, =; € fN+k U)n f, " 7°(Vi). En consecuencia,
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(@1, ) €TI0 £ 0 (U) N T 1fN+’“ (V), es decir
N+ki0
(1. s Tm H (u)m 11+ V).
i=1 i=1
Esto implica que
k k

m

(1, ., Tm) € U Hfz Q)N Hfz (Q22)
k=1

Por lo tanto, [, fi es fuertemente exacta transitiva.

Supongamos que f;, es fuertemente producto transitiva. Asi, fiﬁk es AAN
fuertemente transitiva para todo k € Z,. Ademaés, por [11, Teorema 4.3], para
cada i € {1,...,m}\{io}, f* es exacta. Por el primer parrafo de la prueba de
este teorema, tenemos que [[;-, fiXk es AAN fuertemente transitiva, o bien, por el
Teorema 3.8] ([T, fi)** es AAN fuertemente transitiva para cada k € Z. Por lo

tanto, [[,_, fi es fuertemente producto transitiva. (I
Teorema 4.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, sea
fi, continua y exacta transitiva, para algin ig € {1,...,m}, y para cada i €
{1,...,m}\{io} sea f; exacta. Se tiene que [].", f; es ezacta transitiva.

DEMOSTRACION: Sean 27 y )5 subconjuntos abiertos no vacios de H:L X;. De
aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V; de
X; tales que U =[], U; € Q1 yV=T[",V; C Qs Dado que para cada i €
{1,...,m}\{io}, fi es exacta, existen N}, N? € N tales que f*'(U;) = X;, para cada
k1> N}y ka( ;) = X, para todo kg > Nf. Por otro lado, puesto que f;, es exacta
transitiva, Uy, (fF (Us, )ﬂ ¥ (Vi) es denso en X;,. Sea N = max{N} ,N? :i

{1,...,mP\{io}}. Como f% es continua, se tiene que | J,— 1(fNJrk( N fNHC( ))
es denso en X;,. Sea Qg un subconjunto abierto no vacio de [[;~, X;. De este
modo, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio W; de X;
tal que W = [[/~, W; C Q3. En consecuencia, existen k;, € Ny z;, € X;, tales que
X4, € f;:+k (U, lo)ﬁfJ\H_]C (Vig )W, . Por otro lado, para cadai € {1,...,m}\{io},
fiNJr]c U) =Xy fNJrk (Vi) = X,. Finalmente, para todo i € {1,...,m}\{io},

sea x; € W;. Notemos que (z1,...,Zm) € (HZ 1 fNH%( Ui)) N (Hz 1 fNH%( Vi),
es decir,

(Z1,. . ) € Hf N Hf V) | nw

IN
—]
-
2
3
=
-
2
D
&

Por lo tanto, Uy, (TT~, £f)F ()N (1%, f:)*(Q2)) es denso en [}, X; y asi,
[T%, fi es exacta transitiva. O
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Teorema 4.8. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sisterna dindmico, sea
fio una funcion continua y sobreyectiva, para algin io € {1,...,m}, y para cada
i€ {1,...,m}\{io}, sea f; mezclante. Si f;, es transitiva, débilmente mezclante,
totalmente transitiva o TT, ;, entonces H?il fi es transitiva, débilmente mezclante,
totalmente transitiva o TT, 1, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que f;, es transitiva. Sean Q; y €y subconjuntos
abiertos no vacios de [[\*; X;. Para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos
abiertos no vacios U; y V; de X; tales que U=, U; CQ y V=T[", Vi C Q.
Dado que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existe N; € N tal que
fEU) NV, # 0, para todo k > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}.
Es claro que fﬁ es sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi) es
un subconjunto abierto no vacio de X;,. Por hipétesis, existe [ € N tal que
ilg(Uio) N fi;N(Vio) # (. De aqui, f;[( z‘lo(Uio) mfi;N(V;o» = fiN+l(Uio) NVi, # 0.
Por otro lado, para cada i € {1,...,mN\{io}, £ ' (U;) N'V; # 0. Consecuente-
mente, existe (z1,...,2m,) € ([[1, FATU)) NV = (T17, £H)NHW) NV y asi,
((TTE, fONTHQ)) N Qo # 0. Por lo tanto, 1", f; es transitiva.

Supongamos que f;, es débilmente mezclante. Sea {1y,€), X y X5 subconjun-
tos abiertos no vacios de []!", X;. De aqui, para cada ¢ € {1,...,m}, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios U}, UZ, V' y V2 de X; tales que Uy =[], U} C Qy,
Uy = [T, U2 C Qo Vi = [, V8 € 2y Vo =[[%, Vi C Xy Puesto que

para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existen N}, N? € N tales que
FUHNVE#£0y U2 N V2 #0, para todo ky > N}y ky > N?. Sea N =
max{N}, N7 :i e {1,...,m}\{io}}. Como f} es sobreyectiva y continua, se tiene

que fi;N(Vi})) y fl;N(Vli) son subconjuntos abiertos no vacios de X;,. Por hipote-
sis, existe | € N tal que f (UL)N N (Vih) # 0y fL(U2) N f,N (V) # 0. Esto
implica que fZ-]:H(Uilo)ﬂV;}) £0y fg“(Ui)ng% #£ (). Por otra parte, para cada i €
{1,...,mN\{io}, FAUHNVE£Dy FATHU2)N V2 # 0. Consecuentemente, ex-
isten (z1,...,2m) € ([T )N T U NV Y (Y1, -, um) € (T2 f) VT (Uz) NV,
y ast, (TT~, fON T () N Xy # 0y (1%, f)VTH(Q2) N Xy # 0. Por lo tanto,
[T, fi es débilmente mezclante.

Supongamos que f;, es totalmente transitiva. Sean s € N, Q; y Q3 subconjuntos
abiertos no vacios de [[!", X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subcon-
juntos abiertos no vacios U; y V; de X; talesque U = [[2, U; C Q1 y V=[], V; C
Q. Dado que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi; es mezclante, existe N; € N tal
que fE(U;)NV; # 0, para cada k > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{ig}}.
Es claro que fZ%N es sobreyectiva y continua y asi, i;SN(Vi ) es un subconjunto
abierto no vacio de X;,. Por hipétesis, puesto que f; es transitiva, existe [ € N

tal que (f3)"(Ui,) N Z-ESN(Vm) # (). Consecuentemente, fSN4(U; )NV;, # 0. Por

20

otro lado, para cada i € {1,...,m}\{io}, ffN“l(Ui) NV; # 0. Luego, existe

sN+sl

(@1, am) € [ [T @) | 0 | TV | = | T] £ wnv
=1 =1 =1

y ast, ([T~ £)5)N T (W) NV #£ 0. Finalmente, (([Ti~, fi)*)V (1) N Qs # 0. Por
lo tanto, (Hf;l fl-)S es transitiva y asi, H:’;l fi es totalmente transitiva.
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Supongamos que f;, es TT, . Sean {2y y {22 subconjuntos abiertos no vacios de
[T, X;. De aqui, paracadai € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios
Uiy Vi de X; tales que W =[], U; C Qy y V=[[", Vi € Q. Puesto que para
cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existe N; € N tal que fF(U;)NV; # 0,
para cada k > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}. Note que f;, es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi,) es un subconjunto abierto
no vacio de X;,. Mas aan, como f;, es TT, ;, se tiene que nfm( ios fig N(Vi,)) es
infinito. Sea I € ny, (Ui, m ~N(V;,)). Se tiene que, fh( m)ﬂfl0 (Viy) # 0. Conse-
cuentemente, fNH(UZO) Vi, # 0. Por otra parte, para cada i € {1,...,m}\{io},
N U) N Vi # 0. De lo anterior, (H:”lf)N“(U) NV # 0 yasi, N+1 €
nye, £, (81, Q2). Finalmente, ya que ny, (U, f;, N(V;,)) es infinito, se tiene que
nrye 5, (21, Q) es infinito. Por lo tanto, [;%, fi es TT . O

Como una consecuencia de [11, Teorema 3.15] y del Teorema se sigue el
resultado siguiente.

Teorema 4.9. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, fi) un sistema dindmico, sea f;,
continua y sobreyectiva para algin i € {1,...,m}, ypara cadai € {1,...,m}\{io},
sea f; mezclante y Per(f;) denso en X;. Si f;, es cadtica o un F-sistema, entonces
H?; fi es cadtica o un F-sistema, respectivamente.

Teorema 4.10. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, sea
fi, sobreyectiva, continua y Touhey para algin iy € {1,...,m}, y para cada i €
{1,...,mN\{io}, sea f; continua y mezclante y Per(f;) denso en X;. Se tiene que

[T~ fi es Touhey.

DEMOSTRACION: Sean 21 y 9 subconjuntos abiertos no vacios de H:’;l X;. De
aqui, para cada ¢ € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V;
de X; tales que U = [[2,U; € 9y V =[[~, Vi € Qo. Ya que para cada
i€ {l,....,m}\{io}, f; es mezclante, existe N; € N tal que f¥(U;) NV; # 0, para
cada k Ni. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}. Notemos que f} es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi,) es un subconjunto abierto no
vacio de X;,. Por hipoétesis, existe un punto periédico z;, € U;, y ki, € Z4 tal que
flO (x4) € f N(Vi,). Se sigue que, fio Nk " (z4,) € Vi,. Por otra parte, para cada

ie{l,...,mp\{io}, fiNHC”J( U)NV; # Dy ast, Umf;(NJrkio)(V;) es un subconjunto
abierto no vacio de X;. Mas atn, ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, Per(f;)
es denso en X;, se tiene que, existe x; € U; N fi_(NJrki“)(Vi) tal que z; € Per(f;).
Finalmente, (z1,...,2m) € Q, ([T~ fi)¥ o ((z1,...,2m)) € V C Qs y por [11}
Teorema 3.3|, parte (4), (z1,...,xm,) es un punto periodico de []", f;. Por lo
tanto, [, f; es Touhey. O

5. Conclusiones

Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico. En los teoremas
y se verifico que si la funciéon producto []}, fi, pertenece a alguna de
las siguientes clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN
fuertemente transitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuerte-
mente exacta transitivas o fuertemente producto transitivas, entonces, para cada
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fio + fi,paracadaic {1,....mIN\{io} = [, /i
AAN exacta AAN exacta AAN exacta
Teorema
AAN fuertemente AAN fuertemente
transitiva 'y so- | exacta transitiva
breyectiva Teorema
. fuertemente transi-
fuertemente transi- .
tiva y sobreyectiva exacta tiva
Teorema
muy fuertemente muy  fuertemente
transitiva y  so- | exacta transitiva
breyectiva Teorema
fuertemente ex- fuertemente exacta
acta transitiva y | exacta transitiva
sobreyectiva Teorema
fuertemente  pro- fuertemente  pro-
ducto transitiva y | exacta ducto transitiva
sobreyectiva, Teorema [4.6]
exacta transitiva y exacta transitiva
. exacta
continua Teorema
transitiva, continua transitiva
y sobreyectiva mezclante Teorema
débilmente  mez- débilmente  mez-
clante, continua y | mezclante clante
sobreyectiva Teorema
totalmente transi- totalmente transi-
tiva, continua y so- | mezclante tiva
breyectiva Teorema
TT, 4, c9ntinua Y | mezclante TT, 4
sobreyectiva, Teorema [4.§]
:igigzc tcii);tlnua Y | mezclante y Per(f;) denso en X, ,Cli?)trl:;a
un F'-sistema, con- un F-sistema
tinua y sobreyectiva mezclante y Per(f;) denso en X; Teorema
Touhey, continua y | continua y mezclante y Per(f;) | Touhey
sobreyectiva denso en X; Teorema [4.10|
FI1GURA 3. Restmen de resultados
i €{1,...,m}, fi pertenece a la misma clase. M&s atin, para el caso de la clase de

las funciones AAN exactas, el reciproco es verdadero (Teorema |4.4)).

Para el resto de clases no fue posible demostrar la contrarreciproca, sin embargo,
al pedir méas propiedades a las funciones, es posible establecer otras relaciones entre

clases. En el cuadro de la Figura |3 hemos resumido dichos resultados.
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