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Resumen

El problema de la aproximacién minimax discreta para un par (m, n) se corresponde, debido al
Teorema de Chebyshev, con resolver un sistema homogéneo de m +n + 2 —d(m,n)(r) ecuaciones en
igual nimero de incAgnitas. Las siguientes dificultades, sin embargo, surgen al buscar solucionarlo:
(i) no linealidad del sistema, (ii) aparicion de soluciones no acotadas, (iii) gran cantidad de conjuntos
de referencias, (iv) referencias degeneradas (d > 0) y (v) no existencia de una aproximacion minimax.

La aproximacion de grado total N = m + n se sobrepone a las tres primeras dificultades (i), (ii)
y (iii) y no le afectan a las otras dos (iv) y (v). Con este fin, estudiaremos la definicién de dicha
aproximacion, asi como los teoremas correspondientes y desarrollaremos un programa que aplique
el algoritmo de grado total para encontrar la aproximacion racional de grado total para una funcién
establecida y aplicarlo a varias funciones para comparar entre la aproximacién racional minimax y
la de grado total.

Palabras clave: aproximacién racional, intercambio unipuntual, aproximacion grado
total



Abstract

The discrete minimax approximation problem for a pair (m, n) corresponds, due to Chebyshev’s
Theorem, to solving a homogeneous system of m +n + 2 —d(mn)(r) equations in the same number
of unknowns. The following difficulties, however, arise when trying to solve it: (i) non-linearity of
the system, (ii) appearance of unbounded solutions, (iii) large number of sets of references, (iv)
degenerate references (d > 0) and (v) non-existence of a minimax approximation.

The total degree approximation N = m + n overcomes the first three difficulties (i), (ii) and (iii)
and does not affect the other two (iv) and (v). To this end, we will study the definition of such an
approximation, theorems, and develop a program that applies the total degree algorithm to find
the total degree rational approximation for a given function and apply it to several functions to
compare between the minimax rational approximation and that of total degree.

Keywords: rational approximation, one point exchange, total degree approximation.
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Introduccion

Uno de los problemas de la Teoria de Aproximacion es determinar, como su nombre lo sugiere,
la mejor aproximacién a una funcion conocida de entre los elementos de un conjunto establecido
de funciones. La idea fundamental de esta rama de las matematicas, es reemplazar un objeto de
estudio por uno de manipulacion mas sencilla, a su vez, esta fuertemente influenciada por nuestra
necesidad de encontrar respuestas concretas a problemas matematicos practicos utilizando recursos
computacionales.

La Teoria de Aproximacién proporciona procedimientos nimericos para estimar, como se men-
ciond anteriormente, los elementos de mejor aproximacion y una de sus metas es caracterizarlos
cuando existan.

A finales del siglo X1X, el matematico Karl Weierstrass desarroll6 el teorema de aproximacién de
funciones y demostr6 que se puede aproximar una funcién continua de cualquier grado, mediante
un polinomio algebraico [5], [8], [4]. El teorema de Weierstrass y las ideas de Chebyshev, tienen un
papel importante en la Teoria de Aproximacion para establecer los conceptos basicos de esta rama.

Una de las clases de funciones mejor conocidas, es la de los polinomios algebraicos que han sido
de gran utilidad, debido a que aproximan de manera uniforme las funciones continuas. Una de las
ventajas de la aproximacion por polinomios algebraicos, es que podemos encontrar el polinomio de
mejor aproximacién a una funcién continua bajo una tolerancia tan pequefia como se desee en un
intervalo cerrado y acotado. Ademas, los polinomios se evalUan facilmente en valores arbitrarios,
puesto que estan definidos para cualquier nimero real y son féaciles de derivar e integrar dado que
sus respectivas derivadas e integrales existen para cualquier dominio compacto.

El problema surge cuando la aproximacién en un intervalo concreto tiende a oscilar dependien-
do del grado del polinomio y que las cotas error excedan el error de aproximacién promedio. Por
situaciones como ésta, se desarrollo el estudio de otra teoria en la cual se utiliza otra familia de fun-
ciones llamadas funciones racionales, que presenta algunas ventajas con respecto a la aproximacion
polinomial.

La aproximacion racional de funciones trata de hallar una funcion racional, de entre las pertene-
cientes a una clase dada, que minimiza la distancia a una funcion previamente establecida. Si esta
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funcidn, asi como los elementos de la clase que se menciond, se consideran continuas sobre un inter-
valo cerrado y acotado, entonces la norma usual para definir dicha distancia es la conocida norma
de Chebyshev 6 uniforme [13]. En el caso que la clase aproximante de funciones racionales consista
Unicamente de polinomios algebraicos el anterior problema se denomina Aproximacién polinomial.
Este problema fue estudiado, entre otros, por Chebyshev, quién logrd establecer un teorema que
caracteriza el polinomio de mejor aproximacion (en la norma uniforme) a una funcién continua
conocida, usando la equioscilacién de la funcién error (i.e. la funcion a aproximar menos dicho
polinomio) [18]. Resultados similares se han podido establecer para determinar a su vez la funcion
racional de menor distancia uniforme a una funcion continua dada (ver [12]).

Aprovechando el antes mencionado, teorema de equioscilacion establecido por Chebyshev [3], el
matematico ruso Evgeny Yakovlevich Remez, desarroll6 un algoritmo que construye buenas que
convergen al polinomio de grado a lo méas n de mejor aproximacién minimax (i.e. la correspondiente
a la norma uniforme) para cualquier funcion f £ C[a,b] [16], [18]. El algoritmo de Remez es una
herramienta Gtil que se ha utilizado en distintas ramas de la ciencia. Posteriores intentos de am-
pliar el anterior algoritmo para que sea capaz de construir buenas aproximaciones que converjan
a la funcién racional algebraica de mejor aproximacion a una funciéon f £ C[a, b conocida, se han
desarrollado sélo de manera parcial, pues los obstaculos que surgen de la Teoria de Aproximacion
racional nos obligan a solicitar condiciones iniciales estrictas.

Franklin Kemp establece la nocién de aproximacién racional de grado total con el fin de evitar
los escollos que surgen en la Teoria de Aproximacion racional discreta, es decir, cuando la funcién a
aproximar y la clase aproximante racional se consideran definidas sobre un conjunto finito de pun-
tos. A su vez, Kemp nos presenta un algoritmo de grado total que nos conduce a la funcion racional
de mejor aproximacion de grado total correspondiente a cualquier funcion previamente conocida.
Este algoritmo si bien, no pretende encontrar la funcién racional de mejor aproximacién minimax
a una funcién conocida, sino méas bien la funcién de mejor aproximacion de grado total, si presenta
ventajas sobre el algoritmo de Remez de la aproximacién racional discreta (en el que se inspira).

En este trabajo, se analiza la convergencia del algoritmo de grado total y la aproximacion racional
de grado total. Ademas, se desarrolla un programa en MATLAB que lo aplicamos a ciertos ejemplos
y mostramos los resultados obtenidos.

Para presentar los resultados, hemos desarrollado la tesis en tres capitulos:

En el primer capitulo, desarrollamos resultados referentes a la aproximacién racional con norma
uniforme y aproximacion racional discreta, considerando la clase aproximante R(m, n) de las fun-
ciones racionales.

En el segundo capitulo, analizamos el algoritmo de intercambio unipuntual (6 algoritmo de Re-
mez) para hallar la mejor aproximacion sobre una clase aproximante de grado total a una funcion
dada. Mostramos un teorema que nos garantiza la convergencia de dicho algoritmo y un ejemplo de
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aplicacion.

El tercer capitulo, nos dedicaremos al estudio del algoritmo de grado total, estudiaremos resul-
tados de la aproximacion racional de grado total y se presentan los resultados principales de la
aplicacion del algoritmo de grado total.

Por Gltimo, se presentan las conclusiones de los capitulos anteriores.



Capitulo 1

Aproximacion racional minimax

En el presente capitulo, analizaremos las definiciones y algunos teoremas referentes a la
aproximacion racional para funciones reales continuas uniforme y aproximacion racional discreta,
tales como la existencia, la caracterizacion y unicidad de la misma.

1.1. Aproximacién racional con la norma uniforme de
funciones continuas

La forma natural para obtener resultados en técnicas de aproximacion, es trabajar con espacios
lineales normados. Estos espacios vectoriales se convierten en objetos familiares en matematicas, asi
que podemos suponer que ya estamos familiarizados con sus propiedades elementales (ver [2]).

Sea C[a,b] el espacio lineal normado de todas las funciones continuas sobre el intervalo [a, b], es
decir,

Clab] = {f :[ab] » R|f es continua sobre [a b]},
con la norma conocida como uniforme o del supremo, definida como:

|[fllial} = suPxGah] [f(x)1,
para f e C[a, b].

Debido al Teorema de valores extremos (ver [2], pag. 5) la norma anterior es equivalente a:

1 = mxefal] W(x)I

Sea R(m,n) la clase de funciones racionales continuas sobre el intervalo [a b], en las cuales el
polinomio numerador tiene grado a lo mas m y el polinomio denominador de grado a lo mas n, es
decir,



R(m,n) = {| :p £ Pm, q£ Pn,qg= 0sobre [a b]}.

En primer lugar, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.1 ([18, Theorem 5.1]) (Existencia de mejor aproximacion racional) Si f £ C[a,b],
entonces existe r* £ R(m,n) tal que para todo r £ R(m,n),

If ==l < {If =i

donde | m|| es la norma uniforme sobre [ab].

El anterior teorema nos conduce a la siguiente definicion:

Definicion 1.1 Sean f £ C[ab] y r* £ R(m,n). Si

|[r* —f || = minreR(mn) ||r —F ||,

entonces, se dice que r* es una mejor aproximacién racional af de R(m,n).

Debido al Teorema 1.1, para cualquier funcion continua siempre existe al menos una aproxima-
cién racional de cada una de las clases R(m,n), con m,n £ N U {0}.

Definicion 1.2 Sir* es una aproximacion racional af de la clase R(m, n), definimos y denotamos
como error de aproximacion (racional) al valor

E =E(m,n,f:[ab]) = [r* —f |

y asu vez, lafuncién error (de aproximacién) es lafuncion continua definida por

e(x) = (x) —*(x)

sobre el intervalo [ab].

Definicion 1.3 Sea g £ C[a,b]. Un conjunto de k £ N puntos ordenados a < xi < ... <xk < b,
se denomina conjunto alternante de g si cumple que

i) = llgll, i=1i,....k

Vgx) = —g(xi+i), i=1,...,k —L



A los elementos de un conjunto alternante se les denomina puntos alternantes de dicha funcién.

Como se observa en la Figura 1.1,

{x5,x7}
{x1,x3,x4}
{x2,x5,x7}

{x\,x3,x4,x5,x7}

son ejemplos de conjuntos alternantes de la funciéon f —r.

Sin embargo los conjuntos

{xi,x2,x3}
{xi,x3,x5,xr}

no son alternantes.

Figura 11 Conjunto alternante

Teorema 1.2 ([18, Theorem 5.2]) (Alternancia de la aproximacion racional) La funcidn racional
irreducible r = p/qg e R(m,n), con (p :q) = 1 es de mejor aproximacion racional af e C[a,b] siy
s6lo si lafunciéon f —r tiene un conjunto alternante que consiste de

Nr =2+ max(n + degp, m + deg q)
puntos. Donde degp y deg q son los grados de los polinomios p y g, respectivamente.

Como se puede observar, la cantidad Nr no es necesariamente la misma para todos los elementos
de la clase C[a,b]. Con el fin de caracterizar dichas funciones, debemos introducir el siguiente
concepto.



Definicion 1.4 Sear = p £ R(m,n) una funcién racional de forma irreducible con (p : q) = 1
Definimos la deficiencia de r con respecto a (m,n) 6 (m,n)-deficiencia de r al valor

: Jmin{m —degp,n —degq} sir”™ 0
d(mn)(r) =\ n sir=20

El Teorema 1.2 se puede reescribir usando el valor d(m,n)(r), obsérvese que
Nr=m +n + 2—d(mn)(r),

pues, sin +deg p < m + deg g entonces m —deg p > n —deg g = d(m,n)(r) luego

Nr =2+deg q
m +n + 2 —(n —deg

m +n + 2 —d(m,n)(r).

El resultado es el mismo si m + deg g < n + deg p.

Ejemplo 1.1.1 La funcién continua f de la clase C[—l,1], definida por f (x) = x2, tiene a la
funcion racional r de la clase racional R(®@,1) definida por r(x) = | como una mejor aproximacion

racional, pues la (0,1)—deficiencia de r es

d(0,)(r) = min{m —degp, n —deg g}
min{0 —0,1 —0} =0

ademas, lafuncion e = f —r tiene Nr = 3 puntos alternantes en [—1,1] pues

e(—1) = —-(0) =¢) =E =2

Figura 1.2 Representacion grafica de la funcion f (X) = x2y la funcion racional r = 2



Ejemplo 1.1.2 La funcion continua f de la clase C[—1,1], definida por f (x) = |x|, tiene a la
funcion racional r de la clase racional R(1,1) definida por r = 1 como una mejor aproximacion
racional, pues la (1,1)- deficiencia de r es

min{m —degp, n —deg q}
min{1 —0,1 —0}=1

"(10)(1)

ademads, lafuncién e = f —r tiene Nr = 3 puntos alternantes en [—1,1] pues

e(—1) = —(0) =e(l) = E = 2-

Figura 13 Representacion gréfica de la funcion f (x) = [ v la funcion racional r(x) = 1.

Una vez que tenemos los teoremas previos de existencia y caracterizacion, como consecuencia del
Teorema 1.2, se deduce un resultado que nos garantiza que la mejor aproximacion racional es Unica.

Teorema 1.3 ([18, Theorem 5.3]) (Unicidad de la aproximacion racional) Si r* es de mejor
aproximacion racional para f e C[a,b] de la clase R(m,n), entonces

e —r*|| < ||f —1]

para todo r e R(m, n), conr = r*,

Asi, podemos reunir los teoremas 1.1 y 1.3 en uno solo que enunciamos a continuacién:

Teorema 1.4 Para cada funcién continua f de clase C[a,b], existe una Unica funcién racional
r e R(m, n) tal que |[f —r| = E(m, n, f, [a b]).

El resultado anterior, nos permite definir un operador (no lineal) T = Tmn definido sobre el
espacio lineal C[a,b], de manera que a cada funcidn continua le asigne su correspondiente racional
de mejor aproximacion de la clase R(m,n). Por lo que el Teorema 1.2 se puede reescribir de forma
equivalente como:

Teorema 1.5 Seanf e C[a, i yr e R(m,n). Entonces

r=Tm,n(f)



si y sélo si, lafuncion f —r tiene Nr puntos alternantes en [a, b].

Como habiamos comentado, la deficiencia de una funcion racional es un concepto que nos permite
clasificar las funciones continuas, lo cual tendra importancia mas adelante.

Definicion 1.5 Se dice que f e C[ab] es (m,n)-normal si d = d(mn)(Tmn(f)) = 0. En otro
caso, diremos que f es (m,n)-deficiente con deficiencia d.

Obsérvese que la funcion del Ejemplo 1.1.1, es (0,1)—normal, mientras que la funcién del Ejemplo
1.1.2 es (1,1)—deficiente con deficiencia d = 1



1.2. Aproximacion racional discreta

En esta seccion, nos enfocaremos en la aproximacion racional discreta.

La aproximacién racional discreta estudia un problema similar al anterior pero considerando aho-
ra el dominio de las funciones como X = {x1 < ... < xk} como un conjunto finito de puntos. En
este caso, la norma uniforme se corresponde con:

IFlIx = gmax, I

donde f =f(xy), i=1,... k.

Sea R(m, n)x la clase de funciones racionales discretas sobre X , en las cuales el polinomio nu-
merador tiene grado a lo mas m y el polinomio denominador es de grado a lo mas n, es decir,

R(m,n)x = {f :peVm,qePn,q = 0sobrex }.

Uno de los primeros problemas que pueden llegar a surgir, es la posibilidad de que no exista la
mejor aproximacion como tal, como se observa en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.2.1 Seaf lafuncién definida como f (0) = 1, f (1) = 0 sobre X = {0,1}. No es posible
hallar un elemento r* de la clase R(0,1)x tal que

Hf —r*||x = min{||f —||x :r e R(0,1)x}.
Si consideramos las funciones,
r(x) = e R(0,1)x, con0<a<b

entonces,

[|[f —r{Ix = max{|f(0) —r(0), [f(1) — (1)} =mar 1Y O bfa
b+ a
a
0.
b+ a

Por lo que de existir r* = bX+ e R(0,1)x que sea una mejor aproximacion racional a f, ésta
tendria que interpolar a f en los dos puntos, es decir,



rf=0TO =1=1<>
r(l) =0 TO =0=17(1»

lo cual implicaria que a0 = b0 = 0. Por lo tanto, 0 = 1. Lo cual es una contradiccion.

Ejemplo 1.2.2 Seaf lafuncion definida como f(0) = 1, f (1) = 0y f (2) = 0 sobre X = {0,1,2}.
No es posible hallar un elemento r* de la clase R(0,1)X tal que

If —r*||x = min{||f —||x :r £ R0, )x }.
Si consideramos las funciones,
r(x) = b€ £ R(0, )x, con 0 <a<b

entonces,

If —rllx = max{If© —r(O)l, IF@) —(V)]. If@ —@} = max"t—y o  * o °
b+a
a
b+ a 0

Por lo que de existir r* = bijaHn £ R(0,1)X que sea una mejor aproximacion racional a f, ésta
tendria que interpolar a f en los tres puntos, es decir,

r0=0 T O =1=f(0)
r(1)=0 T 0 =0=f(1)
(2>=0 T 0 =0=f2>

lo cual implicaria que 0= a0 = b0 = 0.

Por lo que sin importar la cantidad de puntos de X, se carece de garantia de existencia de la
aproximacion racional discreta.

Ademas, si quisiéramos generalizar el Teorema 1.2 para la aproximacion discreta, observariamos
que puede haber dos funciones que cumplan la condicién de alternancia pero sus respectivos errores
de aproximacion E serian diferentes, como se observa en el siguiente ejemplo:



Ejemplo 1.2.3 Sea f una funcion definida sobre X = {-1, 2,1} como f () = —, f(2) =2 y
f (1) = 1. Por un lado, tenemos la funcion

r(x) = 16X'20 £ R(0, 1)X

que cumple
(- reD) = (D - 0
9 5
fA2) r(2) 2 16(1/2) —20
_ 9
(- rW=1- 00" 5

Figura 14 Funcion f definida sobre X = {-1, 2, I} (puntos rojos), funcién racional r (puntos en azul) y funcion g(x) = X
La funcién r(x) cumple con la alternancia, por lo que seria candidata para ser la mejor

aproximacion a f , su error de aproximacion es | . Por otro lado, observemos que la funcién g(x) = X
£ R(0, )x cumple que

f()—9-"=H—(» =0

f(1)—@) =@ —(1) =0.

Por lo que también es un candidato para ser la mejor aproximacion a f, en este caso, con un
error de aproximacion E (0,1,9) = 0.

Esta divergencia surge debido a que en el segundo caso la funcién presenta un polo en x = 0 £
conv(X ) (envoltura convexa de X ). Para evitar que esto ocurra, hemos de trabajar con una nueva
clase aproximante,

10



Figura 15 Funcion f definidaenx = {-1, | , I} (puntos rojos) Y la funcion racional g interpola a f enx (linea azul).

R(m,n) = R(m,n)x n C(conv(X))

es decir, si el intervalo [a, bl = conv(X) trabajaremos con la clase aproximante
R(m,n) = {f :pe Pm,qge Pn,q = Osobre [a bJ} .
Al igual que en la seccion previa, se pueden adaptar las anteriores definiciones a este tipo de

aproximacion.

Definicion 1.6 Seanf e C(X) yr*e R(m,n). Si

[[r*—f ||x = manreR(m,n) |[r —F [|x,

entonces se dice que r* es una mejor aproximacién racional discreta af de R(m,n).

Desafortunadamente se carece de la garantia de existencia aln para esta nueva clase aproximante.
De hecho, para las funciones expresadas en los ejemplos 1.1.1 y 1.1.2, no existe mejor aproximacion
de la clase R(0,1) debido a un razonamiento analogo al previamente mostrado.

Definicion 1.7 Si r* es una mejor aproximacién racional a f de la clase R(m,n), denotamos
como error de aproximacion (racional discreta) al valor

E=E(m,n,f;X) = [Ir* —Ff ||

y asu vez, lafuncion error (de aproximacion) es lafuncién definida por

e(x) = f(x) —*(x)
sobre X.

1



Definicion 1.8 Seag £ C(X). Un conjunto de s £ N puntos ordenados {x1< ... <xs} C X, se
denomina conjunto alternante de g en X si cumple que

ACXD) = llglix, i=1,...,s

lg(xi)| = —g(xi+i), i=1,..,s—L

A los elementos de un conjunto alternante se les denomina puntos alternantes de dicha
funcion.

De manera similar al Teorema 1.2, se deduce el siguiente resultado:

Teorema 1.6 ([18, Theorem 5.7]) (Alternancia de la aproximacién racional discreta) La funcion
racional irreducible r = p £ R(m,n), con (p :q) = 1 es de mejor aproximacion racional a f sobre
X si y solo si lafuncion f —r tiene un conjunto alternante que consiste de

Nr=m+n+ 2—dmn)(r)

puntos sobre [a, b].

Analizando el teorema anterior, debemos deducir que el conjunto X debe tener al menos Nr
puntos, para garantizar la existencia de la mejor aproximacién racional a f. En particular, es
suficiente que card(X) > m +n + 2

Del teorema anterior se puede deducir un teorema que es analogo al Teorema 1.3 (ver [18, pag.
131])

Teorema 1.7 (Unicidad de la aproximacion racional discreta) Si r* es de mejor aproximacion
racional para f £ C(X) de la clase R(m,n), entonces

If ==X < [If —[|X

para todo r £ R(m, n), conr = r*,

Anélogo a la seccion anterior, podemos definir la normalidad de una funcion discreta siempre que
su mejor aproximacidn racional exista.

Definicion 1.9 Seaf £ C(X) y r* £ R(m,n) su mejor aproximacion sobre X, decimos que f
es (m,n)-normal si d = dimn)(r*) = 0. En otro caso, diremos que f es (m,n)-deficiente con
deficiencia d.

12



Si se observa el Ejemplo 1.1.1, la funcién f (x) = x2 definida sobre un conjunto X discreto de
puntos tales que {—1,0,1} C X ¢ [4,1], es (0,1)—normal. A su vez, la funcién g(x) = |x| definida
sobre un conjunto X discreto de puntos tales que {—1,0,1} C X ¢ [1,1] es (1,1)—deficiente, con
deficiencia 1 El siguiente resultado nos presenta una comparacion entre las aproximaciones racional
continua y discreta.

Teorema 1.8 ([18, Lemma 5.1]) Sea r £ R(m,n) la mejor aproximacion para f en el intervalo
[ab]. Sea X ¢ [a k] con card(X) < to. Sear £ R(m,n) la mejor aproximacion racional para f
sobre X. Sea X * un conjunto alternante de Nr puntos para la funcién f —r, entonces

Hf —r||x < [|f —r||x* = ||f —dl[ab] = E(m,n,f, [ab]).

La igualdad se cumple solamente sir = r.
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Capitulo 2

Algoritmo de intercambio unipuntual
(algoritmo tipo Remez)

En este capitulo describiremos el desarrollo de un algoritmo llamado algoritmo de Remez que
nos conduce a la funcion racional de mejor aproximacion de una funcién previamente establecida,
siempre que dicha mejor aproximacidn exista.

El algoritmo de Remez es un procedimiento recursivo que se ha utilizado para calcular la mejor
aproximacién polinomial sobre intervalos cerrados (ver [1]) y se ha demostrado su convergencia. Sin
embargo, para encontrar la mejor aproximacion racional, no siempre hay garantia de convergencia,
por consiguiente veremos bajo qué restricciones converge. Como referencia, el algoritmo puede
consultarse en su forma polinomial en [10], [18], [Z y en su forma racional en [11].

Dada una funcion f e C[a, b], sabemos que existe una racional r* e R(m, n) con m,n e N U {0}
que cumple T(mn)(f) = r*. A su vez, la funcién error f —r* equioscila en una cantidad Nr de
puntos en [ab], donde Nr = m + n + 2 —d(mn)(r*). Precisamente como el valor d(mn)(r*) puede
variar para otra funcion en C[a,b], entonces la cantidad de puntos alternantes de la funcién error
no queda a priori determinada, salvo en el caso que f sea (m,n)—normal. Esta es la razon por la
cual le pedimos al algoritmo que trabaje solamente con funciones que sean (m, n)—normales.

2.1. Algoritmo de intercambio unipuntual de Remez
para hallar la mejor aproximacién racional

A partir de esta seccion, llamaremos referencia a un conjunto X de m + n + 2 puntos en [a, b].

1 Se necesita como entradas una funcion continua f sobre un intervalo [a, b] y la clase aproxi-
mante R(m, n).
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2. Tomamos un conjunto referencia inicial X0 = {x”* < ... < x”} con N puntos distintos en
[a,b], donde N =m+n + 2

3. Establecemos el sistema de ecuaciones no lineales de la siguiente forma:
f (x[0)) —(xi0) = (—Y*E con i=1,2,...,N, (2.1.1)

es decir,

O)m
______________ (i con =18, A& (2.1.2)
bo + bix(0) + ... + bnx(0)

O bien,

m
N afxk
f (x(0)) — p —--- = (—1)*E con i=1,2,. N. (2.1.3)
¢ bk
k=0

Multiplicando 00+ b1xfQ + ... + bx{O™) en ambos lados en (2.1.2), tenemos

f (x(0))(bo+b1x (0)+ .. .+bnx(0) )—ao+ax (0)+ ... +amx(@) ) = (—1)*E(bo+bix(0)+ ...+bnx(0) )

coni=1,2,..., N,

que reescribiremos de la forma

[F(x( ) —(—DIE](bO + bix( )+ ... + bax() ) —(@0+ alx( )+ ... + amx() ) =0
coni=1,2,..., N.
Reorganizamos como

[F (x(0) —(—*E](bo) + [F(x(©) —(—)*EI(b1x(®)) + ... + [F(x(0) —(—2)*E1(brx O

a0 —alx(o) —.. —amx’(o)m =B
(2.1.4)

coni=1,2,...,N.

Podemos escribir lo anterior en forma matricial como:
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- ] r e
o) —DE  [f(xi)——2)Ei [/(xi)-(—DEpN —& —xi .. =N ® o

V6D~ [0R- (- N2Ebe  [(x2)-(DEpn — ¢ .. m é) 219
5 L
[/OXN)——NE] [/ON)——L)NERKN ... [/(XN)—L)NEKN —2 —xN = —x ,
am -0.

Las incégnitas de (2.1.5) son los coeficientes ak del polinomio numerador con k = 0,... ,m,
los del polinomio denominador bk con k = 0,... ,n y el valor de E. En total se deben hallar
m + n + 3 incognitas. Este sistema presenta soluciones no triviales Unicamente cuando es nulo
el determinante de la matriz

[0 —DE  [x)—DEN .. [[(x)—DExy —2—x%i .. —xm
[0e)—D2E  [10e)—DEPR .. [[(x2)—D2Epn — —x2 .. —xm

[/OXNY—DNE] [/(XN)——2)NEKN m[/(XN)-—1)NEKN —2 —xN = —x'm
4. Hallar las raices* del polinomio det A, el cual es un polinomio de grado n + 1 en la variable
E.
Observacion: Bajo las condiciones expresadas en el Teorema de convergencia que se mostrara
mas adelante, se garantiza que este polinomio tiene n +1 raices reales distintas E1,..., En+1.

5. Sustituir cada Ei en el sistema (2.1.5) y resolverlo para los coeficientes {ao, al,..., am,b0,b1, ..., bn}.

6. Establecer n (x) = t;otr al)]ig( " * brr?xn para cada E,.

7. Seleccionar de entre las r, aquella que no tenga polos® en [a,b].
Observacion: En general, existe a lo més una racional de entre las ri que no presenta polos
en [a, b (ver [18]). Sin embargo, bajo las condiciones del Teorema de convergencia se garantiza
la existencia de dicha racional.([16])

8. Tomar un punto « g [ab] tal que [(/ —)(x)| = \\f —1].
Observacion: Esto es posible, pues /| —r g C[a, b].

9. Intercambiar el punto « por alguno de los x(0) para generar un nuevo conjunto de referencia
X1= {x@ < ... <xN }que cumpla

sgn[(/ —r)(x@)] = —sgn[(/ —)(x@)] i=1,....N —1L

-1 six <0
donde sgn(x) =~ 0 six =0
1 six>0

*Sea / una funcion real 6 compleja, x es una raiz o cero de / siy s6lo si x GDom / y / (x) = 0.
ADada una funcidén racional p X, q(x) = 0. Si x0 GR tal que q(x0) = 0, entonces x0 es un polo de p/q.
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Observacion: Se cumple que xi <+ <xi+l para algin 1~ i~ N (salvoquea<t <x10
XN < ¢ < b). Por lo que la funcién f —r en « debe tener el mismo signo que tiene en xi 0
el que tiene en xi+1. Para generar la referencia X 1 intercambiamos « por xi 6 xi+1 de forma
que f —r conserve el mismo signo. Y mantenemos los otros puntos de la referencia Xo en su
correspondiente orden al generar X 1.

m Sia<:t <xl entonces si f —r tiene el mismo signo en x1y +, se intercambia « por
x1, si no es asi, la nueva referencia es X 1= {t < x1<x2<... <xN-1}

m Si XN <. < b, entonces si f —r tiene el mismo signo en XN y «, se intercambia « por
XN, si no es asi, la nueva referencia es X 1= {x2<x3< ... <xN <.}

10. Repetir de nuevo sucesivamente desde el paso 3 con la referencia X 1.

11. Detener cuando la diferencia entre dos valores sucesivos de E sea tan pequefia como se desee.
Como consecuencia, la Gltima racional se consideraria una buena estimacion de T(m,n) (f).

El anterior procedimiento presenta varios escollos que se deben esquivar:

m Garantizar previamente la (m, n)—normalidad de la funcién que se desea aproximar.

m La no linealidad del sistema (2.1.4).

m Garantizar la existencia de la racional que se solicita en el paso 7.

Ademas, la eleccion de los puntos iniciales X0 ¢ [a, 1 no puede ser arbitraria, pues el procedi-
miento anteriormente descrito podria no converger.

A continuacién, mostraremos un teorema que nos da condiciones bajo las cuales el procedimiento
del algoritmo de intercambio unipuntual de Remez converge a la racional de mejor aproximacion.

Teorema 2.1 ([16, Theorem 3]) Sea f e C[a,b] y r*(x) = T(mn)(f) tales que la respectiva funcion
error f —™* tiene exactamente m + n + 2 puntos alternantes en [a,b]. Sea rOe R(m,n) una funcion
racional inicial tal que f (x) —r0(x) tiene exactamente m + n + 2 puntos extremos que alternen de
signo en [a b y el de la abscisa menor, tiene el mismo signo que el primer extremo de la funcion

f(X) —*(x). Sea X0= {x(0)} las abscisas de los m + n + 2 puntos extremos, i.e.
arxP<xP<..<™ nt2<b

de f (x) —r0(x). Denotemos Emin = min{|f(x(0)) —rO(x()| i = 1,...,m + n + 2} Finalmente
denotamos

X *= {xi}
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las abscisas de los m + n + 2 puntos extremos de la funcién error, i.e.
a<x)<x<..<xmnt2<b

de f (X) —r*(x).
Luego, existe e >0y q> 0 tal que si

X0 —x*| <e i=1,....m+n+2
E Emn<Q

donde E = ||f —*||, entonces usando la técnica adecuada para resolver (2.1.1) (6 equivalentemente
resolver (2.1.2) 6 bien (2.1.3)), el algoritmo de intercambio unipuntual que empiece con la referencia
inicial X o podra realizar cada uno de los pasos antes descritos y convergera a la racional de mejor
aproximacion.

La presuncion de la existencia de la racional ro que cumpla las condiciones del teorema previo es
dificil de satisfacer para un caso especifico. Heuristicamente se ha verificado que la eleccion de la
referencia X o como los ceros del polinomio de Chebyshev de grado m + n + 2 es una buena opcion
como referencia inicial (ver [18], [15] y [17]).

Aunado a lo anterior, por definicion, la (m, n)-normalidad de una funcion es una caracteristica
que se verifica cuando se conoce su respectiva racional de mejor aproximacién. Criterios para deducir
la normalidad (e inclusive la hipernormalidad) de una funcién continua pueden hallarse en [9].

Diagrama de flujo

A continuacion mostraremos el diagrama de flujo del algoritmo tipo Remez que fue descrito
anteriormente.
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Establecer

J2°kxi

f(XI) - " - = (—]_ Ye

k=Q

i
Calcular los N + 1 valores de E y

sus respectivos coeficientes

PoINum y PolDen.

r(x) = rix)
E = Ei

re [a,6]tal que
= max\f —r|(x)






2.2. Ejemplo

Mostraremos un ejemplo grafico utilizando el algoritmo tipo Remez elaborado en MATLAB. De-
notaremos por PolNum = [am, ... ,a0] el vector de coeficientes del polinomio numerador de
grado a lo mads m y PolDen = [n, ,b0] el vector de coeficientes del polinomio denominador de
grado a lo més n.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos la funcion / (x) = ex definida sobre el intervalo cerrado [—1,1].
Proponemos hallar la funcion r* como la mejor aproximacion racional de R(1,1) a/.

Se muestra cada una de las iteraciones de los resultados obtenidos por el programa del algoritmo
tipo Remez. En el conjunto referencia inicial X O se seleccionan los ceros del polinomio de Chebyshev
degrado m+n+ 2= 1+ 1+ 2 La gréafica de los valores y las funciones corresponden de la siguiente
manera en la primera iteracion:

Valores fsobre XQ
Valores r sobre sobre XQ

x
o

r
Valor r sobre r
Valor fsobre r

of

m rae de mejor aprox

X X X + + O

De manera analoga, a partir de la segunda iteracion en adelante, las gréficas de los valores y las
funciones corresponden asi:

Valor rsobre t
Valor fsobre r

of

mrac de mejor aprox

O Valores fsobre Xt

+  Valores rsobre sobre Xfef
T X

X T

X

X
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Iteracion 1
Referencia Inicial
PoINum=[1.000000 2.005230]
PolDen=[-0.900220 1.988276]
E = 0.013514526

|If-r] 1=0.043736158
El valor de tau es: 1.000000

0.2

0.4

Figura 2.1: Primera iteracién con una referencia inicial Xq

Xref_0=[-0.923880 -0.382683 0.382683 0.923880]

0.6

0.8
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Iteracion 2

Nueva Xref=[ -0.382683 0.382683 0.923880 1.000000 1]

PolINum=[1.000000 1.689917]
PolDen=[-0.682034 1.669788]
E = 0.004983224

IIf-r] |=0.074525207
El valor de tau es: -1.000000

04 .02 0

Figura 2.2: Segunda iteracion

0.2

0.4

0.6

0.8
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Iteraciéon 3

Nueva Xref=[ -1.000000 0.382683 0.923880 1.000000 ]

PolINum=[1.000000 1.998158]
PolDen=[-0.835174 1.935073]
E = 0.007565913

|If-r]]= 0.036705215
El valor de tau es: -0.220000

Figura 2.3: Tercera iteracion

0.2

0.4

0.6

0.8
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Iteracioéon 4

Nueva Xref=[ -1.000000 -0.220000 0.923880 1.000000 1]
PolINum=[1.000000 2.051328]

PolDen=[-0.924241 2.041271]

E = 0.013361293

[If-r]]=0.040587532

El valor de tau es: 0.680000

Figura 2.4: Cuarta iteracién
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Iteracion 5

Nueva Xref=[ -1.000000 -0.220000 0.680000 1.000000 1]

PoINum=[1.000000 1.965387]
PolDen=[-0.850010 1.932575]
E = 0.020940785

[If-r] | =0.021041835
El valor de tau es: 0.700000

Figura 25: Quinta iteracion

0.2

0.4

0.6

0.8
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Iteracion 6

Nueva Xref=[ -1.000000 -0.220000 0.700000 1.000000 ]
PolINum=[1.000000 1.965082]

PolDen=[-0.849747 1.932190]

E = 0.020969401

| IF-r]1= 0.020969401
El valor de tau es: -1.000000

Figura 26: Sexta iteracion

La ejecucion del programa de este algoritmo, se detuvo en la iteracion 6 debido a que E y
[|/ —r|| coinciden. El ejemplo escogido corresponde a una funcién f que es (1,1) —normal

y estrictamente positiva. Por lo que / es una buena funcién para aplicar el algoritmo tipo
Remez, cumpliendo las hip6tesis del Teorema 2.1.
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Capitulo 3

Aproximacion de grado total

En el presente capitulo nos dedicaremos al estudio de la aproximacion racional de grado total,
analizaremos su definicion asi como los teoremas que sustentan esta teoria. Estudiaremos el conoci-
do algoritmo de grado total y su convergencia que nos conduce a encontrar la aproximacion racional
de grado total para una funcion establecida y comparar entre la aproximacién racional uniforme y
la de grado total. Mostraremos los resultados obtenidos después de aplicar el anterior algoritmo a
diversos ejemplos.

Para cualquier funcion definida sobre un conjunto finito de puntos, existe una racional que es de
mejor aproximacion de grado total. El algoritmo basado en esta teoria nos conduce, siempre que se
cumplan ciertos criterios, a dicha funcién racional.

Esa funcion, a diferencia del algoritmo de la seccion anterior, depende de una cantidad fija de
parametros que nosotros podemos establecer. Los algoritmos que surgen de manera natural de la
equioscilacion de la funcion error racional no siempre son convergentes. Por lo que el analisis que
nos ofrece la aproximacion racional de grado total es un recurso apreciable.

3.1. Analisis de la degeneracion de la aproximacién
racional discreta

En esta seccion, presentamos los resultados basicos de la degeneracion de la aproximacion racio-
nal discreta.

Sea X = {x0< ... < xN+1} un conjunto ordenado de N + 2 nimeros reales con N e NU{0}. Sea
f una funcion continua definida sobre X . Sean m,n e N U {0} tales que m + n = N . Trabajaremos
con las clases de funciones racionales R(m,n)x.

Teorema 3.1 ([7, Theorem 1]) (Teorema de degeneracion) Si p es la racional de mejor
aproximacién a f de la clase R(m,n)x con (m,n)—deficiencia d, entonces p e R(m —d,n —d)x,
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perope R(m —d—1,n —d —1)x .
Como consecuencia de lo anterior, podemos asegurar lo siguiente:

Corolario 3.1 ([7, Corollary 1]) Unafuncién f no puede ser degenerada para las clases R(m, 0)x
y R(0,n)x.

Corolario 3.2 ([7, Corollary 2]) Si m > n, entonces para f siempre existe una racional de mejor
aproximacion de cada una de las clases R(m,n)x cuya respectiva (m,n) —deficiencia d = 0,1,...,
on.

Corolario 3.3 ([7, Corollary 3]) Si m < n, entonces dada una funcién f ¢ bien ésta tiene racional
de mejor aproximacion en la clase R(m,n)x con su respectiva (m, n)—deficienciad = 0,1, 2,..., 0
m, O bien, carece de dicha racional.

Corolario 3.4 ([7, Corollary 4]) Sea R(m1,n)x C R(m2,n2)x, E1y E2 respectivamente los
errores de aproximacion de f en dichas clases, entonces E1> E2.

Una vez que tenemos los resultados previos, se muestra la siguiente pirdmide de degeneracion
para clases R(m,n) conm +n " 8.

d=4 R(0,0) i
d=3 R(2,0) r(i, 1) 1R(0, 2

d=2 RA,0 RGBI) _ o y p w RO

d=1 R(6,0) R(5, i) R(4,2 R(3,3 \R(2 4 R(L5 R(,?6)

d=0 R(8,00 R(7,1) R(6,2 R(53) R(4,4) ir(3,5 R(2,6 R(i,7 R(,D8)

Piramide de degeneracién para clases R(m,n) con m +n < 8

En el lado izquierdo de la pirdmide, hay garantia de la existencia de la mejor aproximacién. En la
clase R(8, 0)x (i.e. polinomios algebraicos de grado a lo més 8) la aproximacion solamente puede ser
normal (i.e. d = 0). En la clase R(7,1)x, la méaxima deficiencia de la racional de mejor aproximacion
es igual a 1, lo cual ocurre cuando dicha racional pertenece a la clase R(6,0)x . Andlogamente, los
valores de las méaximas deficiencias de las racionales de mejor aproximacion de las clases R(6,2)x ,
R(5, 3)x y R(4, 4)x son respectivamente 2, 3y 4.
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Por otro lado, en el lado derecho de la piramide, no hay garantia de la existencia de la mejor
aproximacién. En caso de existir, ocurriria de manera analoga como en el lado izquierdo de la
piramide.

3.2. Aproximacion racional de grado total

La aproximacién racional de grado total N a una funcion f definida en X, consiste en ampliar
la basqueda de la racional p, considerando todas las clases R(m,n)x cuyos grados sumen un valor
fijo, es decir m + n = N, éstas serian R(m + n, 0)x, R(m + n —1,1)x , R(m + n —2,2)x , R(m +
n—3,3)..., R(m, n)x,..., R(1,m +n —1)R(0, m + n)x , pero descartando las clases en las que f
carezca de mejor aproximacion o es (m,n)—deficiente.

Si bien puede existir una racional r cuya distancia a f sobre X sea menor que el error de apro-
ximacion de la racional de grado total, esto ocurre cuando r pertenece a una clase racional de las
descartadas en la definicion. Enunciaremos a continuacion un teorema que se puede encontrar en
[7] que nos permite justificar la definicion del parrafo anterior.

Teorema 3.2 ([7, Theorem 2]) (Teorema de grado total) Si cada clase en la base de una pirdmide
de degeneracidn tiene una referencia X ref libre de polos (i.e, 0 * g(conv(Xref)), donde p es la mejor
aproximacion racional af de esa clase) con un error de equioscilacion (i.e E(m,n, f, Xref)) mayor
que el menor error de aproximacion (i.e E(m,n, f, X)) encontrado en todas las clases R(m,n)x de
la base, entonces la racional p a la cual le corresponda el menor error de aproximacion de la base,
también tendra el menor error de aproximacion de todos los que se puedan hallar en las clases de
la piramide.

Encontrar la aproximacion de grado total en un pequefio problema es facil, pero en general, el
namero de aproximaciones de grado total N es

N-+2Ccard(X).
Esto se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1 Sea f una funcién definida sobre X = {0,1, 8,9} como f (0) = 1.01, f (1) = 0.49,
f@® =0, f(9) = 0.1. Proponemos hallar la funcién r como la mejor aproximacion racional de
grado total 1 a f. Utilizando un procedimiento similar al usado en el Ejemplo 2.2.1, hallaremos
buenas estimaciones de la mejor aproximacion racional de R(1,0)x af y de la mejor aproximacion
racional (si es que existe) de R(0,1)x af . Después tomaremos como mejor aproximacion racional
de grado total 1, aquella con menor error de aproximacion.

La grafica de los valores y las funciones correspondientes son las siguientes:
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(a) (b)

(©) @

Entonces

o+ = X —T7.9175
1 ~ 089

es una buena estimacién de la mejor aproximacion a / (Ejemplo 3.1.1, parte (b),(d)) con respecto
a la clase R(1,0)X con un error de aproximacion de 0.008 y

r*= :
1.503x + 0.9197

es una buena estimacion de la mejor aproximacion a / (Ejemplo 3.1.1, parte (j),(l)) con respecto
a la clase R(0,1)X con un error de aproximacion de 0.03.

Por lo que r* es una estimacion de la aproximacioén racional de grado total 1a / sobre X .
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X=[0 1 8 9]
Xref=[0 8 5]

E= -0.1005556
1If-r||= 0.3183333

()

(9)

X=[0 18 9]
Xref=[0 1 8]

El= -0.4003798
Polo: 3.171325
[[f-r||= 0.4316884

0]

(k)

X=[0 1 8 9]
Xref=[1 8 5]

E= -0.0743750
1|[f-r]]= 0.5456250

(f)

(h

X=[0 18 9]
Xref=[0 1 8]

E2= 0.0772548
1If-r||= 0.0307826

0)

0]
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X=[0 1 8 9]
Xref=[0 1 9]

El= 0.4075429
Polo: 1.000000

| IF-r1]= 0.0860653

(m)

X=[0 18 9]
Xref=[0 8 9]

El= 0.9566564
Polo: 8.472426
I|f-r||= 0.4295177

)

Q)

X=[0 18 9]
Xref=[0 1 9]

E2= 0.0030126
[If-r]]= 0.0772548

(n)

(0)

(@)

©)
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(®) (u)

v) (w)

Para evitar resolver todas las aproximaciones en un ejemplo concreto, se ha desarrollado el
algoritmo de grado total, cuyo procedimiento puede verse en la siguiente seccion.
3.3. Algoritmo de grado total

Sea f una funcién definida sobre un conjunto finito de puntos X ¢ R con card(X) > N + 2
donde N e N U {0}, el algoritmo de grado total encuentra una estimacion de los coeficientes
ao,a\,... ,am,bo,bi,... ,bn de la funcién racional de mejor aproximacion de grado total N a la

funcion f y una estimacion del error de aproximaciéon E (f, N, X ). El procedimiento del mismo se
detalla a continuacion:

1 Tomar una referencia X ref de N + 2 puntos.
2. Calcular el error equioscilante en X ref para cada una de las clases de grado total N .

3. Escoger la clase R(m, n) que tenga el menor error equioscilante de entre aquellos cuyos errores
sean a su vez mayores que el obtenido hasta el momento.

4. Use esta funcion racional para encontrar dos puntos en X —Xref, aquel en el cual la funcion
error alcanza su maximo valor absoluto y el punto en el cual dicha funcién alcanza el menor

34



3.4.

de los valores mayores al error de equioscilacian.

Cambie sucesivamente cada punto de Xref con el primero de los puntos anteriores hasta que
aparezca una nueva referencia con un error de equioscilacion mayor que el obtenido hasta el
momento.

En la referencia obtenida en el paso anterior cambiar cada uno de los puntos por el segundo
de los puntos obtenidos en el paso 4, de nuevo hasta obtener una nueva referencia con un
error de equioscilacion mayor que el obtenido hasta el momento.

Dejar fija la columna de la clase R(m, n) si el error de equioscilacién alcanzé el valor del error
maximo.

Repetir a partir del paso 3 hasta que en todas las columnas de las clases R(m, n) se iguale el
error de equioscilacion con el error maximo, 6 bien, en la Gltima etapa de ese ciclo no haya
habido aumento del error de equioscilacion.

Detalles del proceso para llevar a cabo el algorit-
mo.

3.4.1. Polinomios ortogonales

Al realizar el paso 2 del procedimiento del algoritmo de grado total, debemos resolver el sistema
de ecuaciones (2.2.1) en una referencia X ref de N + 2 puntos. EIl cual es un sistema mal condicio-

nado,

por lo que Pelios ([14]), transforma el anterior problema en uno equivalente con ayuda de

polinomios ortogonales. Detallamos a continuacién dicha transformacion.

Empecemos reescribiendo (2.2.1) de la siguiente forma

donde

g(f —sA) —p = 0 sobre X ref , (3.4.1)

s(xi) = ()(N+1)-i,

A= Exref.

Por otro lado, generamos un producto interno C[(Xref)] de la siguiente forma
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(f,9) ufg
X ref
N+1
u (xi)f(xi)g(xi)
i=0

donde se define la funcion w(xi) como la funcién peso de forma que

N+1
w(xi) = s(xi) i

j=0, j=i V="

s(xi) (Xi —X0)(Xi —x 1) mmm(Xi —Xi-1)(Xi —Xi+1)(Xi —Xi+2) mm(Xi —xn+1) > °.

Los polinomios ortogonales T* seran establecidos con ayuda del anterior producto interno, es
decir, cumpliendo las siguientes condiciones de ortogonalidad

(T*,T*) = SijVi,
donde ji es una constante positiva. Podemos deducirlos usando una regla de recurrencia de tres

términos
Ti+l = (x —ai)Ti —PiTi-1

con las condiciones iniciales Tf =1, Tf = (x —a0)T0,a0= (xTf,Tf)/(Tf,Tf). Luego normaliza-
mos los polinomios ortogonales T* multiplicAndolos por el siguiente factor

1
V(T*T*) Vi

y obtenemos los N + 2 polinomios ortonormales Ti que van a tener la ventaja de que el producto
interno cumpla (Ti, Tj) = Sij. Generamos una base del espacio de polinomios de grado a lo mas
N + 1, es decir, PN+1compuesta por los polinomios Ti coni =0,...,N + 1
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Resolver el sistema (3.4.1) consiste en hallar una funcién racional de la clase R(m,n)Xref con

m+n-=N.
m

kr
Tk
rx) = K
=
30

donde p = ! > kTk y q = m£ b3Ts, que satisfaga el sistema
k:O 3=0

E Tj ) [/ —sAl — E akTk) = 0 sobre X ref.
\3=0 ) Vk=0 )

Para resolver el sistema (3.4.1), el cual es un Problema de aproximacion racional discreta, lo

convertiremos a un Problema de eigenvalores simétricos multiples.

Primero, usando el anterior producto interno, multiplicamos (3.4.1) por sTi, con i = 0,1,...,n,
obtenemos

0= (sTi, 0) = (sTi, g/ —qgsA —p) = (sTi,q/ ) —A(sTi,sq) —(sT¢,p)
n \ / n \ / m \
€Ti, E wTj/)y —ATi, E v) ~ sTi, E akTk)

30 | \ 30 / \ k0 [
n n m
= E B(sTi, /Ti) —AE 3 (Ti, T3) —E ak (sTi, Tk)
30 30 k=0 (3.4.2)
n m
= E BAN+(/TiTs) —Abi —E ak(Tn+i —i, Tk)
j=0 k=0
N b An+1(/TiT3) —Abi
j=0

El sistema (3.4.2) se transforma en
5b = Ab,

donde S es una matriz cuadrada y simétrica de tamafio n + 1 cuyas entradas son

siz = AN+1(/TiTs)

con a n+1es la diferencia dividida de orden N + 1 de / relativo a X ref, la cual puede ser calculada
de manera recursiva (ver [15, pag. 49]) y b es el vector de coeficientes [b0, b1, ..., bn]f.
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Cualquier solucion a la ecuacion (3.4.1) debe de ser también solucién para la ecuacion (3.4.2).

Por otro lado, multiplicando por Ti con i = 0,1,... ,m, obtenemos

0= {Ti,fq) - {Ti,s\q) - {Ti,p)
Tif £ BT) - NTHEASTH) ~ (Ti £+ akTk
\ j=0 / \' j=0 /I \ k=0 /
n n m
=£ BN, fTj)- AE (riTn+i-j)- £ ak{Ti, Tk)
j=0 j=0 k=0 (3.4.3)
n
=£ P, fTj)- ai
=0
n
= £ PAn+LsfTIT)) - ai.
=0
El sistema (3.4.3) se transforma en
Mb = a, (3.4.4)

donde M es una matriz de tamafio (m + 1) x (n + 1) cuyas entradas son

mij = An+1(sfTiTj)

y a es un vector columna de coeficientes del polinomio numerador p de tamafio (m+ 1) x L

El error de equioscilacion Aen (3.4.2) es un eigenvalor de S y b es un eigenvector de dicho ei-
genvalor. Como consecuencia de que S es una matriz simétrica, tiene n + 1 eigenvalores reales y
podemos hallar n + 1 eigenvectores ortogonales.

A continuacion daremos algunas propiedades de la matriz S que nos servird para determinarla
mas comodamente durante el proceso de nuestro algoritmo.

Teorema 3.3 ([6, Theorem 4]) Sea Sk con 0 < k < N, la matriz simétrica de tamafio
(k+ 1) x (k+ 1) correspondiente al problema asociado con la clase racional R(N - k,k). Se cumple
que SOC S1C ... C SN C SN+1, donde la inclusidn se entiende en el sentido de que cada matriz
es la maxima submatriz principal de la siguiente y ademés SN+1=S.

Otro teorema importante es el siguiente.
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Teorema 3.4 ([6, Theorem 5]) La matriz SN+1 es persimétrica * y sus respectivos N + 2 eigen-
valores son

s(xi)/(xi) coni=0,... ,N +1

Ademas a cada eigenvalor le corresponde un eigenvector

bi = yJu(xi)TO(xi),AJu(xi) TL(xi),... ,"Ju(xi)Tn+1(xi)

Ordenamos los N + 2 eigenvalores de SN+1 como

A< A< A< ... <Antl

Corolario 3.5 ([6, Corollary 6]) Sea Sk con 0 < k < N la matriz correspondiente al problema de
eigenvalores simétricos de la clase R(N —k,k). Entonces se cumple

1. Entrelazamiento de eJgenvalores: Los eJgenvalores de Sk-1 estan entrelazados con los
eigenvalores de Sk donde 1< k < N + 1. En particular, los eigenvalores de SN entrelazan la
secuencia ordenada {s(xi)/(xi):i=0,... ,N + 1}.

2. Los eigenvalores de Sk, 0 < k < N, van a estar acotados inferiormente por A0 =
min{s(x)/(x) :x e Xref} y acotados superiormente por AN = max{s(x)/(x) :x e Xref }.

Para entender estos Gltimos teoremas, empezamos con una matriz cuando el grado del polinomio
denominador n = 0, la matriz va ser de tamafio 1 x 1y terminamos con una matriz de tamafio
(N+ 1) x (N + 1) cuando n = N.La ecuacion (3.4.1) en realidad se refiere a N + 1 problemas
diferentes, sin embargo, las respectivas matrices Sk satisfacen el Teorema 3.3, por lo que todas son
simétricas si bien s6lo SN+1 es persimétrica.

Observacion: Los indices de la columna y de la fila inician en 0.

Ejemplo 3.4.1 m Cuandon=0ym =N

So= Soo ,

tiene 1 eigenvalor A0 = s00 y ademas A0 < ADD < AN+1.

*Una matriz simétrica B £ R"x" se dice que es persimétrica cuando es simétrica también respecto a la
diagonal de noreste-suroeste, es decir, Bj = Bn-j+i,n-i+i para todo i,j.
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La siguiente matriz cuandon =1, m =N —1

S s 1 So sO1
sl sli sl sli

tiene 2 eigenvalores Al0 < All y ademés A0 < Al0 < All < AN+1.

S1=

Después cuandon = 3, m = N —2

s s0L s@ a ol a
S2= sI0 s11 s12 — s12
s s2 s22 s s2 s2

tiene 3 eigenvalores A0 < A2l < A2 y ademés A0 < A0 < A2l < A2 < AN+1.

Y asi sucesivamente, hastaquen =N, m =0

. s N
Sn - SlN

Sn =
sN  sN1 SNN

tiene N + 1 eigenvalores AN < AN1 < ... < ANN y ademds A < AN < A1 < AN1 < A <
. < AN < ANN < AN+

Como Sn+1 es persimétrica, entonces sij = sN+1-iN+1-j, i,j =0,... N + 1

En la Figura 3.1, se muestra un ejemplo de una matriz persimétrica de N + 1= 4.

«O 50 «@2 «B 4
@l 511 «12 «13 «03
N+1 Q2 512 2 12 «2
@B «13 SI2 411 1
W @03 2 Ol «0

FigBra 31 Mtriz persimétrica Sn+1 para N + 1= 4 Para rellenarla Unicamente hace falta conocer 9 valores (indicados en
azul).

3.4.2. Procedimiento Lo-Hi

Una vez establecida la matriz Sn+1, generamos otra matriz A de tamafio (N + 3) x (N + 2) de
la siguiente forma:

40



. En el primer rengldn, colocamos el menor de los eigenvalores de SN+Y, es decir, A0, repitiendo
el mismo valor en toda la fila.

. En la Gltima columna, acomodamos de manera descendente todos los eigenvalores de SN+Y
conforme crece, empezando a partir de la segunda fila.

. Comenzando en la tercera fila, primera columna, colocamos el mayor de los eigenvalores
AN+1, repitiendo el mismo en diagonal descendente. Se forma un borde alrededor de una
region triangular y fuera de ese borde, se rellena con ceros.

. La k - ésima columna, se rellena con los respectivos eigenvalores A’s de cada submatriz Sk
con 0 < k < N, ordenados descendentemente conforme su valor crece.

. Para hallar los k + 1 eigenvalores A’s y sus respectivos eigenvectores b’s de la matriz Sk se
realiza de la siguiente manera:

I. Hallaremos el primer eigenvalor y el primer eigenvector, Ay bk0 = [bk0o,bkOl, ..., bkok]'.
Obsérvese A0 < AlO < Ak-10.

i. Tomamos un primer intento para el eigenvalor A0 tal que A0 € [A0, Ak-1,0].

ii. Generamos kO = [b00o, kOI, ..., bROK]' (i.e el eigenvector que le corresponde a AY).
Su dltimo componente es igual a 1, i.e bkok = 1

iii. Resolver el sistema
(Sk - Afbf0= 0

iv. Aplicar iteracion inversa y cociente de Rayleigh

N0 = (Sk - Ak«lb i1

i+1  (b» )'Sk&

1_ Ao

; n
Repetir hasta que ~-— /X'k+ol < 10

I1. Hallaremos Aki y bM = [bklo, bkh,..., bkin]' con 0 < | < k. Obsérvese que Ak-i,i < Aki <

Ak-1,1+1.
i. Tomamos un primer intento para el eigenvalor AK tal que Akl € [Ak-1)I,Ak-1,1+1].
ii. Generamos bk = [bklo,bMi,... ,bMK]' (i.e, el vector que le corresponde a Akl). Su

altimo componente es igual a 1, i.e bkl = 1
iii. Resolver el sistema
(bkl)'bjl =0 para0O<j <I-1
(Si- Ah) =0

donde Si es una submatriz de SN+Yde tamafio (k- 1) x (k + 1).
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iv. Aplicar iteracion inversa y cociente de Rayleigh

bh —(s —\y )Ki1l
ml_ ')Svel

Repetir hasta que 1_ ,X%Il <10 1

I11. Hallaremos el Gltimo eigenvalor \ kk y eigenvector bkk — [bikko,bkKl, ..., bkkk]* Obsérvese
Ak-1,k-1 < Akk < AN+1.
i. Hallaremos un primer intento para el eigenvalor \ kk, es decir, Akk € [Ak-1)k-1, AN+1].

ii. Generamos bkk — [okko bkkl, ..., Bkik] (i.e el eigenvector que le corresponde a A'K).
Su altimo componente es igual a 1, i.e bkkk — 1.

iii. Resolver el sistema
(bkk)thjk —0 paraO0<j <k —1

iv. Aplicar iteracion inversa y cociente de Rayleigh

bkk — (Sk—Akkm ¢ 1
Nl (bidd)tSkbis1
(bk+"Wkt'

Repetir hasta que 1 Xl;% <10 1

Una vez concluida esta etapa, se obtiene una matriz A como se muestra en Figura 3.2.

VO WO W0 > W

So VID VO VD W
A V1 vz va V1

i

0 w4 V2 V& W

0 0 wu Vv W3

0 0 0 w4 w4

Figura 32 Matriz Ade eigenvalores para N +1 = 4

Al mismo tiempo obtenemos los coeficientes b’s de cada uno de los polinomios denominadores q

como un eigenvector correspondiente a sus respectivos eigenvalores A's. Generamos una matriz de
o N+ 1)(N + 2 - . .
tamafio (N + 1) x ( X ) la cual la llamamos A, escribiendo en la primer columna los coefi-

cientes del polinomio correspondiente a Aoy después los correspondientes al polinomio numerador
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obtenido al resolver (3.4.4). Hacemos lo mismo para cada columna con respecto a los otros eigenvalo-
res A’s. En la dltima fila, se coloca el nimero de ceros de cada polinomio denominador g en conv(X).

Después de ordenar los coeficientes de cada polinomio denominador, calculamos la cantidad de
ceros de dicho polinomio con el siguiente método.

3.4.3. Prueba de Sturm
k
Como habiamos enunciado anteriormente, tenemos q = BTj con k = 0,1,...,n,
j=0
queremos hallar los ceros de cada polinomio denominador en el intervalo conv(X) = [x0,xN+1].
Desafortunadamente, la prueba de Sturm trabaja con la base estdndar de los polinomios, entonces
debemos representar g en términos de monomios, es decir,

k

Q(x) = E dix%
i=0

Generamos los k+1 polinomios Ck,Ck-1,... ,C1,C0de grado estrictamente decreciente (deg Ck >
deg Ck-1) definidos de la siguiente forma:

Ck=0Q
Ck1 = Q'
Ci = PCi-1 —Ci-2, 0<i<k—2

donde P es un polinomio que cumple deg(PCi-1) = deg(Ci).
Observacion: Ci(x) = ¢+ ci,Ix + ci,2x2+ ... + cijixicon 0< i < k.

Lo anterior nos conduce a un proceso recursivo, en el cual calculamos los coeficientes de la
siguiente manera:

ckj=d3, 0<j<k
ck-13 = (j + 1)dk-1+3, 0<j <k—1

ai= M =23, i—1
ci-1,1-1
= (cij-1 —aici-1,-2), i=kk —1, 2
Ci-1,i-1

Ci-2,i-3 —aici—,i§— + Pici-1,i-j ci,i-3
Ci-2,i-3 —frici-1,i3  ci,i-3, j —i.
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La cantidad de ceros reales del polinomio Q en el intervalo [a, b] es
V(@ - V(D

donde la funcion V (x) cuenta la cantidad de cambios de signo en la sucesion Cj(x) (ver [19]).

Como se observa en la Figura 3.3 se muestra un ejemplo de una matriz A de N = 3.

So A0 Al A A A2 AD Al A2 AR

bOO0 DbOI0 bOIl b0 bO2l b02 b0 bO3l b2 b033
aooo bll0 biii  bl20 bl2l bl2 bl bI3l bI2 bIA
albd a0lo al0ll b20 b2l b22 b2 b23 b2R  b23B3
a0 allo alll a0 a02 a02 b330V b33l bR b3B
al0 a20 a2l al20 al2l al2 a0 a03 alR alRB

0 ni0 nii n20 n2i n2 ~30 n3i nR n33

Figura 33: IVetriz A para N = 3 nij son los ceros del polinomio baij + bujx + ... + biijx%4indicados en rojo).



3.5. Convergencia del algoritmo de grado total

Hasta este punto nuestro desarrollo ha estado restringido a una unica referencia de m + n + 2
puntos. El algoritmo de intercambio de grado total funciona de manera similar que el algoritmo de
intercambio unipuntual de Remez cuando los grados m y n se fijan de manera separada excepto que
ahora en cada etapa el algoritmo selecciona la funcion racional de menor error de entre lasm +n +1
clases racionales de grado total N sobre todos los puntos del dominio X . Asi, el algoritmo ya no
esta restringido a una sola clase racional. Como en el caso del intercambio unipuntual, se crea una
nueva referencia introduciendo un punto nuevo de X en el cual la actual funcién racional de mejor
aproximacion alcanza su error maximo. La cercania a la funcion por aproximar de las sucesivas
funciones racionales se determina sobre el conjunto total de puntos X , hasta obtener una buena
estimacién que cumpla con criterio de paro.

Enunciaremos a continuacion el siguiente teorema que prueba la convergencia del algoritmo de
grado total.

Teorema 3.5 ([6, Theorem 9]) (Teorema de convergencia) El algoritmo de intercambio unipuntual
de Remez de grado total converge a la aproximacién racional minimax de grado total N.

3.6. Diagrama de flujo

A continuacién mostraremos el diagrama de flujo del algoritmo de grado total que fue descrito
anteriormente.
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3.7. Ejemplos

Ejemplo 3.7.1 Consideremos lafuncién f (x) = log(x+1) definida sobre el intervalo cerrado [0,1].
Esta funcién es continua y estrictamente positiva en el intervalo mencionado. Proponemos hallar r,
la mejor aproximacion racional de grado total 4 sobre el conjunto de 51 puntos equidistantes dentro
del intervalo [0,1].

En el primer ejemplo mostraremos los resultados obtenidos por el programa del algoritmo de
grado total en MATLAB.

Empezamos con el algoritmo con una referencia arbitraria de 6 puntos con N = 4.
Xref = [-0.96, -0.92, -0.88, -0.84, -0.8, -0.86, -0.76],

cuyos indices son 2, 3,4, 5,6 y 7, respectivamente.
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R(4,0) R(3,1)
1.769E-08
41 40
0.0027892 0.0001049
8 8
4.982E-07 3.423E-08
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
51 51
R(4,0) R(3,1)
4.865E-08 3.474E-09
vl 40
0.0030387 0.0001132
4 4
5.414E-08 4.157E-09
2 2
3 3
5 5
6 6
7 7
51 51
R(4,0) R(3,1)
5.048E-08 3.687E-09
41 40
0.0030392 0.0001133
8 8
8.541 E-07 5.865E-08
2 2
3 3
4 4
6 6
7 7
51 51
R(4,0) R(3,1)
5.048E-08 3.687E-09
41 40
0.0030392 0.0001133
8 8
8.541 E-07 5.865E-08
2 2
3 3
4 4
6 6
7 7
51 51

1.276E-09

1
R(2,2)
5.99E-10
39
3.956E-05
8
1.583E-08
3

N o o b

3
R(2.2)
1.625E-09
39
4.264E-05
4
1.992E-09
2

N o o0 w

5
R(2,2)
1.737E-09
39
4.266E-05
8
2.712E-08
2

N o A~ W

7
R(2,2)
1.737E-09
39
4.266E-05
8
2.712E-08
2

3
4
6
7

51

R(1,3)
2.453E-09
40
0.0002419
8
6.639E-08
3

4
5
6
7

51

R(1,3)
6.71E-09
40
0.0002626
4
7.812E-09
2

3
5
6
7
51

R(1,3)
7.077E-09
40
0.0002627
8
1.141 E-07
2

3
4
6
7

51

R(1,3)
7.077E-09
40
0.0002627
8
1.141 E-07
2

3
4
6
7

51

Etapa 1

R(0,4) R(4,0)
0.000757 2.863E-08
51 41
0.6931459 0.0029325
1 3
0.0102646 1.541E-07
2 2
3 4
4 5
5 6
6 7
7 51
R(0,4) R(4,0)
0.000757 5.048E-08
51 41
0.6931459 0.0030392
1 8
0.0102646 8.541 E-07
2 2
3 3
4 4
5 6
6 7
7 51
R(0,4) R(4,0)
0.000757 5.048E-08
51 41
0.6931459 0.0030392
1 8
0.0102646 8.541 E-07
2 2
3 3
4 4
5 6
6 7
7 51

R(0,4) R(4,0)
0.000757 6.361 E-08
51 41
0.6931459 0.0026996
1 5
0.0102646 9.986E-08
2 2
3 4
4 6
5 7
6 8
7 51

R(3,1)
2.045E-09
40
0.0001096
3
1.149E-08
2

~N o o b

R(3,1)
3.687E-09
40
0.0001133
8
5.865E-08
2

N o A~ W

R(3,1)
3.687E-09
40
0.0001133
8
5.865E-08
2

N o A~ W

R(3,1)
4.471E-09
40
0.0001017
5
7.389E-09
2

4
6
7
8

51

Cambio de indice del minimo error mayor al equioscilante: 8

2
R(2,2) R(1,3)
9.566E-10 3.946E-09
39 40
4.129E-05 0.0002537
3 3
5.45E-09 2.196E-08
2 2
4 4
5 5
6 6
7 7
51 51
4
R(2,2) R(1,3)
1.737E-09 7.077E-09
39 40
4.266E-05 0.0002627
8 8
2.712E-08 1.141 E-07
2 2
3 3
4 4
6 6
7 7
51 51
6
R(2,2) R(1,3)
1.737E-09 7.077E-09
39 40
4.266E-05 0.0002627
8 8
2.712E-08 1.141 E-07
2 2
3 3
4 4
6 6
7 7
51 51
8
R(2,2) R(1,3)
2.081 E-09 8.654E-09
39 40
3.839E-05 0.0002344
5 5
3.497E-09 1.405E-08
2 2
4 4
6 6
7 7
8 8
51 51

R(0,4)
0.000757
51
0.6931459
1
0.0102646
2

N o 0o~ W

R(0,4)
0.000757
51
0.6931459
1
0.0102646
2

N o o b~ oW

R(0,4)
0.000757
51
0.6931459
1
0.0102646
2

N o 0o~ W

R(0,4)
0.000757
51
0.6931459
1
0.0102646
2

3
4
5
6
7



9 10

R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3)
8.529E-08 6.006E-09 2.796E-09 1.163E-08 0.000757  9.184E-08 6.762E-09 3.193E-09 1.293E-08
Q 40 39 40 51 vl 40 39 40
0.0027884 0.0001048 3.954E-05 0.0002419 0.6931459  0.0027897  0.000105  3.96E-05  0.0002421
4 4 4 4 1 5 5 5 5
1.063E-07 8.549E-09 4.152E-09 1581 E-08 0.0102646  1.861E-07 1.293E-08 5.983E-09 2.523E-08
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3
6 6 6 6 4 4 4 4 4
7 7 7 7 5 7 7 7 7
8 8 8 8 6 8 8 8 8
51 51 51 51 7 51 51 51 51

1 12
R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3)
9.184E-08 6.762E-09 3.193E-09 1.293E-08  0.000757  9.184E-08 6.762E-09 3.193E-09  1.293E-08
4 40 39 40 51 4 40 39 40
0.0027897  0.000105  3.96E-05 0.0002421 0.6931459  0.0027897 0.000105  3.96E-05  0.0002421
5 5 5 5 1 5 5 5 5
1861 E-07 1.293E-08 5.983E-09 2.523E-08 0.0102646  1861E-07 1.293E-08 5.983E-09 2.523E-08
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4 4 4
7 7 7 7 5 7 7 7 7
8 8 8 8 6 8 8 8 8
51 51 51 51 7 51 51 51 51
Etapa 2
1 2
R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3.1) R(2,2) R(1,3)
9341 E-07 7.494E-08 3.64E-08 1.368E-07 0.0012785  1.478E-06 1.165E-07 5.626E-08 2.139E-07
27 26 26 26 51 27 26 25 26
0.0003587 1.938E-05 8.301E-06 3.92E-05 0.6931445 0.0003911  2.1E-05  8.983E-06 4.265E-05
9 9 9 9 1 6 6 6 6
5.618E-06 4.323E-07 2.073E-07 7.965E-07 0.0113418  1.745E-06 1.447E-07 7.101E-08 2.616E-07
3 3 3 3 2 2 2 2 2
4 4 4 4 3 4 4 4 4
7 7 7 7 4 7 7 7 7
8 8 8 8 6 8 8 8 8
39 39 39 39 7 39 39 39 39
51 51 51 51 8 51 51 51 51
3 4
R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3)
1575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31E-07 0.0012785  1.575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31 E-07
27 26 25 26 51 27 26 25 26
0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311E-05 0.6931445 0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311E-05
6 6 6 6 1 6 6 6 6
1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08 3.051E-07 0.0113418 1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08  3.051 E-07
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3
7 7 7 7 4 7 7 7 7
8 8 8 8 6 8 8 8 8
39 39 39 39 7 39 39 39 39
51 51 51 51 8 51 51 51 51

R(0,4)
0.000757
51
0.6931459
1
0.0102646
2

N o 0o b~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N O A~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W



R(0,4)

0.0012785
51

0.6931445
1

0.0113418
2

o N o b~ W

R(4,0)
1.575E-06
27
0.0003945
6
1.985E-06
2
3
7
8
39
51

R(3,1)
1.263E-07
26
2.124E-05
6
1.703E-07
2
3
7
8
39
51

6
R(2,2)
6.135E-08
25
9.092E-06
6
8.44E-08
2
3
7
8
39
51

Cambio de indice del minimo error mayor al equioscilante: 5

5
R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3)
1575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31E-07
27 26 25 26
0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311 E-05
6 6 6 6
1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08 3.051 E-07
2 2 2 2
3 3 3 3
7 7 7 7
8 8 8 8
39 39 39 39
51 51 51 51
7
R(4,0) R(3.,1) R(2,2) R(1,3)
1.575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31 E-07
27 26 25 26
0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311 E-05
6 6 6 6
1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08 3.051 E-07
2 2 2 2
3 3 3 3
7 7 7 7
8 8 8 8
39 39 39 39
51 51 51 51
9
R(4,0) R(3,1) R(2,2) R(1,3)
1.575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31 E-07
27 26 25 26
0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311 E-05
6 6 6 6
1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08 3.051 E-07
2 2 2 2
3 3 3 3
7 7 7 7
8 8 8 8
39 39 39 39
51 51 51 51
11
R(4,0) R(3.,1) R(2,2) R(1,3)
1.575E-06 1.263E-07 6.135E-08 2.31 E-07
27 26 25 26
0.0003945 2.124E-05 9.092E-06 4.311 E-05
6 6 6 6
1.985E-06 1.703E-07 8.44E-08 3.051 E-07
2 2 2 2
3 3 3 3
7 7 7 7
8 8 8 8
39 39 39 39

51 51 51 51

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N O A~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W

R(4,0)
1.575E-06
27
0.0003945
6
1.985E-06
2
3
7
8
39
51

R(4,0)
1.575E-06
27
0.0003945
6
1.985E-06
2
3
7
8
39
51

R(4,0)
1.575E-06
27
0.0003945
6
1.985E-06
2
3
7
8
39
51

R(3,1)

1.263E-07

26

2.124E-05

6

1.703E-07

2
3
7
8
39
51

R(3,1)

1.263E-07

26

2.124E-05

6

1.703E-07

2
3
7
8
39
51

R(3,1)

1.263E-07

26

2.124E-05

6

1.703E-07

2
3
7
8
39
51

8
R(2,2)

6.135E-08

25

9.092E-06

6
8.44E-08
2
3
7
8
39
51

10
R(2,2)

6.135E-08

25

9.092E-06

6

8.44E-08

2
3
7
8
39
51

12
R(2,2)

6.135E-08

25

9.092E-06

6

8.44E-08

2
3
7
8
39
51

R(1,3)
2.31 E-07
26
4.311 E-05
6
3.051 E-07
2
3
7
8
39
51

R(1,3)
2.31 E-07
26

4.311 E-05

6

3.051 E-07

2
3
7
8
39
51

R(1,3)

2.31 E-07

26

4.311 E-05

6

3.051 E-07

2
3
7
8
39
51

R(1,3)

2.31 E-07

26

4.311 E-05

6

3.051 E-07

2
3
7
8
39
51

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0o N o b~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N O A~ W

R(0,4)
0.0012785
51
0.6931445
1
0.0113418
2

0 N o b~ W



R(4,0)
1.333E-05
46
0.0001146
23
1.564E-05
2
6
8
25
39
51

R(4,0)
4.164E-05
45
0.0001359
4
4.284E-05
1
6
15
25
39
51

R(4,0)
5.534E-05
17
6.766E-05
35
5.764E-05
1
6
14
30
45
51

R(4,0)
5.937E-05
17
6.512E-05
19
5.938E-05
1
5
15
32
46
51

R(3,1)
1.084E-06
15
5.848E-06
50
1.217E-06
2
6
8
25
39
51

R(3,1)
2.88E-06
45
6.493E-06
32
3.084E-06
1
6
14
25
39
51

R(3.,1)
3.688E-06
5
4.221 E-06
31
3.706E-06
1
6
14
30
45
51

R(3,1)
3.84E-06
51
3.844E-06
4
1.713E-06
1
5
15
30
45
51

Etapa 3
36
R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1)
5.249E-07 1.957E-06 0.0012785 3.455E-05 2.494E-06
14 15 51 46 1
2.663E-06 1.112E-05 0.6931445 0.0001242 7.257E-06
22 50 1 17 49
5901 E-07 2911E-06 0.0113418 3.588E-05 2.505E-06
2 2 2 2 2
6 6 3 6 6
8 8 4 14 14
25 25 6 25 25
39 39 7 39 39
51 51 8 51 51
60
Etapa 5
R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1)
1.319E-06 5.445E-06 0.0305681  4.64E-05 3.266E-06
44 45 46 32 30
2.646E-06 1.354E-05 1.6982884 0.0001056 5.315E-06
3 49 1 4 15
1.322E-06 5.875E-06 0.0324203  4.682E-05 3.297E-06
1 1 1 1 1
6 6 6 6 6
14 15 15 14 14
25 25 25 25 25
39 39 39 44 44
51 51 51 51 51
84
Etapa 7
R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1)
1.639E-06 7.075E-06 0.0383793  5.798E-05  3.84E-06
5 5 47 32 51
1.932E-06 7.925E-06 0.0775675 6.532E-05 3.844E-06
15 32 8 46 4
1.674E-06 7.185E-06 0.041353 6.002E-05 1.713E-06
1 1 1 1 1
6 6 14 5 5
14 14 25 15 15
30 30 39 30 30
45 45 44 45 45
51 51 51 51 51
108
Etapa 9
R(2,2) R(1,3) R(0,4) R(4,0) R(3,1)
1.7E-06 7.389E-06 0.0383793 6.057E-05 3.84E-06
4 31 47 51 51
1.713E-06 7.526E-06 0.0775675  6.057E-05 3.844E-06
16 16 8 51 4
7.416E-06 7.42E-06 0.041353 6.057E-05 1.713E-06
1 1 1 1 1
5 5 14 5 5
15 15 25 17 15
30 30 39 32 30
45 45 44 46 45
51 51 51 51 51

Etapa 4
48
R(2,2)
1.152E-06
1
3.481 E-06
15
1.153E-06
2
6
14
25
39
51
72

Etapa 6

R(2,2)
1.49E-06
30
2.198E-06
45
1.548E-06
1
6
14
25
44
51
96

Etapa 8

R(2,2)
1.7E-06
4

1.713E-06

16

7.416E-06

1
5
15
30
45
51
120

Etapa 10

R(2,2)
1.7E-06
4

1.713E-06

16

7.416E-06

1
5
15
30
45
51

R(1,3)
4.666E-06

1

1.32E-05

16

4.69E-06

2
6
14
25
39
51

R(1,3)
6.158E-06

31

1.091E-05

47

6.303E-06

1
6
14
25
44
51

R(1,3)
7.389E-06

31

7.526E-06

16

7.42E-06

1
5
15
30
45
51

R(1,3)
7.389E-06

31

7.526E-06

16

7.42E-06

1
5
15
30
45
51

R(0,4)
0.0241855
46
0.8395392
22
0.0325657
2
8
14
25
39
51

R(0,4)
0.0383793
47
0.0775675
8
0.041353
1
14
25
39
44
51

R(0,4)
0.0383793
47
0.0775675
8
0.041353
1
14
25
39
44
51

R(0,4)
0.0400873
n
0.0504318
23
0.0408586
1
8
25
39
a7
51



R(4,0)
6.057E-05
51
6.057E-05
51
6.057E-05
1
5
17
32
46
51

R(3,1)
3.84E-06
51
3.844E-06
4
1.713E-06
1
5
15
30
45
51

Etapa 11
132
R(2,2)
1.7E-06
4
1.71E-06
16
7.416E-06
1
5
15
30
45
51

R(1,3)
7.389E-06
31
7.526E-06
16
7.42E-06
1
5
15
30
45
51

R(0,4)
0.0422942
37
0.0477811
35
0.0436468
1
11
25
39
47
51



Resolvemos el paso 2 del algoritmo (llevando el proceso de la Seccién 3.3) y se cumple con éxito
el Teorema 3.2. Determinamos el error equioscilante para la clase R(4,0), vemos que el algoritmo
estima que el error equioscilante es de 1.715E - 09 y el error méximo es de 0.0578012, el cual se
alcanza en el punto con indice 51. Para la clase R(3,1), el algoritmo estima como error equioscilante
el valor de 1.071E - 10 y como error maximo el valor es de 0.001554. Las estimaciones para la
clase R(2,2), son que tiene un error equioscilante de 4.756E - 11 y un error méximo de 0.0005084.
Las clases R(1,3) y R(0,4) tienen un error equioscilante estimado de 2.222E - 10 y con error ma-
ximo estimado 0.000757. Con un error maximo estimado de 0.0041156 y 0.6931459, respectivamente.

Como el menor de los cinco errores equioscilantes estimados es de 4.756E- 11 de la clase R(2,2),
vamos a introducir el punto con indice 51 en la nueva referencia.

Iniciamos la etapa 1, intercambiando el punto con indice 51 con el punto con indice 2 en cada
una de las clases. Para la clase R(4, 0), resolvemos el proceso para la Tabla 1 con los puntos con
indices 3,4, 5,6, 7,51. Vemos que el error equioscilante estimado es de 1.769E - 0.8, aumentd con
respecto a la Tabla de inicio y el error maximo estimado es de 0.0027892 (ver la Tabla 1), por el
momento, no es la aproximacién minimax. De manera analoga, se resuelve para las clases restantes.
En la clase R(0,4), su error equioscilante estimado no aumentd, entonces se conservan los valores
de esa columna.

Ahora tenemos que introducir el punto con indice 51 en lugar del indice 3. Notamos nuevamente
gue el error equioscilante estimado en cada una de las clases aumenta excepto en la clase R (0, 4)
(ver la Tabla 2) de modo que los valores de dicha clase se siguen conservando. Sin embargo, no
coinciden el error equioscilante estimado y el error maximo estimado. Trabajamos en la Tabla 3
para los puntos con indices 2,3,5,6,7, 51 y en la Tabla 4 para los puntos 2, 3,4,6, 7,51, el error
equioscilante sigue aumentando en cada una de las clases, excepto en la clase R(0, 4). Intentamos
introducir el punto con indice 51 en los puntos con indice 6 y 7 (ver la Tabla 5y Tabla 6) pero no
existe mejoria en ninguna de las clases.

Por el momento, los estimados de los errores equioscilante y maximo no coinciden en ninguna
clase. Es necesario realizar el intercambio del punto con indice de minimo error mayor al equiosci-
lante 8 en cada punto de X ref con el primero de los puntos anteriores hasta que aparezca una nueva
referencia con un error de equioscilacién estimado mayor que el obtenido de la Tabla 6.

Observemos que termina la etapa 1y se repite el procedimiento a partir del paso 3 del algoritmo
de grado total.

A partir de la etapa 8, encontramos los primeros errores minimax en las clases R(3,1), R(2,2)
(rectdngulo amarillo en la Tabla 96). En las etapas 10 y 11, se encuentran los errores minimax en
R(4,0) y R(O, 4), respectivamente. Se detiene el algoritmo, pues el error estimado de la clase R(1,3)
no mejoro.

54



Seleccionamos entre todas las clases la que tiene el menor error equioscilante estimado que co-
rresponde a R(2, 2) con el valor de 1.7E —06.

Como el menor error es el que corresponde a la clase R(2,2), entonces una buena estimacion de
aproximacion de grado total 4 a la funcion f es de 1.7E —O06.

Por lo tanto, la funcién racional r3 definida como

44666763017124818569 x 1020x2 + 11560499546419315514 x 1021x + 19605457193739611049 x 1015
1328656244446097706 x 1021x2 + 10231846311245795767 x 1021x + 11561909565123509007 x 1021

es una estimacion suficientemente buena a la racional de mejor aproximacién a f con respecto a la
clase R(2,2) y también a la racional de mejor aproximacion de grado total 4.

La grafica de los valores y las funciones corresponden de la siguiente manera :

m— f
O Valores fsobre X( 4.0)re
1
X Valores
O Valores fsobre X(3.1 et
I A
x  Valores

f2 SObfe X (3.iyef
O  Valores fsobre X(zz)

X Velores r3sobreX (27ye.

Valores f sobre X
(1,3
X Valores 4 sobre X(, 3gj
Valores fsobre X(m. "
........... r

Valores r. sobre X(O axet
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Figura 3.4: Grafica de las funciones racionales de mejor aproximacién de grado total 4 para la funcidn f(x)=log(x+I)



Ejemplo 3.7.2 Consideramos la funcidon exp(x) definida sobre el intervalo [-1,1]. Proponemos

hallar r, la mejor aproximacioén racional de grado total 2 sobre el conjunto de 51 puntos equidistantes
dentro del intervalo [-1,1].

Tabla de Inicio

R(2,0) R(1,1) R(0,2)
0.03027048 0.01875887 0.03479128
15 21 51
0.07184411 0.02408245 0.03479161
6 43 51
0.03072808 0.01913038 0.03479161
1 1 1
27 27 27
45 45 45
51 51 51
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Etapa 1

1 2 3
R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0.2) R(2,0) R(1,1) R(0.,2)
0.03612809 0.02062628 0.03479128 0.03612809 0.02062628 0.03479128 0.03612809 0.02062628 0.03479128
15 43 51 15 43 51 15 43 51
0.04958517 0.02166659 0.03479161 0.04958517 0.02166659 0.03479161 0.04958517 0.02166659 0.03479161
9 20 51 9 20 51 9 20 51
0.03639754 0.02067712 0.03479161 0.03639754 0.02067712 0.03479161 0.03639754 0.02067712 0.03479161
1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 21 27 21 21 27 21 21 27
45 45 45 45 45 45 45 45 45
51 51 51 51 51 51 51 51 51
4 5 6
R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0,2)
0.03612809 0.02062628 0.03479128 0.03612809 0.02062628 0.03479128 0.04010473 0.0209246  0.03479128
15 43 51 15 43 51 15 20 51
0.04958517 0.02166659 0.03479161 0.04958517 0.02166659 0.03479161 0.0518439 0.02094406 0.03479161
9 20 51 9 20 51 38 20 51
0.03639754 0.02067712 0.03479161 0.03639754 0.02067712 0.03479161 0.04100856 0.02094406 0.03479161
1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 21 27 21 21 27 21 21 27
45 45 45 45 45 45 43 43 45
51 51 51 51 51 51 51 51 51
7 8
R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0,2)
0.04010473  0.0209246  0.03479128 0.04010473  0.0209246  0.03479128
15 20 51 15 20 51
0.0518439 0.02094406 0.03479161 0.0518439 0.02094406 0.03479161
38 20 51 38 20 51
0.04100856 0.02094406  0.03479161 0.04100856 0.02094406 0.03479161
1 1 1 1 1 1
21 21 27 21 21 27
43 43 45 43 43 45
51 51 51 51 51 51
Etapa 2
9 10 11
R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1) R(0,2)
0.04092862 0.02093224 0.03479128 0.04092862 0.02093224 0.03479128 0.04092862 0.02093224 0.03479128
15 51 51 15 51 51 15 51 51
0.04940518 0.02093256 0.03479161 0.04940518 0.02093256 0.03479161 0.04940518 0.02093256 0.03479161
38 51 51 38 51 51 38 51 51
0.04259455 0.02093256 0.03479161 0.04259455 0.02093256 0.03479161 0.04259455 0.02093256 0.03479161
1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 20 27 20 20 27 20 20 27
43 43 45 43 43 45 43 43 45
51 51 51 51 51 51 51 51
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12 13
R(2,0) R(1,1) R(0,2) R(2,0) R(1,1)
0.04092862 0.02093224 0.03479128 0.04306916 0.02093224
15 51 51 40 51
0.04940518 0.02093256 0.03479161 0.04849454 0.02093256
38 51 51 37 51
0.04259455 0.02093256 0.03479161 0.04453623 0.02093256
1 1 1 1 1
20 20 27 15 20
43 43 45 43 43
51 51 51 51 51
15 16
R(2,0) R(1,1) R(0.2) R(2,0) R(1,1)
0.04306916 0.02093224 0.03479128 0.04306916 0.02093224
40 51 51 40 51
0.04849454 0.02093256 0.03479161 0.04849454 0.02093256
37 0 51 37 0
0.04453623 0 0.03479161 0.04453623 0
1 1 1 1 1
15 20 27 15 20
43 43 45 43 43
51 51 51 51 51
Etapa 3
23
| R(2,0) R(1,1)
0.04434652 0.02093224
40 51
0.04621355 0.02093256
41 51
0.04565347 0.02093256
1 1
15 20
38 43

51 51

R(0,2)
0.03479128
51
0.03479161
51
0.03479161

1

27

45

51

R(0,2)
0.03479128
51
0.03479161
51
0.03479161
1
27
45
51

R(0,2)
0.03479128
51
0.03479161
51
0.03479161
1
27
45
51

R(2,0)
0.04306916
40
0.04849454
37
0.04453623
1
15
43
51

14
R(1,1)
0.02093224
51
0.02093256
51
0.02093256
1
20
43
51

R(0,2)
0.03479128
51
0.03479161
51
0.03479161

1

27

45

51



Observacion: En este ejemplo, el algoritmo se detuvo debido a que se encontré estimaciones sufi-
cientemente buenas a los errores minimax en las tres clases.

Como la menor de las tres es la que corresponde a la clase R(1,1) entonces la aproximacion de
grado total 2 a la funcién f es aproximadamente es 0.020932.

Por lo tanto,
34297951396919224x + 67409372943755816

29152052038069044x - 66282261793875504

es una suficientemente buena estimacién de la mejor aproximacion racional de grado total 2a f con
respecto a la clase R(1,1) sobre el conjunto de 51 puntos equidistantes dentro del intervalo [-1,1].

La gréafica de los valores y las funciones corresponden de la siguiente manera :

-f

[e] Valores f sobre X |20)rBf

..... ri

X Valores rHsobre X, ,, ,

[e] Valores f sobre X (11%ef

k Valores r2 sobre X{11)fef

[e] Valores f sobre X (0

Valores r3sobre X (Q2)ref
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Figura 3.5: Grafica de las funciones racionales de mejor aproximacién de grado total 2 para la funcién f(x)=exp(x)



Conclusiones

El objetivo principal de la tesis fue estudiar la aproximacion de grado total y su algoritmo, con
el fin de desarrollar un programa para aplicarlo a funciones conocidas.

Para poder realizar este trabajo de tesis, se necesitaron conocer los conceptos, teoremas y al-
gunos ejemplos de la aproximacién racional minimax y la aproximacién racional discreta. De la
misma manera, fue necesario estudiar el algoritmo unipuntual de Remez y realizar el programa
para entender el funcionamiento de dicho algoritmo que permite calcular una funcién racional de
la mejor aproximacion. Se presenta un ejemplo programado en MATLAB. Por otro lado, debido a
que el algoritmo de grado total se basa a su vez en el algoritmo unipuntual de Remez, aprovecha la
alternancia de la mejor aproximacion en cada una de las clases R(m, n) y utiliza su convergencia.

La aproximacidn racional de grado total fue establecida por Kemp. Una de las ventajas que pre-
senta la misma es que la existencia estd garantizada. Por otro lado, como la degeracién no se toma
en cuenta, entonces no se calcula sobre referencias degeneradas, solamente se realiza la busqueda
sobre el conjunto de referencia de N + 2 puntos.

El algoritmo de grado total (a diferencia del algoritmo de intercambio unipuntual de Remez) no
solo encuentra la mejor aproximacion de grado total de una clase, sino que la encuentra de entre
todas las clases cuya suma sea menor 0 igual que N, por lo que el error de aproximacién hallado
con el primero es menor 6 igual que el hallado con el segundo.

Para cualquier funcion definida sobre un conjunto de puntos, el algoritmo de grado total siempre
converge a una funcién racional que aproxime suficientemente bien a la funcion establecida. El grado
de los coeficientes de la funcion racional depende de la cantidad de puntos del dominio X . El analisis
que nos ofrece la aproximacion racional de grado total es un recurso apreciable.

En el Capitulo 3 se muestran ejemplos con sus resultados obtenidos por el programa en MATLAB
del algoritmo de grado total. En el Ejemplo 3.3.2, se muestran completas la etapa 1y etapa 2. A
partir de la etapa 3 en adelante, se muestra la Ultima tabla de cada etapa. En total son 11 etapas.
En el Ejemplo 3.3.3, donde se busca la aproximacion de grado total 2, el algoritmo se detuvo en la
etapa 3 porque se encontrd el error minimax en las tres clases aproximantes. Queda pendiente el
mejoramiento y la estabilidad del algoritmo.
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