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Resumen

Las inversas generalizadas tienen aplicaciones en teoria de matrices y en diversos campos, por
ejemplo, en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, cadenas de Markov, entre muchas mas.

Esta tesis estd dedicada al estudio de propiedades que poseen las inversas generalizadas de
Moore-Penrose y Drazin, pero principalmente se analiza bajo qué condiciones se cumple la regla del
orden inverso para los casos de Moore-Penrose y Drazin. En la inversa de Drazin se estudia un caso
particular de ella, la grupo inversa, que posteriormente se emplea en la construccion de un grupo
topoldgico.

El conjunto inversoide se construye tomando una matriz con indice 1 y todas las potencias de ella
junto con todas las potencias de su grupo inversa para, de esta manera, formar un grupo algebraico
al que dotamos de una topologia Hausdorff y localmente compacta, y con ayuda de los filtros se
demuestra la continuidad de la multiplicacion y de su inversa, por tanto el conjunto inversoide es un
grupo topoldgico. Esto es importante ya que los ejemplos clasicos de grupos topol6gicos en espacios
de matrices estan formados por matrices invertibles, pero en esta tesis trabajamos con matrices
singulares.

Palabras clave: Matrices invertibles, inversas generalizadas, grupo inversa, grupo topoldgico.
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Abstract

Generalized inverses have applications in matrix theory and in other diverse fields, for example, in
the solution of systems of linear equations, Markov chains, among many others.

In this thesis we study the properties of Moore-Penrose and Drazin inverses, but mainly we will
analize the necessary conditions for the reverse order property in the Moore-Penrose and Drazin
cases. For the Drazin inverse we will study a particular case, which is called the group inverse and
later we will use it for the construction of a topological group.

The inversoid set will be constructed, taking a matrix with index 1 and all of its powers together
with all the powers of its group inverse, in this manner we will form an algebraic group, then we will
provide a locally compact Hausdorff topology, and with the help of topology tools, which are the
filters, we will demonstrate the continuity of the multiplication and its inverse, therefore it will be
a topological group. This is important since the classical examples of topological groups in matrix
spaces are invertible matrices, but in this thesis we will work only with singular matrices.

Keywords: Invertible matrices, generalized inverses, group inverse, topological group.
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Introduccion

Este trabajo tiene como principal proposito el estudio de la regla del orden inverso y la obtencion
de un grupo topoldgico en un espacio de matrices singulares. A continuacion daremos a conocer los
antecedentes, planteamiento del problema, hip6tesis y objetivos que nos motivaron a realizar este
trabajo de tesis.

0.1. Antecedentes

La combinacion de la estructura algebraica de un grupo con la estructura de espacio topoldgico, ha
dado lugar al concepto de grupo topoldgico, aportando al crecimiento en areas de las matematicas
como lo son analisis y topologia. En 1926 Schreirer estudidé por primera vez los grupos topoldgicos,
pero fue en 1927 cuando se le dio este nombre [21].

Una caracteristica distintiva de los grupos, es la existencia del inverso para cada uno de sus
elementos. En el caso de las matrices, deseamos trabajar con aquellas que son singulares, esto es,
para las que no se cumple de forma natural con la existencia del elemento inverso correspondiente
bajo la multiplicacion de matrices.

Dentro del area de andlisis tenemos el concepto de inversa generalizada, el cual fue mencionado
por primera vez en 1903 por Fredholm [1], donde dio una inversa generalizada que él llamaba
pseudoinversa de un operador integral.

En 1920, E. H. Moore [16] defini6 una inversa Unica (llamada por él, reciproco (general) para cada
matriz finita (cuadrada o rectangular), esta inversa se incluye entre las inversas generalizadas de
operadores diferenciales e integrales que anteceden a las inversas generalizadas de las matrices.
La relacion de la inversa de Moore con los problemas de minimos cuadrados fue reconocida por
Bjerhammar quien reavivo el interés en la inversa de Moore, y también observ6 la relaciéon de
inversas generalizadas con soluciones de sistemas lineales [1]. En 1955 Penrose [20] mostré que para
cualquier matriz A, cuadrada o rectangular, en los campos R 6 C, existe una Gnica matriz X que



Planteamiento del problema

satisface las siguientes cuatro ecuaciones, conocidas como ecuaciones de Penrose:

AXA = A 1)
XAX =X )
(AX)* = AX &)
(XA)* = XA (4)

donde A* denota la transpuesta conjugada de A. Esta inversa generalizada ya habia sido previamente
estudiada por Moore [15], pero su trabajo fue olvidado porque usaba una notacién muy complicada.
Es por eso que ahora se le conoce como la inversa de Moore-Penrose.

Esta inversa es reflexiva en el sentido de que si A es inversa generalizada de X , entonces X es
inversa de A. Para saber si A es externamente invertible, se debe tener un operador C distinto de
cero tal que C = CAC, entonces decimos que C es inversa externa para A y que A es externamente
invertible. La inversa externa no es Unica.

Consideremos las siguientes ecuaciones:
AKXA = Ak, (1K)

AX = XA, ()

donde k es el indice de la matriz A y se define como el entero no negativo mas pequefio k para el
cual se cumple rango(Ak) = rango(Ak+1).

La matriz X que cumple las ecuaciones {1k, 2, 5} se conoce como la inversa de Drazin y se denota
como Ad. Uno de los temas actuales relacionados con inversas generalizadas son los inversos
espectrales, los cuales vienen ligados directamente con las inversas de Drazin y un caso particular
es la grupo inversa que cumple las ecuaciones {1,2, 5} [1]. Esta Gltima seré la que utilizaremos para
formar un grupo topolégico.

De 1955 a la fecha han aparecido gran variedad de articulos relacionados con las inversas
generalizadas y sus aplicaciones. Por mencionar algunos podemos referir aquellos relacionados con
inversas en algebras de Banach, anillos, semigrupos, operadores y representaciones matriciales
de inversas generalizadas internas y externas, asi como los relacionados con la continuidad,
conmutatividad, entre otras (ver [10], [11], [12], [13], [17]).

Lic. Matematicas Aplicadas 2



Planteamiento del problema

0.2. Planteamiento del problema

Un grupo topolégico es un conjunto que tiene una estructura algebraica y una topoldgica,
relacionadas de manera que las operaciones de multiplicacion y de inversa son continuas. Un ejemplo
clésico de tales grupos es el conjunto de las matrices no singulares.

Cuando trabajamos con matrices podemos encontrar su inversa, siempre y cuando la matriz sea
no singular, es decir, que su determinante sea distinto de cero. Esta inversa y la multiplicacion de
matrices son continuas considerando el espacio de matrices con la topologia usual en Rn [24].

Nos interesa saber qué ocurre cuando la matriz es singular, o incluso rectangular ya que, de los
cursos de algebra lineal, sabemos que si esto sucede, la matriz no tiene inversa. En este trabajo,
construiremos un grupo topoldgico a partir de un conjunto de matrices singulares.

En muchos casos necesitamos garantizar la existencia de inversas para las matrices con las que
trabajamos, por ejemplo para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Es por esto que en los Gltimos
afios surgio la necesidad de encontrar solucién a este tipo de problemas, dando lugar a lo que se
conoce como inversa generalizada. Es importante mencionar que la inversa generalizada coincide
con la inversa usual cuando A es invertible.

Dadas dos matrices cuadradas A y B no singulares, se sabe que la inversa usual cumple las siguientes
propiedades
(A-1)-1 = A

(AD-1 = (A-1)],
(A%)-1 = (A-1)%
(AB)-1 = B-1A-1,
(AB) = BtAt,
(AB)* = B*A*,

donde Aty A*, denotan la transpuesta y la transpuesta conjugada de A respectivamente. Las tres
ltimas propiedades se conocen como la regla del orden inverso.

Se desea saber si para las inversas de Moore-Penrose y Drazin se cumple la regla del orden inverso,
de no ser asi, determinar qué condiciones o qué restricciones se deben imponer a las matrices A y
B para que la cumplan.

A partir de lo anterior, veremos cémo obtener un grupo topoldgico en el que la inversa generalizada
juegue el papel de elemento inverso para cada elemento en un espacio de matrices singulares.

0.3. Hipotesis

Para cada par de matrices singulares A y B existen las matrices At y AD que estan asociadas a las
matrices dadas.

Lic. Matematicas Aplicadas 3



Objetivos

Bajo ciertas condiciones las inversas de Moore-Penrose y Drazin cumplen la regla del orden inverso.

La grupo inversa de una matriz satisface las condiciones de elemento inverso en un grupo algebraico,
a partir del conjunto de todas las potencias de la matriz dada podemos formar un grupo topoldgico.

0.4. Objetivos

0.4.1. Objetivo general

Estudiar las propiedades de las inversas de Moore-Penrose y Drazin y determinar en qué casos se
cumple la regla del orden inverso. Ademas formar un grupo topoldgico en el espacio de matrices no
invertibles en el que la grupo inversa jugara un papel fundamental.

0.4.2. Objetivos especificos

m Determinar las propiedades que deben cumplir las matrices A y B para que la regla del orden
inverso se cumpla para el caso de la inversa de Moore-Penrose, es decir, deseamos saber bajo
qué condiciones se cumple la siguiente relacién:

(AB) =BA
m Dadas dos matrices cuadradas A y B determinar qué propiedades deben tener para que la

regla del orden inverso se cumpla para el caso de la inversa de Drazin, es decir, deseamos
saber bajo qué condiciones se cumple la siguiente relacién:

(AB)d = BdAd.

m Comprobar la continuidad de la multiplicacion y de la inversa en el espacio de matrices no
invertibles, generado por la grupo inversa, para formar un grupo topolégico.

Lic. Matematicas Aplicadas 4



Capitulo 1

Propiedades fundamentales de los
operadores matriciales

A continuacién daremos algunos conceptos basicos del algebra lineal, entre ellos mencionaremos
escalares, vectores, algebra de matrices, transformaciones lineales, entre otros, y la notacién que
usaremos, asi como las definiciones y los resultados conocidos sin demostracion que se usaran en los
siguientes capitulos. Para profundizar més en este estudio recomendamos ver [1] y [8].

1.1. Escalares y vectores

Un escalar es un elemento de un campo que se utiliza para definir un espacio vectorial. En el algebra
lineal, los nimeros reales u otros elementos de un campo se denominan escalares y se relacionan
con los vectores en un espacio vectorial mediante la operacién multiplicacion escalar, en la cual un
vector se puede multiplicar por un escalar para producir otro vector.

Denotaremos los escalares con letras minasculas (e.g. X, y, A). Utilizaremos principalmente el campo
de los numeros complejos denotado como C, el campo de los nimeros reales como R y denotaremos
como F algln campo arbitrario. A los vectores los denotaremos con letras en negritas (e.g. X, Y, 2).

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V, cuyos elementos son llamados vectores, en el que
estan definidas dos operaciones, llamadas suma y multiplicacion por escalares. Trabajaremos con
aquellos que tienen dimension finita [8].

El espacio vectorial n—dimensional sobre un campo F es denotado por Fn.

Un vector x e Fn se escribird en forma de columna

x1
X =(xi), i=1L1L2 ,n XekF

Xn



Escalares y vectores

Definicién 1.1.1 EI vector n-dimensional ei , cuya j-ésima componente eij esta dada por
r =il sii=j,
ij o sii=j.

es llamado el i—ésimo vector unitario de Fn.

Definicién 1.1.2 Una base 3 para un espacio vectorial V es un subconjunto linealmente
independiente de V que genera a V. El conjunto de vectores unitarios

ei, e2, ..., en
es llamado base estandar de Fn.

Definicion 1.1.3 Un espacio vectorial V se llama dimensionalmente finito si tiene una base
que consta de un ndmero finito de elementos; el nimero de elementos en cada base V se llama
dimension de V y se denota dim(V).

Definicién 1.1.4 Un subconjunto L en un espacio vectorial V sobre un campo F se llama
subespacio de V, si L es un espacio vectorial sobre F, bajo las operaciones de suma y multiplicacion
definidas por V.

Definicién 1.1.5 La suma de dos subespacios L,M en Cn, denotada por L + M se define como:
L+M={y+z:yel,ze M}
Ademas el conjunto L + M es un subespacio vectorial de Cn.

Definicién 1.1.6 Sea V un espacio vectorial y sean L y M dos subespacios vectoriales de V, se
define como suma directa de estos subespacios al subespacio L ©M =V siysélosiL+ M =V
y ademads L n M = {0}.

Definicién 1.1.7 Dos subespacios vectoriales L y M de Cn son llamados subespacios
complementarios si
LOM =Cn.

En este caso, cada vector x e Cn se puede expresar de forma Unica como una suma
X=y+z (yel,ze M)
Diremos que y es la proyeccion de x sobre L a lo largo de M.

Definicién 1.1.8 Sea V un espacio vectorial y W1 un subespacio de V. Una funcion T :V ~ V
se llama proyeccion sobre Wi si

m existe un subespacio W2 tal que V = W1© W2,
mparaXx =x1+ x2 donde x1e W1yx2e W2 tenemos que, T(x) =x1
Definicién 1.1.9 Sean V un espacio vectorial complejo. Un producto interno o producto

escalar enV es una operacion (-, ¢ :V x VA C que sastiface:

Lic. Matematicas Aplicadas 6



Algebra de matrices
m(ax+y 2)=a(x 2+ (y,2) (linealidad);
m (X, y) = (y, X) (simetria Hermitiana);

m (X, x) >0,(x,x) = 0siysolosix=0 (positividad);

para todo x,y,z e VyaecC.

Definicién 1.1.10 EIl producto interno estandar en Cn esta dado por

n

(xy) =y*x=" xy,. (1.1.1)
i=1

Diremos que dos vectores x y y son ortogonales si y solo si su producto interno (x,y) = 0.

Definicién 1.1.11 Sea V un espacio vectorial. Se define como norma (o moédulo) de un vector
u e V denotada por ||u||, a cualquier aplicacion V ~ R, tal que para todo x,y e V ya e C, se
satisface:

m x| > O,|x|| =0 siy s6lo si x = 0 (positividad),
m ||ax|| = [a]||x|| (homogeneidad positiva),

m X+ Y| < |X|+ |lyl (desigualdad del triangulo).

Definicién 1.1.12 Sea (m® un producto escalar en Cn. La norma inducida por (m® en Cn, es la
norma definida por

IXII == yi(x.x).
para todo x e Cn.

Lema 1.1.13 Sean x,y e Cn vectores ortogonales, entonces

Ix+ yl2= |x|2+y 2

1.2. ﬁilgebra de matrices

Definicién 1.2.1 Una matriz de mxn con elementos en un campo F es un arreglo rectangular
de elementos de dicho campo con m reglones (o filas) y n columnas. Los nimeros m y n son las
dimensiones de la matriz A.

Lic. Matematicas Aplicadas 7



Algebra de matrices

Al elemento &4 que se encuentra el renglon i y la columnaj se le conoce como entrada de la matriz.
A continuacién presentamos una matriz de tamafio m x n;

fan aw aln \
a2l a2 azn
y aml an?2

donde cadaaj (1 <i<m,1<j <n) esun elemento de F.

El conjunto de las matrices de m x n con elementos en F serd denotado como Fmxn. En particular
Cmxn(Rmxn) denota el conjunto de las matrices con entradas complejas (reales).

Operaciones béasicas entre matrices
m Suma y resta

Se define la operacion de suma y resta de matrices como una operacion binaria
+ .Fmx” Fmxn __ "Fmxn

tal que
(ALB)N C=A+B

en el que la operacion de suma en la ultima expresion es la operacidn binaria correspondiente en el
campo F.

I'an ar aln 6l1 b2 ** bin
a2l a2 azn N b2l b2 mm b2n
yamlL am2 ''' amn bl b2 mmm bmn
( all+bll al2+ b2 aln+ bin #

a2l + 621 a2+ h2 %+ b2n

Vaml+ bml am2 + b2 amm + bmn

La resta es consecuencia de la estructura de espacio vectorial del conjunto de matrices.
m Multiplicacion por un escalar

Sea A una matriz y ¢ un nimero, definimos el multiplo escalar cA, como la matriz que se obtiene
multiplicando cada entrada de A por c. En simbolos, c(@%g) = (ca)j

all al aln i can cal2 caln \
a2l a2 azn ca2l ca2 can

c
aml am?2 amn caml cam2 camn
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Algebra de matrices

Producto de dos matrices

Dadas dos matrices A y B, tales que el nimero de columnas de la matriz A es igual al nGmero de

filas de la matriz B; es decir:

A = (aij)mxn y B = (bij)nxp.

La multiplicacién de A por B, que se denota A mB o simplemente AB, es una nueva matriz C :

C = AB = (cij)mxp

donde cada elemento Qj esta definido por: Oj = airbrj es decir:
r=1

ian ain b1l b1p\

\aml mmm amn) \bnl msm bnpJ

( allbll + mem+ alnbnl m=m allblp+ mmm+ alnbnp \

Una matriz A e Fmxn se llama cuadrada si m = n, o rectangular sim = n.
Las entradas de una matriz A e Fmxn se denotan como a.j o A[ij].

Una matriz A se conoce como:

m Diagonal si A[ij]= O paratodai=j,
m Triangular superior si A[ij] = 0 siempre que i >j y

m Triangular inferior si A[ij]= 0 siempre que i <j.

Ejemplo
an 0 O fal a2 als. a0 0
0 a2 0 0 a2 axn a2l a2 o0
\0 0 a3y VO 0 a3 \a3l a® a3l
Diagonal Triangular superior Triangular inferior
Siempre que all = 0,a12=0,a13 = 0, etc.
Dada una matriz A Cm su
transpuesta es la matriz Af tal que Af[ij] = A[ji] para todo ij;
transpuesta conjugada es la matriz A* e Cmxn tal que A*[ij] = A[ji] para todo ij.
Lic. Matematicas Aplicadas 9



Determinantes

Definicién 1.2.2 Sea A una matriz cuadrada n x n, con A = (aij) donde aij = 1 cuando i =j, y
aij =0 cuando i =j, es llamada la matriz identidad de orden n y se denota como In.

Definicién 1.2.3 Sea A una matriz cuadrada n x n, se define lamatriz permutacion a la matriz
cuadrada con todos sus elementos iguales a 0, excepto uno cualquiera por cada fila y columna, el
cual debe ser igual a L

1.3. Determinantes

El determinante de una matriz es un escalar que sélo se puede calcular si se trata de una matriz
cuadrada n x n, con elementos de un campo F.

Definicién 1.3.1 Un determinante en Mnxn(F) es una funcién alternante n—lineal,
det :Mnxn(F) ~ F tal que det(l) = 1

Teorema 1.3.2 Existe exactamente un determinante en Mnxn(F)

Propiedades importantes de los determinantes:

m Si B es una matriz obtenida a partir de A al multiplicar cada elemento de un mismo renglén
de A por un escalar c, entonces det(B) = c mdet(A).

m Si dos renglones de la matriz A son idénticos, entonces det(A) = 0.

m Sea B una matriz que se obtiene a partir de intercambiar renglones de una matriz A, entonces
det(B) = —det(A).

m Si la matriz A tiene un renglén de ceros, entonces det(A) = 0.

m Sea B una matriz obtenida a partir de una matriz A al sumar un multiplo del reglén i con
renglon j (i =j), entonces det(B) = det(A).

m det(l) = 1

m El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal.
m Para cualquier matriz cuadrada A, det(A) = det(Al).

m Para cualesquiera dos matrices cuadradas A, B el det(AB) = det(A) mdet(B).

m Sea Q una matriz invertible, entonces det(Q-1) = [det(Q)]-1.

m Una matriz A es invertible si y sélo si det(A) = 0.
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Clasificaciéon de matrices

1.4. Clasificacién de matrices

Dada una matriz A e Cnxn, €s :

m Hermitiana (simétrica) si A = A* (si A es real, A = Al).

Ejemplo 1.4.1 Definimos a la matriz A como:

_ 2 1+
A= 1-i 3
posteriormente obtenemos su transpuesta
A= |
y por ultimo el conjugado de A*
I+i _ A*

A= (12 r 8§
Por lo que concluimos que A = A*. Por lo tanto A es una matriz hermitiana.

Normal si AA*= A*A,

Ejemplo 1.4.2
A= -1 -1 , A*= 1 1
| | | |
El producto AA* es:
YU S i2i2 .24 22 0 20
i i i2+i2 -j2. 2 0o 22 02
posteriormente realizamos el producto de A*A
P B B i2i2 _ -i24% 22 0 20
S i2+i2 _j2. 2 o 22 02

Por lo tanto concluimos que AA*y A*A son iguales, es decir A es una matriz normal.
Unitaria (ortogonal) si A*x= A (siAesreal A = A ).
Ejemplo 1.4.3 Dada una matriz A e C y su transpuesta conjugada respectivamente

1(1+i 1-0  pec M1 -0 1+
2\l - i 1+i,

a

Realizando el producto de A*A tenemos:

Ul +i 1-AL1/1 -0 1+i 1(4 0>

*A =
ACA 2\1 -0 1+w 2\1 +i 1-1i 4 0 4,

Entonces concluimos que A* = A 1. Por lo tanto A es una matriz unitaria.
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Transformaciones Lineales

Definicién 1.4.4 Dos matrices cuadradas A y B en Cnxn son similares si
B =S-1AS

para alguna matriz invertible S.

Definicién 1.4.5 Dada una matriz A e Cnxn definimos la traza de A como traza(A) =
all+ a2+ ..+ ann.

La siguiente proposicion nos ayudara a ver cuales matrices similares coinciden en la traza.
Proposicion 1.4.6 Sean A,B e Cnxn, entonces latraza(AB) = traza(BA).

Corolario 1.4.7 Sitraza(A) = traza(B) entonces A es similar a B.

1.5. Transformaciones Lineales

Definicién 1.5.1 Dados dos espacios vectoriales U,V sobre un campo F y una aplicacién
T:U”M V;sedice que T es lineal ouna transformacién lineal si cumple

BT(X+y)=Tx+Ty,

mT(cx) =cTx.

para cualesquiera x,y e U yce F.
El conjunto de transformaciones lineales de U en V serda denotado como L(U,V), este conjunto es
un espacio vectorial, sobre el campo F, con las operaciones T1+ T2y aT, con a e F, definidas como
m(Tl+ T2)x = T\x + T2x,
m(aT)x =a(Tx) Vxe U.

Definicién 1.5.2 El elemento nulo de L(U,V) es la transformacién O, donde Ox = 0 para
cada x e U.La transformacién identidad lu e L(U,U) esta definida como luu=u, Vu e U.
Denotaremos a la transformacién identidad 1U sélo como | salvo que sea necesario distinguirla.

Definicién 1.5.3 Sea T e L(U,V), llamaremos imagen de T, denotada por R(T) al conjunto
R(T)= eV :v=Tu, paraalginue U}
El rango de T denotado como rango(T), es la dimension de R(T).

En el caso de espacios vectoriales y, en particular, espacios normados, una proyeccién se denomina
operador. De especial interés son los operadores que “preservan” las dos operaciones principales
del espacio vectorial.

Ejemplos de operadores

Si X y Y son espacios vectoriales, tenemos los siguientes operadores.
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Transformaciones Lineales

m Operador identidad: El operador de identidad Ix : X A X esta definido por Ixx = x para
todas las x e X . Escribimos simplemente | para IX; por lo tanto, Ix = x.

m Operador cero: El operador cero 0 : X * Y es definido por Ox = 0 para todo x e X .

m Operador de matrices: Una matriz A = (ajk) con entradas reales, con r filas y n columnas
define un operador T :Rn”~ Rr por medio de

y = AXx (1.5.1)

donde x = (Cj) y y = (nj) son vectores de columna con n y r componentes, respectivamente,
y utilizando la multiplicacion de matrices, en términos de componentes, (1.5.1) se convierte

en n

nj = J2 ajkCk j=1..r.
k=1

m Diferenciacién: Sea X = P[a, b] el espacio vectorial de todos los polinomios continuas en
[a, b]. Podemos definir un operador lineal T en X estableciendo

Tx(t) =x"(1)

para cada x e X, donde el primo denota diferenciacion con respecto a t. Este operador T
aplica X sobre si mismo.

m Multiplicacion por t: Otro operador lineal de P[a,b] en si mismo se define por
Tx(t) = tx(t)

Definicién 1.5.4 Sea T e L(U,V), para cualquier v e R(T), la imagen inversa T-1(v) es el
conjunto

T-1(v) ={ue U:Tu =v}hL

Definicién 1.5.5 Sea T e L(U,V) llamaremos espacio nulo o nucleo de T, denotado como
N(T), a la imagen inversa del vector 0 e V, entonces

N(T) ={ue U :Tu = 0} = T-1(0).
Una relacion importante entre R(T) y N(T) es conocida como el teorema de la dimension.
Teorema 1.5.6 SeaT e L(U,V) (donde V es de dimension finita), entonces:

dim(N(T)) +dim(R(T)) = dim(V).

Definicién 1.5.7 Una transformacion lineal T e L(U, V) es inyectiva si para cada x,y e U tales
gue Tx = Ty entonces X =y, 0 equivalentemente si para cada v e R(T) la imagen inversa T~Ilv
consta de un solo vector. A su vez, T es sobreyectiva siR(T) = V.Si T es inyectiva y sobreyectiva
entonces tiene una inversa T-1 e L(V, U) tal que

T-1T=1lu y TT-1=1V

en este caso T es llamada invertible o no singular.
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Transformaciones Lineales

Definicion 1.5.8 Dada

m una transformacion lineal A e L(Cn,Cm); y

m dos bases U = {ul,...,um} yV = (ul,..,vn} de Cmy Cn respectivamente;

la representacién matricial de A respecto a la bases U y V, es la matriz de m x n A{u,y} = [aij]
determinada (univocamente) por

m
Avj =72 aijui j =1,2,...n. (1.5.2)
i=1

Para cada par de bases {U,V}, el sistema de ecuaciones (1.52) nos da una
correspondencia inyectiva entre el espacio de las transformaciones lineales L(Cn,Cm) y el espacio de
las matrices Cmxn, permitiéndonos el uso del simbolo A como la transformacién lineal A :Cn~ Cm,
definida por el producto matricial, y como la representacion matricial A{Uy}.

Si A es una transformacion lineal de Cn en si misma, y V = {v” .., vn} es una base de Cn, entonces
la representacion matricial A{y y} sera denotada simplemente como A{y}, que satisface
m
Avj =YMaijvi j =12,..,n.
i=1

Nétese que la representacion matricial, respecto de las bases {£Em,En}, de la transformacion lineal
A e L(Cn,Cm) coincide con la matriz A.

Definicién 1.5.9 Al igual que para la transformaciones lineales, para cualquier matriz A e Cmxn
definimos la imagen de A como:

R(A) ={yeCm:y=Ax paraalgin xe Cn}

y el espacio nulo de A como
N(A) = {xe Cn:Ax = 0}

Proposicion 1.5.10 Sean V y W espacios vectoriales, y sean T : V ~ W una transformacion
lineal. Entonces T es inyectiva si y soélo si N(T) = {0}.

Definicién 1.5.11 Si A es una matriz cuadrada, diremos que es invertible o no singular si existe
una matriz, que denotaremos por A-1, tal que

A-1A =1y AA-1 =1.

donde | es la matriz identidad.

Observacién 1.5.12 La matriz inversa no siempre existe, para que exista, es suficiente la
condicion que el determinante de la matriz sea distinto de cero.

Lic. Matematicas Aplicadas 14



Transformaciones Lineales

Dada una matriz cuadrada A no singular, la inversa usual cumple las siguientes propiedades

(A-1)-1 = A,
(A*)-1 = (A-1)%
(A%)-1 = (A-1)%

(AB)-1 = B-1A-1,

(AB)* = BiAi,

(AB)* = B*A*,

donde A* y A*, denotan la transpuesta y la traspuesta conjugada de A respectivamente. Las tres
Gltimas propiedades se conocen como la regla del orden inverso.

Nota: Para denotar una matriz A e Cmxn tal que rango(A) = r usaremos A e Cmxn.

Proposicion 1.5.13 Sea A e Cmxn y sea B e Cnxp tal que R(A) = R(AB), entonces existe una
matriz U e Cpxn tal que ABU = A.

Proposicion 1.5.14 Sea (m ® el producto interno estandar (en Cm o Cn, segun corresponda).

- Si A e Cmxn entonces

(Ax,y) = (x,A*y) para cada x e Cn,y e Cm.

m H e Cnxn es Hermitiana si y solo si

(Hx,y) = (x,Hy), para cada x,y e Cn.

m Si (Ax,x) = (x,Ax) para cada x entonces A e Cnxm no necesariamente es hermitiana.

Definicién 1.5.15 Sean (w ®Cm, y (m m)cn, productos internos en Cm y Cn, respectivamente, y sea
A e L(Cn,Cm). El adjunto de A, denotado como A*, es la trasformacién lineal A* e L(Cm,Cn)
tal que

(Av,u)cm = (v,A*u)cn
para cadav e Cn, u e Cm.

A menos de que se especifique lo contrario, usaremos el producto interno estandar, en cuyo caso la
adjunta coincide con la transpuesta conjugada.

Definicién 1.5.16 Sea L un subespacio de Cn, definimos el complemento ortogonal de L y lo
denotamos por L1, como
Lt=(xeCn:(x,y) =0 Vye L}

Si M C L1 es un subespacio de Cn, entonces L © M es llamada la suma directa ortogonal de
L y M vy la denotaremos con L ©* M. En particular Cn es la suma directa de L y LI,

Cn=LOGx L%,

es decir, L1 es un subespacio complementario a L.
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Transformaciones Lineales

Teorema 1.5.17 Para cualquier matriz A e Cmxn podemos tomar subespacios asociados

N(A),R(A*) ¢ Cn,
N(A*),R(A) ¢ Cm.

Un importante resultado es que estos pares son complementos ortogonales.
Teorema 1.5.18 Para cualquier matriz A e Cmxnse cumplen las siguientes igualdades
N (A) = R(A*)%,

N (A%) = R(A)+.

Proposicion 1.5.19 Si A e Cmxn, entonces
i) N(A*A) = N(A),
ii) R(A*A) = R(A%*).

Definicién 1.5.20 Si A e Cnxm, x e Cn distinto de cero, y Xe C es tal que
Ax = XX

entonces diremos que X es un valor propio de A correspondiente al vector propio X.

Definicién 1.5.21 EI conjunto de valores propios de A es llamado espectro de A y se denota
como X(A).

Definicién 1.5.22 Si X es un valor propio de A, el subespacio
{x e Cn:Ax = Xx}

es llamado el eigenespacio (o espacio propio) de A correspondiente al valor propio X denotado
por A\, y su dimensidn es llamada la multiplicidad geométrica del valor propio X

Definicién 1.5.23 Sean L y M subespacios de Cn tales que L © M = Cn.

m Denotaremos por PLM a la transformacidn lineal que le asigna a cada x e Cn su proyeccion
enL alolargo de M vy la llamaremos el proyector en L a lo largo de M, o proyector
oblicuo.

mSiM =L+, PLM se denotara simplemente como PL y se llamara proyector ortogonal.

Observacién 1.5.24 Si PL es como en la definicion anterior, entonces PLu = u si u e Ly
PLu=0si uell.

Proposicion 1.5.25 Sea A e Fmxn. Si P e Fmxm y Q e Fnxn son matrices invertibles, entonces

m rango(AQ) = rango (A),
m rango(PA) = rango (A), y por tanto ,
m rango(PAQ) = rango (A).
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Forma normal de Hermite

Proposicion 1.5.26 SeanT :V "~ W y U :W ~ Z transformaciones lineales sobre los espacios
vectoriales V,W y Z, y sean A y B matrices tales que AB esta definido. Entonces

m rango(UT) < rango(UV),
m rango(UT) < rango(T),
m rango(AB) < rango(A),
m rango(AB) < rango(B).

Proposicion 1.5.27 Sean A y B matrices tal que AB esta definida. Entonces:

(i) R(AB) = R(A) rango(AB) = rango(A),
(ii) N(AB) = N(B) rango(AB) = rango(B).

1.6. Forma normal de Hermite

Definicién 1.6.1 Una matriz en Cmxnse dird que esta en forma normal de Hermite si:

m las primeras r filas contienen por lo menos un elemento distinto de cero y las filas restantes
contienen soélo ceros;

m hay r enteros cr tales que
l<cl<c2<mmm<cr<n, (1.6.1)

y el primer elemento distinto de cero en lafila i e 1,r aparece en la columna ci;

m todos los demés elementos en la columna ci son cero, i e 1,r, donde 1,r es el conjunto de
indices {1,2, ...,r}.

Con una permutacion adecuada de sus columnas, una matriz H e Cmxn en la forma normal de
Hermite puede convertirse en una matriz R con la siguiente forma

Ir K
R 0 O (1.6.2)

donde O denota una matriz nulay K una matriz de m —r x n —r.

Proposicion 1.6.2 Sea A e Cmxn, sean Ek,Ek-1,...,E2,E 1 operaciones elementales por filas y
sea P una matriz de permutaciones tal que para alguna matriz K e Cm-rxn-r,

Ir K

EAP = 00

(1.6.3)
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Forma normal de Hermite

donde E = EKEKk-1 mmmE2F 1.
En este caso se determina que A tiene rango r. La ecuacion(1.6.3) se puede escribir como

a=g 1 E K p (1.6.4)

Para mas propiedades y ejemplos sobre como transformar una matriz a su forma normal de Hermite
ver e.g. [1].
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Capitulo 2

Inversas generalizadas

En este capitulo se estudiardn distintos tipos de inversas generalizadas, como lo es la inversa de
Moore-Penrose, la inversa de Drazin y de manera particular la grupo inversa.

En los Gltimos afios en el area de las matematicas surgié la necesidad de encontrar algln tipo de
inversa parcial para una matriz que sea singular o incluso rectangular. Por inversa generalizada de
una matriz A dada, nos referiremos a una matriz X asociada de alguna manera con A que:

m exista para una clase de matrices mayor que la clase de matrices no singulares;
m tenga algunas de las propiedades de la inversa usual; y

m se reduzca a la inversa usual cuando A es no singular.

El propésito de construir una inversa generalizada para una matriz, es obtener una matriz que
funcione como inversa dadas algunas condiciones. Esta matriz sera Gtil para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales, cadenas de Markov, entre otras aplicaciones, las cuales con la inversa usual
no tendrian solucién en el caso de que la matriz sea singular. En las aplicaciones muchas de las
matrices resultantes son singulares, de manera gque surge la necesidad de obtener aproximaciones de
la inversa para obtener soluciones aproximadas al problema. En la mayoria de los problemas reales
encontrar la solucién exacta de estas ecuaciones es bastante dificil porque en muchos casos la matriz
resulta ser no invertible, por lo que es mas apropiado utilizar otros métodos como son las inversas
generalizadas (ver e.g. [4]).

Algunos autores han usado el término “pseudoinversa” en lugar de “inversa generalizada” y la
definen como cualquier matriz X que satisfaga:

AXA = A

Més adelante veremos que para cada matriz A existe una 0 mas matrices que satisfacen la condicién
anterior.

Si A fuera no singular, multiplicando A-1 por la derecha y por la izquierda, se obtiene:

X =A-1.
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La inversa de Moore-Penrose

Nosotros estamos interesados en el caso en que A es no invertible.

Con esta definicion de inversa generalizada notemos que X no es Unica, como lo podemos ver en el
siguiente ejemplo.

10 -42 -1
Ejemplo 2.0.3 Las matrices X 00 < s 5 3 son inversas generalizadas de la
00 2 2
. 1 3 2 .
matriz A = 5 g 4 Yaaue realizando los productos obtenemos
10
_ 132 132 132 _
AXlA_264 00 264 264 =A
00
por lo tanto X1 es inversa generalizada de A
Y
-42 -1
_ 1 32v 132 132 _
A)(2'6‘_264 2614 264 =A

por tanto, también X2 es inversa generalizada de A.

2.1. La inversa de Moore-Penrose

SeaT :Cn” Cm la transformacion lineal definida por Tx = Ax para x e Cn. Notemos que si se
restringe T a N (A)* = R(A*) entoncesN(T [#(a*)) = {0} y asi por la Proposicion 1.5.10, T |r(a*)
es inyectiva, lo cual nos da una idea para la primera definicién de inversa generalizada.

Definicién 2.1.1 (Definicion funcional de la inversa generalizada.)

Si A e Cmxn, definase la transformacion lineal Tt : Cn ~ Cm por Tt(y) = 0siy e R(A)1,
y Tt(y) = (TIn(A*))~1ly si y e R(A). La matriz de Tt es denotada At y llamada la inversa
generalizada de A.

Notemos que y e R(A)» » AAty = A0 = 0, yy e R(A) M existe x e R(A*) tal que
T(x) =y e R(A) » Tt(y) = x, y asi, AAty = TTt(y) = T(x) = y. Por otra parte,
si X e R(A*)x = N(A) entonces AtAx = At0 = 0, y si x e R(A*) = R(At) entonces
AtAX = TtT (X) = ((TIr@*)~1T)(x) = x.

Observacion 2.1.2 De lo anterior, y por la Observacion 1.5.24 se sigue que AAt es el proyector
ortogonal de Cm sobre R(A), mientras que AtA es el proyector ortogonal de Cn sobre R(A*) =
N (A)x = R(At).

Esto nos sugiere una segunda definicion de la inversa generalizada, la cual se atribuye a E. H. Moore:

Definicién 2.1.3 (Definicion de Moore de la inversa generalizada.)

Si A e Cmxn, entonces la inversa generalizada de A se define como la Gnica matriz At tal que
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La inversa de Moore-Penrose

(a) aA =PR®A),
(b) a o = PRAV).

En 1955 Penrose dio otra definicion de manera independiente y sin conocer el trabajo de Moore,
cuya notacién era muy complicada.

Definicion 2.1.4 (Definicion de Penrose de la inversa generalizada.)
La inversa generalizada de A e Cmxn, es la Unica matriz At que cumple:
(1) AALA = A,

(2) AfAASf = AN,

(3) (AAf)* = AAN,

(4) (AtA)* = AtA.

A las cuatro ecuaciones mencionadas anteriormente se les conoce como Ecuaciones de
Moore-Penrose.

Teorema 2.1.5 [4, Theorem 1.1.1] Las definiciones 2.1.1, 2.1.3 y 2.1.4 son equivalentes.
Demostracion:

Notemos que de la Observacion 2.1.2 se tiene que AAt es idempotente y ademas AAt = PR a), de
manera similar se puede ver que AtA es idempotente y que AtA =rr(a1). Portanto si At satisface
2.1.1 entonces también cumple las ecuaciones (a) y (b) de la Definicion 2.1.3.

Ahora vamos a demostrar que las inversa de Moore implican las de Penrose. Sea AAt = Pr(a)
multiplicando por A por la derecha tenemos AAtA = PRa)A. Sea x e Cn, entonces por la
observacion 1.5.24 podemos decir que si Ax e R(A) entonces esto implica que AAtA = Pr(@)A =
AX, por tanto AAtA = A y asi demostramos que a) implica el inciso (1).

Para el inciso (2), se hace de manera analoga, es decir, por b) AAt = Pr(a\) multiplicando ambos
lados por la derecha por At tenemos AtAAt = PR(At)At y de igual manera por la Observacion

1.5.24 se tiene que Pr"" At = At, por tanto AtAAt = At por lo que cumple (2). Para los incisos
(3) y (4) al ser proyectores ortogonales se cumple.

Ahora probaremos que las ecuaciones de Penrose implican las de Moore.

Supongamos que At satisface las cuatro ecuaciones de Penrose entonces por el inciso (2) tenemos
gue AtAAt = A" (AAM)2 = AAtAAL = APR(At)At = AAL, y por el inciso (3) (AAM* = AAL. Por
lo anterior AAt es un proyector ortogonal, es decir, los vectores de Rn son ortogonales a R(AAt)
con base a esto para probar b) bastaria demostrar que R(AAt) = R(A).

Para ello sabemos que dadas dos matrices cualesquiera P y Q el rango del producto de ellas va a
estar contenida en el rango de la primer matriz, es decir,

R(PQ) CR(P)
usando lo anterior, podemos decir

R(A) = R(AAtA) por 1)

Lic. Matematicas Aplicadas 21



La inversa de Moore-Penrose

ademas
R(AAfA) C R(AA") C R(A)

entonces
R(AAM) = R(A)

y por lo tanto

aA =PRA
De manera anéaloga

R(A") = R(AMAAN) por 2)
= R(AMAA") CR A A) C R(AM)
entonces
R(AMA) = R(A")

y por lo tanto

aA = PRAY)

Ahora veamos que si At satisface 2.1.3 y 2.1.4 entonces satisface 2.1.1, con esto At serd unica
y gquedaran demostradas todas las equivalencias. Supongamos que At satisface las ecuaciones
1) —@),@ vy (b). Siy e R(A)*, entonces por el inciso (a), AAYy = 0. Ademéas por (2)
Aty = APMAANY = AM0 = 0. Si y e R(A), entonces existe x e R(A*) tal que Ax = vy, luego
por inciso (b) tenemos que Ay = AMAX = PR(At)(x). Ademas por (1)

AAFA = AN (AANA)* = AX A (AMA)FA* = A%,
de donde por (4) se tiene que A A)A* = A* | Asi
x e R(A*) = R(A"AA*) ¢ R(A").

Por lo tanto, A"y = PR(At)(X) = X, pero x = (T\R(A*))-1y. Por lo que At satisface 2.1.1, con lo
cual se concluye la demostracion. |

Definicién 2.1.6 Sea A e Cmxn una matriz, se define como Inversa de Moore-Penrose de A
y se denota como A" a toda matriz X que satisfaga las siguientes cuatro ecuaciones

AXA =A (1)
XAX =X @
(AX)* = AX ©)
(XA)*= XA 4)

Si una matriz cuadrada A e Cn2 , no singular, entonces X = A-1 y satisface las cuatro ecuaciones
anteriores.
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Construccion de {1}-inversa

Definicién 2.1.7 Para A e Cmxn, A{i,j,..., k} denota el conjunto de las matrices X e Cnxm que
satisfacen las ecuaciones (i), (j),..., (k) de (1) a (4). Una matriz X e A{i,j,...,k} se conoce como
{i,j,....k}—inversa de A y se denotara por A(i,jy"k).

Por ejemplo, si X cumple (1) se le llama {1}-inversa. Si ademéas cumple la ecuacion (2) se le llama
{1,2}-inversa (también {2}-inversa), etc.

Proposicion 2.1.8 Si A {1,2,3,4} no es vacio, entonces consta en un solo elemento.

Demostracion:
Sean X,Y e A{l, 2 3,4}. Entonces

X = XAX por(3)

= X (AX)*

= XX*A* por(1)

= X X*A*Y *A*

= X(AX)*(AY)* por(3)

= XAXAY por(2)

= XAY por(1)

= XAYAY por(4)
(XA)*(YA)*Y

= A*X*A*Y*Y por(1)
A*Y*Y

= (YA)*Y por(4)

= YAY por(2)

=Y.

2.2.  Construccion de {1}-inversa

Dadas las cuatro ecuaciones de Penrose introduciremos la siguiente notacion de matrices cuando
estas cumplan una de las cuatro ecuaciones.

Dada una matriz R e Cmxn expresada como en (1.6.2) es decir

Ir K
OO0

es facil construir una {1}-inversa, pues para cualquier L e C(n r)x(m r), la matriz

Ir O
OL
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Construccion de {1}-inversa

de n x m, es una {1}-inversa de R ya que

Ir KL o_ 1r KL ir K

RSR= 65 0o O O O O

Notemos que si R tiene rango completo de columna (i.e. si r = n) entonces

por otra parte si R tiene rango completo de fila (i.e. si r = m) entonces

R Ir K y S=

De esta manera, por la Proposicidn 1.6.2, el siguiente teorema muestra que la construccién de una
{1} -inversas para A e Cmxn arbitraria se simplifica transformando A en una forma normal de
Hermite.

Teorema 2.2.1 Dada A £ ClI SiE e C* y P e Cnxnson tales que

_Ir K
EAP = 00 (2.2.1)

entonces para cualquier L e C(n r)x(m r) la matrizn x m
X =P E (2.2.2)

es una {1} -inversa de A. Las matrices EAP y X pueden ser reinterpretadas sir =n osir =m.
Demostracion:
Por (1.6.4) podemos expresar a A como

_ 1 Ir K 1
A=E e P

y de esta manera

_1 Ir K P-1P Ir O EE-1 Ir K p-1

AXA E O O O L OO0
1ir Kolr O r Kipag_ . Ir Kig o _
E O O OL O O =E-l O O P-1=A

Por lo tanto, cualquier matriz X que sea de la forma de la ecuacion (2.2.2), satisface AXA = A, es
decir, es {1}—inversa de A. |
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Ejemplo 2.2.2 Consideremos la siguiente matriz rectangular:

(=2 -4 2 2\
A= 6 -3 -3
2 01

con rango(A) = 2

Construccion de {1}-inversa

Sean E e Cmxm y P e Cnxn, donde E son las transformaciones elementales por filas de A y P es

la matriz permutacién de A.

0O 0 1 é 8
E= 12 0 1 P=
13 0 01
[1/2 0 0
verificamos .
10 2 1
EAP= 01 0 2
v0 0 00
Seaa, 3eC
L

Aplicando el Teorema 2.2.1 tenemos que la (1}-inversa de A es:

X =P OE
1 000 100 0
00 10 010 1/2
0100 01 a 1/2
00071 03 V21
0 0o N
al2 a/l3 0
1/2 0 1
w/2 3/3 o

Podemos ver que la matriz X no es Unica, ya que a y 3 pueden tomar cualquier valor en C.

Por ejemplo, para X{I}, a =1y 3 =1

fo 0 i\
1/2 1/3 0
X{}= 12 0 1
1/2 1/3 0

y para X{2},a=0y3=0

X{2} =

O O O o
o O O o
O ORF
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Existencia y construccién de la {1,2}-Inversa

Ambas matrices, X{1} y X{2} satisfacen la ecuacion (1) de Moore-Penrose.

Propiedades
A continuacion se muestran algunas propiedades importantes de las {1} —inversas.

Dada una matriz A denotaremos la {1} —inversa por A(1).

Lema 2.2.3 Sea A e Cmxn, Ae C, entonces:

= (AQ)* e Ax{1},

m si A es no singular, entonces A(l) = A-1,

- AA(@) y A() son idempotentes y tienen el mismo rango que A,
m rango (A)(Q) > rango de (A),

B A(DA= In si y sélo sir =n,

mAA(Q)=Imsiysélosir=m .

2.3. Existencia y construccién de la {1,2}-Inversa

Bjerhammar not6é por primera vez que la existencia de una {1}-inversa de una matriz A implica la
existencia de una {1, 2}-inversa de la misma matriz (ver [2]). Esto se puede ver en el siguiente lema.

Lema 2.3.1 Sea VY, Ze A{l} y sea
X =YAZ,

entonces X e A {1, 2}.

Dado que las matrices A y X ocurren simétricamente en (1) y (2), X e A {1, 2} y A e X {1,2} son
declaraciones equivalentes, y en cualquier caso podemos decir que A y X son {1, 2} -inversas entre
ellos.

Bjerhammar, demostré que si X es una {1} -inversa de A y tiene el mismo rango que A, entonces
X es una {1, 2} -inversa de A.

Teorema 2.3.2 (Bjerhammar) Dado A y X e A{1}, se cumple que X e A{1,2} siy sblo si rango
(X) = rango (A).

Demostracion:
(™) Supongamos que el rango(X) = rango(A), por el Lema 2.2.3, rango(XA) = rango(A) =
rango(X). Entonces R(A) = R(X), por la Proposicion 1.5.27. Luego por la Proposicion 1.5.13 se
tiene

XAY =X

para alguna Y . Multiplicando por A tenemos

AX = AXAY =AY
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Existencia y construccién de {1, 2, 3} -, {1, 2, 4} -y {1, 2, 3, 4} -Inversa

por lo tanto
XAX =X.

(™) Se sigue de manera similar. |
Corolario 2.3.3 Dos de las siguientes tres afirmaciones implican la tercera:

X e A{:},

X e A{z},
rango(X) = rango(A).

2.4. Existencia y construccion de {1, 2, 3} -, {1, 2, 4}
-y {1, 2, 3, 4} -Inversa

Asi como Bjerhammar demostr6 que la existencia de la {1}-inversa implica la existencia de

{1,2}-inversa, Urquhart ha demostrado que la existencia de un {1} -inversa de cada la matriz

finita con elementos en C implica la existencia de {1, 2, 3}-inversa y {1, 2, 4}-inversa de cada
matriz, (ver e.g. [25]).

Lema 2.4.1 Para cualquier matriz finita A,
rango(AA*) = rango(A) = rango(A*A).
Corolario 2.4.2 Para cualquier matriz finita A,
R(AA*) = R(A)
y
N (AA*) = N (A).
Teorema 2.4.3 [25, Urquhart] Para cada matriz A con elementos en los complejos,

Y = (A*A)()A* e A e {1,2,3}

Z = A*(AA*)(D) e A{1,2,4}.
Teorema 2.4.4 [25, Urquhart] Para cualquier matriz finita A de elementos complejos,
A(@Aa Aas = At (2.4.1)
Demostracion:

Denotaremos como X el lado izquierdo de la ecuacion (2,4,1), por el Lema 2.3.1 se deduce que que
X e A{1,2}, ademas
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Ejemplos de inversas generalizadas

AX
XA

AALD)AA(LY = AA(13 y
A(a)AA(1A = A(1p)A

Sin embargo, AALJ Y A(L4A son hermitianos, por la definicion de AA(L,3) y A(14)A , por lo tanto
X e A{1,2,3,4}.

Sin embargo, por la Observacion 2.1.8, X e A{1,2,3,4} contiene a lo més un solo elemento. Por lo
tanto, contiene exactamente un elemento, es decir A* y X = AN ]

2.5. Ejemplos de inversas generalizadas

A continuacion se mostraran ejemplos de algunas inversas para una matriz dada, con lo cual veremos
que estas inversas no son Unicas, con excepcion de la de Moore-Penrose.

m Construccion de {1}-inversa: Dada

_ 10
A= o (2.5.1)
buscamos la matriz X que cumpla
AXA = A (2.5.2)
es decir si
_ ab
X= ¢4
entonces se debe cumplir
_ ab 1 = 1
AXA = cd o o = o

pero en el lado izquierdo tenemos

QD

1 0 a b
0 c d o

para que se cumpla (1) se debe satisfacer
a=1 y becdeC

por lo que las {1}-inversas de la matriz A son de la forma

X = & 8 con bcdeC.
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Ejemplos de inversas generalizadas

Veamos otro ejemplo, si

12
X 34
entonces .
_ 10 12 1 o? 10 _
AXA = 00 34 00 00 = A

En este caso la matriz X también es (1}-inversa de la matriz A

Construccion de {2}-inversa:
Dada la anterior matriz A, ahora queremos encontrar una matriz X tal que cumpla la ecuacion:

XAX =X
por lo que tenemos
_ab 10 ab ab
XAX = ¢y 00 cd cd

realizando el producto de matrices del lado izquierdo

_a b 1 0 awb az ab
XAX= 0 d 60 ¢ d ac hc
por lo que la matriz X tiene que cumplir
a =a
ab="b
=a=1 0 a=o
ac=c
bc=d
Sia=1lentoncesd=bcyhbceC.
Sia=0entonceshb=c=d=0.
Entonces las (2}-inversas de la matriz A son de la forma
} 1 b
X{20r = f0 ul y X253 c be

con bce C.

La matriz X{20} es (2}-inversa pero no es (1}-inversa. Notemos que toda (1}-inversa es
también (2}-inversa siempre y cuando rango(A) = rango(X). Para que esta condicién no se
cumpla, basta que bc = d.

Para ser (2}-inversa se debe cumplir XAX = X . Recordando las restricciones tenemos nuestra
matriz X
ro o\

X =

0o
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Ejemplos de inversas generalizadas

por lo que

XAX =X = °° = X.
0O 0 0

Siendo esta la Unica matriz que solamente es {2}-inversa mas no es {1}-inversa de A.

Por otro lado verificando el Teorema 2,3,2, en el cual Bjerhammar nos dice que toda
{1}-inversa implica la existencia de {2 }-inversa, tenemos que

oy _ 12 10 12 12
XAX=X= 34 oo 34 36 %

por lo tanto X es una {2}-inversa de A, pues la matriz 13 °A es {1}-inversa de A.

Construcciéon de {3}-inversa:
Dada la matriz A ahora queremos encontrar una matriz X tal que cumpla la ecuacion

(AX)*= AX
por lo tanto -
1 0\ a b 1 0\ a b
N oj ye dj o o e d
*
ia b (a b\
0o 0o

a o

bo 88
Para que lo anterior se cumpla tenemos que tener que b= 0y a, e, d e C. Por consiguiente,
las {3}-inversas de la matriz A son de la forma:

a o

X= e d

eon aede C.

Construccién de {4}-inversa:

La construccién de la {4}-inversa sera analoga a la {3}-inversa, pero ahora encontraremos la
matriz que satisfaga la cuarta ecuacion de Penrose

(XA)*= XA
es decir *
ab 10 ab 10
ed 0o e d 0o
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la 0\ = la O\
Ve 0J =1c¢ O0°

la c\ = la 0\

WV 0) =V 0.
Para que esto se cumpla tenemos que tomar ¢ = 0y a, b d e C. Por lo que las (3} inversas
son de la matriz A de la forma v °
_ab
X= o d

conc=0 abdeC.

A continuacion construimos todas las combinaciones posibles.

Construcciéon de (1, 3}-inversa:

10
X= g
cona=1b=0ycdeC.
Construcciéon de (1, 4}-inversa:
_ 10
X= g
conc=0yahbdeC.
Construccién de (2, 3}-inversa:
X = 10
T Cc o
cona=1b=d=0yceC.
Y también la matriz
X = 00
- 00
Construccién de (2, 4}-inversa:
_ 1 b
X_ 00
cona=1cd=0ybeC.
Y también la matriz
X = 00
- 00
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m Construccion de {3, 4}-inversa:

o o
o O

conb=c=0ya,deC

m Construccidn de {1, 2, 3}-inversa:

Recordemos que las {1, 2}-inversas para la matriz A son de la forma a = 1, bc = d y una
{3}-inversa es de la forma b= 0, a,c,d e C, por lo que la construccion de la {1, 2, 3}-inversa
es de la forma

conce C.

m Construccidn de {1, 2 4}-inversa:

Nuevamente recordando las {1, 2}-inversas y {4}-inversa obtenemos nuestra matriz X de la
forma

dondea=1Lc=d=0ybeC.

m Construccidn de {2, 3,4}-inversa:

cona=1,b=c=d=o.

m Construccion de la Inversa de Moore-Penrose
Esta inversa debe cumplir con las cuatro ecuaciones mencionadas anteriormente. La Unica
forma para que esto suceda es que la matriz X quede de la siguiente forma:

siendo esta matriz, inversa de Moore-Penrose de A.
A continuacion enlistaremos algunas propiedades de la invesa de Moore-Penrose

- (ADF = A,
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Formula explicita para At

. (A* = (AM)t,

n Si Ae C, (AA)t = AtAt donde ,'Aa\\t =1 siA=0,yAt=0si A= 0,
- A* = A*AAL = AtAA*,

. (A*A) = AtA*t

. At = (A*A)tA* = A*(AA*)L.

2.6. Fdérmula explicita para A"

En 1959 C.C. MacDuffee sefial6 que una factorizacién de rango completo de una matriz A conduce

a una formula explicita para la inversa de Moore-Penrose, At, (ver [14]).

Teorema 2.6.1 [1, Theorem 5] (MacDuffee) Si A e Cmxn, r > 0, tiene una factorizacién de rango

completo
A =FG

entonces
At = G*(F*AG*)-1F*

Ejemplo 2.6.2 Determinaremos la inversa de Moore-Penrose de la matriz A

_ 132
A= 264
Obtenemos las matrices F y G
F= G= 132
Aplicando At = G*(F*AG*) 1F * tenemos:
\ 1
132
*(E* *\._ * —
G*(F*AG*)-1F 12 56y 12
/
1
70 12 /70 1 2
1/70 1/35
At= 3/70 3/35
1/35 2/35
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Formula explicita para A®

Ejemplo 2.6.3 Encontraremos todas las soluciones del sistema

5 2 4 2 7
2 2 3 1 9
11 4 4 x= 5
2 4 3 4 —6
3 0 1 =2 —

Determinando una inversa generalizada de la matriz de coeficientes, tenemos:

5 . 8 00
1 —5 bf 00
X |I—*\l
5 0 570 0
w
o lo” o o o0

por tanto, al sustituir en la férmula de todas las soluciones

x = Gb + (GA —1)Z,

obtenemos:
5 @8 001; 00 0 —/1% zZi
o o 00 , , 00025 2
15 lo |m|é'"“oo_6 00 0 —9/15 =
o oo 0o 00 00 O 1z
calculamos
—6 —Jz4
1 69 2824
15 —974
15z4

(2.6.3)

(2.6.4)

(2.6.5)

Introduciremos nuevas inversas generalizadas que tengan algunas de las propiedades espectrales de
la inversa de una matriz no singular. Consideremos matrices cuadradas, ya que solo con ellas se

pueden definir los conceptos de valores propios y vectores propios.

Recordemos las cuatro ecuaciones de Moore-Penrose las cuales son aplicadas en matrices

rectangulares.

AXA = A
XAX = X
(AX)* = AX
(XA)* = XA
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El indice de una matriz

Ahora agregaremos las siguientes ecuaciones aplicadas a matrices cuadradas

AKXA = Ak (1K)
AX = XA (5)
AKX = XAk (5K)
AXk = X kA (6K)

donde k es algun entero positivo.

Una matriz que cumple las ecuaciones {1k, 2, 5} se conoce como la inversa de Drazin, una de las
propiedades mas importantes que tiene este tipo de inversa son sus propiedades espectrales, esto se
debe a las diversas aplicaciones que se le pueden dar. También se tratard la grupo inversa, la cual
es un caso especial de la inversa de Drazin.

2.7. EIl indice de una matriz

Proposicion 2.7.1 EIl conjunto de las ecuaciones (1k), (2) y (5) son equivalente al conjunto de
ecuaciones

AX = XA ()
Ak+IX = Ak O
AX2 =X (8)

con k entero positivo.

Demostracion:
Dado el primer conjunto de ecuaciones ((1k), (2) y (5)), se pueden obtener las ecuaciones (7) y (8).

Ak+IX = AKAX por(5)
AkXA por(10

Ak
AX2 = AXX por(5)
XAX por (2)

= X
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La grupo inversa

Al cumplirse las igualdades de las ecuaciones (5), (7) y (8), entonces se cumplen las ecuaciones (1K)
y (2).

XAX = AXX por(5)
AX2 por(s)
X
AKXA = AKkAX por (5)
= Ak+IA por (7)
= Ak.

Deducimos que si (7) se cumple para algin entero k positivo, entonces se cumple para cada entero
i > k. Se deduce también de (7) que

rango(Ak) = rango(Ak+1). (2.7.4)

Por lo tanto, una soluciéon X para (7) (y, en consecuencia, del conjunto (5), (7), (8)) existe solo si se
cumple (2.7.4). Respecto a esto, la siguiente definicién es til.

Definicién 2.7.2 EIl entero positivo k méas pequefio para el que (2.7.4) se cumple, se denomina
indice de A y se denota como Ind(A).

Ejemplo 2.7.3 A continuacién veremos un ejemplo de como obtener el indice de una matriz.
Consideremos la matriz A como:

0
8 0

o 0 o 0 0 o0
A2= 40 o 0 |, A3= o o O
o % o o % o

Podemos observar que para las potencias que sean mayor que dos de la matriz A, el rango(A) = 0.
Por lo tanto el entero no negativo mas pequefio k para el cual se cumple que rango(Ak) =
rango(Ak+1), es 3, por lo tanto Ind(A) = 3.

2.8. La grupo inversa

El nombre de grupo inversa fue dado por I. Erdélyi [6], porque dada una matriz A, las potencias
positivas y negativas junto con el proyector AA# como elemento unitario (ver Definicion 2.8.1),
forman un grupo abeliano como veremos en el Corolario 4.2.3. A este conjunto le llamaremos
conjunto inversoide y en el Capitulo 4 demostraremos que es un grupo topolégico.
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La grupo inversa

Definicién 2.8.1 Sea una matriz cuadrada A e Cnxn, entonces la grupo inversa, denotada por
A#, de A es la matriz X que satisface las siguientes condiciones.

AXA = A, (1)
XAX =X, (2)
AX = XA. (%)

Tanto a Erdélyi como Englefield les llamé la atencion las propiedades espectrales de la grupo
inversa. Sin embargo, como veremos mas adelante, la grupo inversa es un caso particular del inverso
de Drazin, este tipo de inversa no esta restringida a matrices diagonales, sin embargo no existe
para todas las matrices cuadradas, esta inversa existe si y solo si R(A) y N (A) son subespacios
complementarios, esto es equivalente a que el Ind(A) = 1, por lo tanto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8.2 Una matriz cuadrada A tiene una grupo inversa si y solo si Ind(A) = 1, es decir,

rango(A) = rango(A)2. (2.8.4)
Si la grupo inversa existe, entonces es Unica.

Definicién 2.8.3 Sea A una matriz cuadrada, decimos que A es una matriz de rango
Hermitiano si
R(A*) = R(A)

0 equivalentemente, si
N (A*) = N (A).

Proposicion 2.8.4 Una matriz cuadrada A es de rango Hermitiano si y s6lo si existe una matriz
Y tal que
A* = YA.

El siguiente teorema da una condicion alternativa para la existencia de A#, y una formula explicita
para su calculo.

Teorema 2.8.5 Sea A una matriz cuadrada que tenga la factorizacion de rango completo
A = FG. (2.8.5)
Entonces la matriz A tiene una grupo inversa si y s6lo si GF es no singular, en ese caso

A# = F (G)- 2G. (2.8.6)

Demostracion:
Sea r = rango(A). Entonces GF e Crxr. Ahora

A2 = FGFG
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y asi, por 2.8.4
rango(A2) = rango(GF).

Por lo tanto la Proposicion (2.8.4) se cumple si y sélo si GF es no singular, y se tiene la primera
parte del teorema. Ahora vemos que las ecuaciones (1), (z) y (5) se cumplen con A dada por (2.8.5)
y X con el lado derecho de la ecuacién (2.8.6). Luego la formula (2.8.6) se deriva de la unicidad de
la grupo inversa. |

A continuacién enlistaremos algunas propiedades de la grupo inversa y un teorema que relaciona la
grupo inversa con la inversa de Moore-Penrose.

- A# = A-1,si A es no singular,

- A#H# = A
B A*# = A#*
mAY = A#L

Teorema 2.8.6 A# = At si y sblo si A es de rango Hermitiano.

La grupo inversa tiene propiedades espectrales comparables a las de la inversa de una matriz no
singular. Sin embargo, en este caso, A# no es la Unica matriz que tiene tales propiedades, ya que
las matrices no singulares también cuentan con ellas.

Veamos que si una matriz cuadrada A tiene Ind(A) = 1, sus vectores cero son todos de grado uno,
es decir son vectores nulos de A, esto se deduce de que la ecuacion (2.8.4) implica N(A2) = N (A).

A continuacidn se dardn dos lemas necesarios para establecer las propiedades espectrales de la grupo
inversa.

Lema 2.8.7 Sea x un A-vector de A con A= 0. Entonces x e R(Ae), donde i es un entero positivo
arbitrario.

Lema 2.8.8 Sea A una matriz cuadrada y sea
XA;+1 = A1

para algin entero positivo i. Entonces, cada A-vector de A de grado p para A= 0 es un A-1-vector
de X de grado p.

2.9. La inversa de Drazin

Definicion 2.9.1 Sea A una matriz cuadrada n x n, entonces la inversa de Drazin, denotada
por Ad, de A es la matriz X que satisface las siguientes condiciones.

AKXA = Ak, (1K)

XAX =X, 2)
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AX = XA, (5)

donde Ind(A), es decir, el entero no negativo mas pequefio k para el cual se cumple rango(Ak) =
rango(Ak-1).

Proposicion 2.9.2 Sea A e Cnxn. Si existe una matriz X e Cnxn tal que se cumple
Ak+IX = Ak
para algin entero positivo k, entonces

rango(Ak+1) = rango(AK).

Demostracion:
Por un lado tenemos
Ax+1 = AKA * rango(Ak+l) < rango(Ak),

por el otro lado,
Ak = Ak+1X * rango(Ak) < rango(Ak+1).

Por lo tanto como consecuencia tenemos que

rango(Ak) = rango(Ak+1).

Observacion 2.9.3 Sea A e Cnxn una matriz invertible, entonces la inversa de Drazin de A
coincide con la matriz A-1.

Teorema 2.9.4 Sea A e Cnxn y sea Ind(A) = k. Si existe una matriz X tal que X e A{lk,?2, 5},
entonces X es la Unica {1k, 2, 5}-inversa de A.

Demostracion:
Sean X,Y e A{lk,2, 5}, y consideremos las matrices

E=AX =XA y F =AY =YA.

Por propiedad (5), E y F son matrices idempotentes

E: = (AX)(AX) (X e A{2})
= AX =E,

F: = (AY)(AY) (Y e A{2})
= AY =F.
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En primer lugar vamos a ver E = F

E = AX (E idempotente)
= AkXk (Y e A{1k})
= AKYAXk
= Ak-iAYAXK (Y e A{5})
= Ak-iYAAXk= ..
= AYAKXk= FAKX k
= FAX =FE
F = YA (F idempotente)
= YKkAK (X e A{1k}
= YKAKXA =
= YAE = FE
Luego E = F.
Por lo tanto
X = XAX = EX (X e A{2})
= FX =YAX
= YE =YF
= YAY (Y e A{2})
= Y.

Teorema 2.9.5 [1, Theorem 7] Sea A e Cnxn con indice k. Entonces A tiene una Unica
{1k, 2,5}-inversa la cual se puede expresar como un polinomio en A y es también la Unica
{1k, 2, 5}-inversa para cada i > k.

A continuacion se enlistaran algunas propiedades sobre la inversa de Drazin.

(A*)d = (Ad)*,
- (ald = (ady,
m (Ad)d = A, siy sélo si A tiene indice 1,
m Ad tiene indice 1, y (AD)# = A2AD,
m ((Ad)d)d = Ad.
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2.10. Algoritmo para calcular AP

Algoritmo para calcular ADdonde A e Chxny Ind(A) =k, donde k es un entero positivo dado.

I. Sea p un entero tal que p > k (p siempre se puede tomar igual a n si no hay un valor mas pequefio
que se pueda determinar). Si Ap =0, entonces AD = 0. Por tanto se supone Ap = 0.

I1. Reducir las filas de Ap a su forma escalonada de Hermite, Hap.
I11. Se seleccionan las columnas distinguidas de Apy las llamamos vi,v2,... ,vr.

IV. Se forma la matriz | —Hap, y seleccionamos las columnas distintas de cero. Las Ilamamos
Vr+i,vr+2, ..., vn.

V. Construimos la matriz no singular P = [v1]... Ivrjvr+1].. . Ivm].
VI Se calcula P-1.

VII. Formamos el producto P-:AP. Esta matriz estard en la forma

cC 0
P-1AP 0N
donde C es no singular y N es nilpotente.
VI11. Calculamos C*!
IX. Se calcula AD formando el producto
1
Ad =P ¢ P!
Ejemplo 2.10.1 Sea
21 0 0
A= —A+i 1+
1 —i 4 —i
Usando el algoritmo anterior:
= 3. Entonces
—si o o
As= 12+4i o 0
4+4i o o
I1.-Usamos transformaciones elementales
—sli 0 o 1 0 o 1 0 o
A3= —12+4 o 0 - —A2+4i o 0 = o o O
4+ 4 o o 4+4 o o 0 0 o
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luego
1 00
Har= 0 0 O
0 0O
—si
I11.- Por tanto,v: -12 + 4i es una base para R(AKk).
4 + 4i
(] (o] (o] (]
IV.- Ahoral —Has = o : O asiquev2= 1 V3=
0 0 1 0
V.-
- s8i 0
P -12 +4i 1
4+4i 0
V.-
- 8l 0
pt 4+ 12i s
4-4i 0
VII.-
21 0
P-lap — + i
1 |
VIIl.- Como C=2i, C.i =~ =_",
21 2
IX.- .
_|
0o o
Ad=P [ o P
(] (o] (o]
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0 forman una base para N (AK).
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Capitulo 3

Estudio de la regla del orden inverso

La regla del orden inverso para las inversas generalizadas de productos matriciales ha sido uno de
los temas atractivos en la teoria de las inversas generalizadas y sus aplicaciones. Varios autores han
estudiado diversos resultados sobre la regla del orden inverso relacionadas con inversas internas e
inversas generalizadas, como lo son la inversa Moore-Penrose, y la inversa de Drazin. Siendo estas
altimas las que se estudiaran a lo largo de este capitulo. Se estableceran las condiciones necesarias
para que la inversa de Moore-Penrose y de Drazin cumplan la regla del orden inverso para el producto
de dos matrices, esto esta relacionado directamente con el método de rango de una matriz.

3.1. Regla del orden inverso para la inversa de
Moore-Penrose

La regla del orden inverso para la inversa de Moore-Penrose es problema interesante y fundamental
en la teoria de inversas generalizadas. Este tema ha Ilamado la atencién desde alrededor de 1960.
La regla del orden mas simple entre las reglas del orden inverso es la de dos términos, es decir, para
la inversa de Moore-Penrose el producto de dos matrices A y B se escribe como:

(AB) = BA

En esta seccion estableceremos las condiciones de la regla del orden inverso para el producto de
matrices para la inversa de Moore- Penrose. Las condiciones suficientes y necesarias para gque esta
regla se cumpla se encuentra por el método de rango de una matriz. Si A y B son matrices invertibles
de la misma dimension entonces el producto AB es no singular y también la inversa del producto
AB cumple la regla del orden inverso.

Para algunos pares de matrices A, B, la relacién
(AB)t = BM"AN (3.1.1)

se cumple, y para otros no. No parece haber un criterio simple para distinguir los casos en que
(3.1.1) se cumple. EIl siguiente resultado se debe a Greville [9].
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Teorema 3.1.1 Para las matrices A, B tales que AB existe, la relacion de orden inverso (3.1.1)
se cumple si y s6lo si

R(A*AB) ¢ R(B) y R(BB*A*) ¢ R(A%*). (3.1.2)
Demostracion:
Tomemos las dos ecuaciones siguientes:

BBtA*AB = A*AB (3.1.3)

y
AtABB*A* = BB *A*. (3.1.4)

Tomando transposiciones conjugadas de ambos lados de (3.1.3) da

B*A*ABBt = B*A*A, (3.1.5)
y luego multiplicando a la derecha por At y a la izquierda por (AB)* tenemos

ABBtAt = AB(AB)f. (3.1.6)
Multiplicando (3.1.4) a la izquierda por Bt y a la derecha por (AB)** obtenemos

BtAtAB = (AB)tAB. (3.1.7)
De (3.1.6) y (3.1.7) se deduce que BA e (AB){1, 3,4}
Finalmente, las ecuaciones,

B*A* = B*BBtAtAA*, BtAt = BtB*B*A*A*tAt

demuestran que
rango(BtAt) = rango(B* A*) = rangoAB (3.1.8)

y por lo tanto BtAt e (AB){2} por el Teorema 2.3.2 y asi (3.1.1) se cumple.

Reciprocamente, si tenemos
B*A*= BtAtABB*A*

entonces multiplicando por la izquierda por ABB*B da
ABB *(1 —AtA)BB*A = O.
Como el miembro de la izquierda es Hermitiana y | —AtA es idempotente, se deduce que
(I —AtA)BB *A* = O,

que es equivalente a (3.1.4). De manera analoga, se obtiene (3.1.3). |

A continuacion presentamos un ejemplo donde se cumple la regla del orden inverso y otro en donde
no se cumple.
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Ejemplo 3.1.2 Dadas las matrices A y B, queremos verificar si se cumple la siguiente condicién

(AB) = BtAt, (3.1.9)

donde At es la inversa de Moore-Penrose de A.
Sea Vv ° Vv

. =(10 ° y b:(lO°.

Las inversas de Moore-Penrose respectivamente son

-80. , - KL

a * =

En este caso vemos que (3.1.9) se cumple

En este caso vemos que (3.1.9) se cumple.

Ejemplo 3.1.3 Sean ( °

Las inversas de Moore-Penrose respectivamente son
A= e My Bi's 325 225

Pero en este caso tenemos

1/10 0
2/10 0

2/25 o
4/25 o

Por lo que no se cumple (3.1.9), es decir (AB)* = B*A*.
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3.2. La regla del orden inverso para la inversa de
Drazin

A continuacion daremos las condiciones suficientes y necesarias para que la inversa de Drazin cumpla
la regla del orden inverso.

En general, la regla del orden inverso no es aplicable para la inversa de Drazin es decir (AB)d =
BdAd. para cada A,B e Cnxn.

Como se estudio en el caso de la inversa de Moore-Penrose, las condiciones para que se cumpliera
la regla del orden inverso tuvieron que ser condiciones muy fuertes tal que ni la conmutatividad de
las matrices A y B fueron suficiente para que garantizaran que (AB)t = B"A™. Pero este no es el
caso para la inversa de Drazin, ya que la conmutatividad garantiza que la regla del orden inverso
se cumpla, como veremos en el Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.1 Sean A,B e Cnxn, entonces (AB)d = A[(BA):z]dB.

Demostracion:

Sean Y = A[(BA)z2]dB. Es claro que YABY =Y yABY =YAB = A(BA)dB.
Sea k = max{Ind(AB), Ind(BA)}.

Entonces

(AB)k+2Y (AB)k+A(BA)2DB
= (AB)k+ABA(BAZD)B
= (AB)k+A(BA)DB

= A(BAk+1 (BA)dB

= A(BA)KB

= (AB)k+L

Por lo tanto
Y = (AB)d.

Esto demuestra que Y es {1k}-inversa de AB. ]

Teorema 3.2.2 Sean A,B e Cnxn tales que AB = BA, entonces

n (AB)d = BdAd = AdBd,
- AdB =BAd yABd = BdA.

Demostracion:
Supongamos que AB = BA. Por el Teorema (2.9.5) tenemos que Ad es un polinomio en Ay Bd
es un polinomio en B. [

Ejemplo 3.2.3 Sean
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Comprobaremos que A y B son conmutativas, es decir que AB = BA

_ 2 4 41 n -4
AB = 31 35 9 8
41 2 4 n 4
BA 35 31 9 8

Las inversas de Drazin de A y B respectivamente son:

02173 —0,043
= A , ,
A9= (92 83" ¥ BD im0 oirs
Entonces
(AB)D= 0069 0026
—0,078 0,095
BDAD = 0,0692 0,0262
—0,0778 0,052

En este caso vemos que (AB)D = ADBD se cumple.
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Capitulo 4

Grupo de matrices singulares

Al hablar de grupos topoldgicos se tienen ejemplos clasicos de grupos de matrices invertibles, pero
;qué pasa cuando estas matrices son singulares?

En esta seccion trabajaremos con la grupo inversa de una matriz (recordemos que este tipo de inversa
generalizada es un caso particular de la inversa de Drazin). Tomaremos todas las potencias de una
matriz, asi como también las potencias de su grupo inversa y formaremos un grupo algebraico, a
este grupo lo dotaremos de una topologia y con una herramienta muy util en la topologia los cuales
son los filtros se demostrara que la funcién que asigna cada una de las matrices de este grupo a su
inversa es continua y por lo tanto también serd un grupo topoldgico.

4.1. Grupos topologicos

Un grupo topoldgico es un conjunto con una estructura algebraica y una topoldgica, relacionadas
entre si. Las bases y fundamentos sobre la teoria de grupos topoldgicos se pueden encontrar en [3],
[19], y [24]. Para profundizar en el estudio de grupos algebraicos, recomendamos [7] y para espacios
topoldgicos [18],[21] y [22].

Definicién 4.1.1 Un grupo algebraico (G, *) es un conjunto G, equipado con una operacién
*:G x G”™ G que cumple las siguientes propiedades:

m Asociatividad: g:1,92,gse G g *02) *gs =01 * (02 *Qs).

m Elemento neutro: Existe un Unico elemento ee G tal que e*g=g*e=g, Vge G.

m Elemento inverso: Para todo g e G, existe un Unico g-1 e G tal que g *g-1 = g-1 *g =e.

Ejemplo 4.1.2 EIl grupo general lineal GL(n, R) o GL(n, C) de las matrices no singulares, con
entradas en los nimeros reales R o complejos C es un grupo con la multiplicacion de matrices,
porque el producto de dos matrices invertibles es invertible y la inversa de una matriz es invertible.
Ademas la multiplicacion de matrices es asociativa y la matriz identidad es el elemento neutro.
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Definicién 4.1.3 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion t de subconjuntos de X
que cumplen las siguientes propiedades:

m 0 y X pertenecen a t.

m La union arbitraria de elementos de t pertenece a t.

m La interseccion finita de elementos de t pertenece a t.

A (X, t) se le llama espacio topoldgico y a los elementos de t se les llama abiertos.

Definicion 4.1.4 Sea X un espacio topolégico y x e X . Definamos una vecindad de x como un
conjunto V C X para el que existe un abierto A en X, tal quex e AC V.

Denotaremos como Vx al sistema de todas las vecindades de x e X.

Una de las maneras mas frecuentemente usadas para dotar de una topologia a un conjunto es definir
la topologia en términos de una distancia en el conjunto de la siguiente manera.

Definicién 4.1.5 Un conjunto U es abierto en la topologia métrica inducida por una distancia d
si, y solo si, para cada a e U existe 5 > 0 tal que la bola abierta con centro a y radio 5, Bd(a,5),
estd contenida en U.

Ejemplo 4.1.6 En GL(n, R) consideremos la topologia heredada por ser un subespacio euclidiano
de dimensién n2, con la topologia generada por la métrica

dAB) = Y, aij —hijp2
=i

Para cualesquiera A = [aij],B = [bijje GL(n

Definicién 4.1.7 Sean X y Y dos espacios topoldgicos, se dice que una funcion f : X Y es
continua, si para cada subconjunto abierto V de Y, el subconjunto f - I (V) es abierto en X, donde

f-1(V) = {x e X\f(x) e V}.

Proposicion 4.1.8 Unafuncionf : X A Y es continua enx e X siy sélo si, dada una vecindad
V de f (x) existe una vecindad U de x tal que f (U) c V.

Definicién 4.1.9 Sean X,Y dos espacios topoldgicos y una funcién f : X ~ Y, decimos que f es
un homeomorfismo si cumple que

m f es biyectiva.
m f es continua.
m La inversa de f es continua.

Proposicion 4.1.10 Sean X y Y espacios topoldgico y f : X ™ Y. Son equivalentes

m f es un homeomorfismo.
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m f es biyectivay f (A) es abierto en Y si y s6lo si A es abierto en X .
m f es biyectiva y f (A) es cerrado en Y siy solo si A es cerrado en X .

Definicion 4.1.11 Un espacio topologico de X se llama espacio de Hausdorff si para cada par
X, y de puntos distintos de X, existen vecindades disjuntas U y V de x yy, respectivamente, es decir
UnV=0.

Proposicion 4.1.12 Un espacio es Hausdorff si y solo si todo punto x e X es interseccién de sus
vecindades cerradas.

Demostracion:

Por definicion de espacio de Hausdorff tenemos que para cada par de puntos x,y e X con
X = vy existen vecindades abiertas U y V de x y y respectivamente, asi que U C X —V
por lo que W = X —V es una vecindad cerrada de x que no contiene a y, por lo tanto
{x} = P|{W\Wes vecindad cerrada de x}. Reciprocamente, sean X,y e X con X =y, existe una
vecindad cerrada V de y tal que x E V. Entonces X —V es un abierto que contiene a x, por lo
tanto, U = X —V es una vecindad de x ajena a V. [

Definicién 4.1.13 Sea X un espacio topolégico y A C X. Decimos que x E X es un punto de
acumulacion (o punto limite) de A si cualquier vecindad V de x es tal que

an(V—{x}) =0

Definicién 4.1.14 Sea X un espacio topolégico, se dice que un conjunto C C X es cerrado si
contiene todos sus puntos de acumulacién.

Definicién 4.1.15 Sea X un espacio topoldgico, A C X, sea Ca lafamilia de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A. La interseccién nCA es llamada cerradura o clausura de A y se denota
como A.

Proposicion 4.1.16 Sea G un grupo algebraico dotado con una topologia tal que la multiplicacién
es continua y sean A, B dos subconjuntos de G, entonces A mB C AB.

Demostracion:

Sean x EA, y EB y sea W una vecindad de xy, por la continuidad de la multiplicacion existen
abiertos V1,V2 con x E Vi y y E V- tales que Vi mv> C W. Como x EA y y E B existen elementos
a,b EGtalesqueaEANV:ybEB N W2 por lotanto ab E (AB)n W = 0, entonces xy E AB.

Definicién 4.1.17 Se dice que una coleccion A de subconjuntos de un espacio X es una cubierta
de X si

XC (Ja
AeA

Si cada A E A es un conjunto abierto en X, decimos que A es una cubierta abierta de X.

Definicién 4.1.18 Un espacio topolégico es compacto si cada cubierta abierta tiene una
subcubierta finita.

Proposicion 4.1.19 Sea X un espacio topolégico compacto y sea f : X ~ Y una aplicacion
continua, entonces f (X) es compacto.
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Demostracion:

Sea C una cubierta abierta de f(X) y sea f-1(C) = {f~I(U\U e C}. Como f es continua
entonces f-1(C) es una cubierta abierta de X,y como X es compacto, existen U: U ... U Uk, tales
que X Cf-1(UYU..UT-1(Uk), por lo tanto f (X) C U: U... U UK. ]

Teorema 4.1.20 Sea X un espacio compacto y sea A ¢ X . Si A es cerrado, entonces A es
compacto.

Demostracion:

Sea A un subespacio cerrado de X . Dado un cubierta A de A por conjuntos abiertos en X , podemos
considerar la cubierta abierta B de X como B = A U{X —A}. Como X es compacto, existe una
subcubierta que la cubre. Si esta subcubierta contiene a {X —A}, lo descartamos, y si no la contiene
la dejamos como esta. La coleccion resultante en cualquier caso es una subcubierta finita de A, que
cubre a A. Por tanto A es compacto. ]

Proposicion 4.1.21 Toda unién finita de subconjuntos compactos de un espacio topoldgico es
compacto.

Demostracion:

Cualquier cubierta abierta de la unién finita es una cubierta de cada uno de los conjuntos que la
integran. Como cada uno de ellos es compacto, existe una subcubierta finita de la cubierta que lo
cubre y, como la unidn es finita, también es una subcubierta finita que cubrira toda la unién. m

Definicién 4.1.22 Sea C una coleccién de subconjuntos de X, decimos que C que tiene la
propiedad de la interseccion finita si cada subcoleccién finita {C],...,Cn} de C, tiene
interseccidn no vacia.

Teorema 4.1.23 [18, Teorema 26.9] Sea X un espacio topoldgico, X es compacto si y sélo si,
para cada coleccion de C de conjuntos cerrados en X, con la propiedad de la interseccion finita, la

interseccion de todos los elementos de la coleccion n c =t.
ceC

Definicién 4.1.24 Se dice que un espacio topolégico de Hausdorff es localmente compacto si
cada uno de sus puntos tiene una vecindad compacta.

Proposicion 4.1.25 Sea X localmente compacto y A ¢ X cerrado. Entonces A es localmente
compacto.

Demostracion:
Sea x e A y sea V una vecindad compacta de x e X, entonces V n A es una vecindad compacta de
X enA. ]

Proposicion 4.1.26 [21, Cor. VI.2.18] Todo espacio métrico es Hausdorff, y localmente compacto.

Definicién 4.1.27 Un conjunto G con una operacion binaria * y una familia t de subconjuntos de
G, es decir, la terna (G, *,t), se llama grupo topoldgico si

m (G, *) es un grupo;

m (G,t) es un espacio topoldgico;
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m las funciones i : (G, t) X (G, t) » (G, t) yi : (G, t) N (G,t) dadas pori(x,y) = x *y y
i(x) = x-1 son continuas, donde x-1 es el inverso de x.

Proposicion 4.1.28 Sea G un grupo algebraico con multiplicacién continua y sea V eV e entonces
existe W e Ve tal que W2 C V.

Demostracion:
Sea V e Ve, por la continuidad de la multiplicacion, existen W1, W2 e Ve tales que WIW2 C V. Sea
W = WIn W2, entonces W x W Ci-I(V) por lotanto W2C V. |

Proposicion 4.1.29 Sea G un grupo algebraico con multiplicacion continua y sea g e G un
elemento fijo arbitrario, entonces lafuncién 0g: G~ G dadapor 0g(x) = gx es un homeomorfismo.

Demostracion:

Por Definicion 4.1.27, 0g es continua. Supongamos que 0g(a) = 0g(b), entonces ga = gb, luego
g~lga = g-1gb, asi tenemos que a = b, por lo tanto 0g es inyectiva. Ahora sea z e G esto implica
que 0g(g-12) = gg~lz = z, por lo tanto 0g es sobreyectiva. La inversa de 0g(x) es 0g-i(x) = g-1x,
ya que 09g(0g-i(x)) = gg~Ix = X, reciprocamente 0g-i(0g(x)) = g~lgx = X. Y como 0g-i es
continua, por lo tanto o g es un homeomorfismo. [

Corolario 4.1.30 Sea G un grupo algebraico con multiplicacién continua, seaae G, yseanB C G,

m Si B es abierto entonces aB es abierto.

m Si B es cerrado entonces aB es cerrado.

m Si B es compacto entonces aB y Ba es compacto.
Demostracion:
Por la Proposicion 4.1.29 tenemos que Oa(x) = ax es un homeomorfismo. Si B es un abierto
entonces 0a(B) = aB es abierto, andlogamente si B es cerrado entonces 0a(B) = aB es cerrado,

por Proposicion 4.1.10. Por la Proposicion 4.1.19, si B es un compacto entonces 0a(B) = aB es
compacto. [

Ejemplo 4.1.31 Sabemos por el Ejemplo 4.1.2 que GL(n,R) es un grupo algebraico y por el
Ejemplo 4.1.6 que es un espacio topoldgico, ademas por la Proposicién 4.1.26, GL(n, R) es Hausdorff
y localmente compacto.

Cada matriz A = [aij] puede identificarse con un punto de Rn , colocando las filas ordenadamente,
una tras de otra, por ejemplo

all al2
a2l a2

Como las operaciones de suma y multiplicacion Rn x Rn~ Rn son continuas, la multiplicacion de
matrices

GL(n,R) xGL(,R)  GL(n,R)
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2
es continua. En efecto, si A = [aij]y B = [hj] son matrices en Mn(R) = Rn , las coordenadas ij de
la multiplicacién son polinomios y por tanto son funciones continuas.

Ademas es un hecho conocido que
GL(n, R) —»GL(n, R)
AN A-1
es continua (ver e.g. [23]).

Por lo tanto GL(n, R) es un grupo topolégico.

4.2. Conjunto Inversoide

A continuacion definiremos todas las potencias de una matriz cuadrada y de su grupo inversa.

Definicién 4.2.1 Sea A e Cnxn con indice 1, denotemos (A#)j como (A-j) paraj e N y AA#
como AP. Llamaremos al conjunto
A ={Ajlje Z},

como conjunto inversoide.
Veremos que A es un grupo algebraico.

Teorema 4.2.2 Seani,m e Z entonces para cada AL,Ame A,
A Am_AMmM
Demostracion:
Notemos que si i y m son enteros positivos entonces es claro que AfAm = Al+m por asociatividad

del producto de matrices.
De igual forma, si i y m son enteros negativos entonces

AAM = (A#)- (A#)-m = (A#)-&m = (A#)-(E+m) = Al+m.

Veamos ahora los siguientes casos

» Caso I

Sii=m =0, tenemos A°A° = AA#AA#, aplicando la primera propiedad de la grupo inversa
entonces AoAo = AA# = AO.

» Caso 2

Sii = 0y m positivo, entonces AEAm = AAm = AA#AAm-1, entonces aplicando la primera

propiedad de la grupo inversa (1k), entonces AA#AAm-1 = AA#AA#A-m = AA#AAm-1 =
AAm-1 = Am.

» Caso 3
Para i = 0y m negativo, entonces AeAm = A°Am = AA#(A#)-m = AA#A#(A#)-m -1, aplicando
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la propiedad (5) de la grupo inversa tenemos AA#A#(A#) m 1 = A#AA#(A#) m 1y aplicando
la propiedad (2) entonces A#AA#(A«s)-m -1 = A#(A4)-m -1 = (A#)-m = Am.

» Caso 4
Si i es positivo y m es negativo, entonces AIAm = Al(A#)-m esto significa que multiplicaremos
.i-veces A 'y —m-veces A#. Notemos que si —m > i y usando {1, 2, 5} (ver Definicion 2.8.1) se tiene

AlAmM

AlL(A#)-m = A A(A#)(A#)-m -1 = mm
a(i-i)A(A#)-m-(i-i) = AA#A(A#)-m-(i-i)

A(Agy-m-1+1 = A#AA# (Ax)-m -1-1
= (A#)-m-1 = Al+m

Si i > —m con un razonamiento similar se prueba que
AlAm = Al(A#)-m = Ai-1 A(A#)(A4)-m -1 = mm
Al-(-m-1) A# (A#)-m-(-m) = *+m+la#AA#

= Ai+m-1tAA#A = Al+m-1A
Al+m

Anéalogamente, si i es negativo y m es positivo, se cumple.

Si i = —m entonces tenemos:

AlAm = Al(A#)-m = Ai-1t A(A#)(A4)-m -1 = mm
Al-(-m-1) A# (A#)-m-(-m) = Al+m+l A# AA#
Al+mAA# = Al+m-1AAA#

Al+m

Corolario 4.2.3 A es un grupo algebraico abeliano con la multiplicacion de matrices.

Nos interesa ver A como un grupo topolégico, para ello consideraremos el conjunto A con la misma
topologia que la del grupo general lineal GL(n, R) (ver Ejemplo 4.1.6), entonces A es Hausdorff, y
también localmente compacto (ver Proposicion 4.1.26). De esta forma al igual que en GL(n, R), la
multiplicacién en A serd continua (ver Ejemplo 4.1.31).

En la siguiente seccion probaremos que A es un grupo topolégico.

4.3. Grupo Inversoide

En 1937 el mateméatico Henri Cartan introdujo los conceptos de filtros y de ultrafiltros, los cuales se
han convertido actualmente en una importante herramienta en la topologia. Estos fueron utilizados
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por Bourbaki como una alternativa a la nocion similar de red desarrollada en 1922 por E. H. Moore
y H. L. Smith.

En esta seccién introduciremos los filtros, los cuales utilizaremos para demostrar la continuidad
de la inversa en A . Desarrollaremos la demostracion del Teorema 4.3.15, que es nuestro teorema
fundamental, mediante los Lemas 4.3.10, 4.3.11, 4.3.12 y 4.3.13 lo haremos siguiendo las ideas del
articulo [5].

Definicién 4.3.1 Unfiltro en un conjunto X es una familia F no vacia de subconjuntos no vacios
de X, tales que

) SiFLFze F=~"FInF2e F.
i) SiIFeFyFcG="GeF.

Nota: Si F es un filtro sobre X entonces X e F.

Definicién 4.3.2 Si F es un filtro en X y B ¢ F decimos que B es una base de F si
BI,B2eB ™ 3BeBtalqueB c BlnB2.

Definicién 4.3.3 Sea X un espacio topolégico y x e X. El conjunto Vx de todas las vecindades de
x es un filtro en X llamado filtro de vecindades de x e X.

Definicién 4.3.4 Dados dos filtros F y G en un conjunto X, se dice que F es mas grueso que G
y que G es mas fino que F, siF ¢ G.

Definicién 4.3.5 Sea X un espacio topolégico y F un filtro en X. Se dice que F converge ax, y
se denota como F * x, si F es mas fino que el filtro de vecindades de x. Es decir, si Vx ¢ F.

Notemos que si F A x, entonces x es un punto de acumulacién (ver Definicion 4.1.13).

Proposicion 4.3.6 [21, Proposicion V1.22] Todo filtro en X converge a lo mas a un sélo punto si
y s6lo si es un espacio de Hausdorff.

Recordemos que una relacién R sobre un conjunto M es un orden orden parcial si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Al conjunto M con el orden parcial R se le llama conjunto parcialmente
ordenado; en este caso se dice que un elemento ae M es maximo si para ninguna b= a, a<bh.

Un ejemplo es el conjunto potencia de un conjunto N, el conjunto M conformado por todos los
subconjuntos de N ordenados mediante la relacién de inclusién (C), es un conjunto parcialmente
ordenado.

De la misma forma, dado un espacio topoldgico X, el conjunto de todos los filtros sobre X con la
relacién ¢, es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 4.3.7 Un filtro maximo en un conjunto X es llamado ultrafiltro.

Proposicion 4.3.8 [22, Proposicion 11.20] Sea X un espacio topol6gico entonces X es compacto
si y solo si todo ultrafiltro en X converge.
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En la secci6n anterior vimos que A es un grupo algebraico con topologia de Hausdorff y localmente
compacto, ademas la multiplicacion en A es continua.

A continuacién veremos que cualquier grupo algebraico G que cumpla estas condiciones es un grupo
topoldgico.

A partir de ahora denotaremos con la letra G a un grupo algebraico con topologia de Hausdorff y
localmente compacto, cuya multiplicacion es continua.

Definicién 4.3.9 Dado un subconjunto U C G definiremos
U.: ={h-1lhe U}

Lema 4.3.10 Sea F unfiltroen G tal quu F * x yF-1 » y. Entonces y = x~1.

Demostracion:

Como F converge a x y F~1I converge a y, entonces por la continuidad de multiplicacion tenemos
que FF-1 ~ Xy, por otro lado FF~I ~ ¢ como es G es Hausdorff, por la Proposicion 4.3.6,
entonces xy = e, por lo tanto x = y-1. |

Lema 4.3.11 Sea H un subconjunto compacto de G. Entonces H.1 es cerrado.

Demostracion:

Sea x un punto de acumulacién en H-1, para probar que H-1 es cerrado basta demostrar que
x e H-1.SeaB = {Un H~I\U e Vx} entonces B es una base de filtro en H-1 tal que B* x. Sea U
un ultrafiltro en H-1 tal que B cU , entonces U * x y U-1 es un ultrafiltro en H. Luego U-1 * y
para alguna 'y e H (ver Proposicion 4.3.8), aplicando el Lema 4.3.10 tenemos que y = Xx-1 Yy por lo
tanto x e H-1. ]

Lema 4.3.12 Sea E un subconjunto numerable de G y sea x un punto de acumulacién de E.
Entonces x~1 es un punto de acumulacion de E-1.

Demostracion:
Sea U una base de ultrafiltro en E tal que U x. Por el Lema 4.3.10 basta demostrar que existe

y e G tal que U-1 ~ vy, ya que en este caso U-1 » x~I y x~I sera un punto de acumulacion de
E-1.

SeaB =E U{x} yD = (J Bn. Entonces D es un subgrupo numerable de G. Sea A = D, y sean
neZ K ¢

X,y e A entonces existen k,i e Z tales que x e B ,y e B, entonces por la Proposicion 4.1.16

Xy e BKBE Xy e BKH£EC D = A, por lo tanto Az ¢ A.

Ahora sea V una vecindad compacta de la identidad y sea a e A, por el Corolario 4.1.30, aV es
una vecindad de a. Sea Z = aV —{a}, como a e A = D entonces Z n D = 0 esto implica que
existe algun z e D, tal que z = av para alguna v e V, por lo que a = zv-1 e DV-1. Por lo tanto
A c DV-1,entonces A ="{dV-1n Ald e D}.

Como D es subgrupo de G entonces e e D, por tanto (V-1 n A) =0. Sea x e d(V-1 n A) entonces
X = du, para algin u e (V-1nA) esto implica que du = x e dV-1, porotro ladocomode D CAy

Lic. Matematicas Aplicadas 56



Grupo Inversoide

ue A entonces du e A yaque A2 ¢ A, entonces x e dV-1 nA, por lotanto d(V-InA) CdV-InA
Reciprocamente, si y e dV-1 n A esto implica que y e dV-1 yy e A, luego existe v e V-I
tal que y = dv, esto implica que v = d—y e A2 ¢ A, entonces v e (V-1 n A) por lo tanto
y e d(V-1 n A), entonces dV-I n A C d(V-I n A), como se tienen las contenciones de ambos lados
entonces d(V-1 n A) = dV-I n A Por lotanto U{d(V-I nA\d e D)} = U{dV-I nA\de D} = A

Por el Lema 4.3.11, V-1 es cerrado y como A es cerrado entonces A n V-1 es cerrado, ahora por el
Corolario 4.1.30 tenemos que d(A n V-1) también es cerrado para cada d e D.

Por la Proposicién 4.1.25, como A es un subconjunto cerrado de un espacio localmente compacto
entonces es localmente compacto. Notemos que V-1 n A = 0 implica que d(V-I n A) = 0 ademas
como d(V-1nA) es cerrado y A es localmente compacto entonces para todot e d(V-1nA) existe una
vecindad compacta W de t en A, i.e. existe un abierto Uen Atalquete Uc W c d(V-InA) c A
Entonces existe un abierto N en G tal que U= N n A ¢ d(V-1 n A). Dado que A es la cerradura
de D, existe un punto ce D tal que ce Dn N.

Por lo tanto xc-1(N n A) = xc—N n A es una vecindad de x en A. Dado que U * x y U es
una base de ultrafiltro en A, existe U e U tal que U ¢ xc-1(N n A) ¢ xc~ldV~I. Esto implica
U-ic Vd~lcx~l y por el Corolario 4.1.30, Vd~lcx~I es compacto, finalmente por la Proposicion
4.3.8 se tiene que U-1 converge. ]

Lema 4.3.13 Sea A un subconjunto compacto de G. Entonces A-i es compacto.

Demostracion:
Como G es un espacio localmente compacto, existe una vecindad compacta V de e, y por el Corolario
4.1.30 las traslaciones xV son compactas.

Veamos que A-i puede cubrirse con un numero finito de traslaciones de V. Supongamos que esta
afirmacion es falsa, luego hay una sucesion {x—} contenida en A-: tal que x— e U{x-IV\i =
1,...,n —1}. Establezcamos En = {xk\k > n}. La coleccién {En}neN tiene la propiedad de la
interseccion finita (ver Definicion 4.1.22), y por el Teorema 4.1.23 como A es compacto entonces
P| En = 0, es decir, existe x e P| En. Por la Proposicion 4.1.28, como V e Ve existe U e Ve tal
nEN nEN

que U2c V. Como x e EI, existe xm e Ux lo que implica xmx— e U por lo tanto x—+e x"U .
Ademas x e Em+l implica por el Lema 4.3.12 que x—+ e Em+l y como x—+ e x—U, entonces
Em+In (X-1U —(x-13) = 0, es decir, existe x—+ e Em+l n (x-1U —{x—}) con n > m entonces

x— e x-1U C xm:U2c xm:V, lo que contradice la eleccion de x—. Por lo tanto A C [JxiV. Por
n

la Proposicién 4.1.21 tenemos que _(J XtV es compacto y por el Lema 4.3.11 tenemos que A—+ es

cerrado por tanto, por el Teorema 4.1.20 concluimos que A— es compacto.

Teorema 4.3.14 Sea G un grupo algebraico, con una topologia de Hausdorff, localmente compacto
tal que la multiplicacion es continua, entonces G es un grupo topoldgico.

Demostracion:
Debemos ver que la funciéni :G " G, x * x—+, es continua, es decir que para toda U e Vx-i existe
V e Vx tal que V— ¢ U. Para esto, sea U una vecindad abierta de la identidad e y C la coleccién
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de vecindades compactas de e, debemos mostrar que existe V E C tal que V-1 C U. Supongamos
gue este no es el caso, es decir que V-1 n Uc =0 para todo V EC. Como V es compacto entonces
por el Lema 4.3.13, V-1 es compacto, ademas V-I es cerrado por Lema 4.3.11. Como Uc es cerrado
entonces Ucn V-1 es cerrado y subconjunto de compacto V- 1. Por lotanto {UcnV-1\V E C} es una
familia de conjuntos compactos. Dado que esta familia tiene tiene la propiedad de la interseccidn
finita (ver Definicion 4.1.22), P|{V-1 n Uc\V E C} = 0. Pero, como G es Hausdorff, entonces
e= R{V-IWEC}Dp{V-InUc\V EC} loque implica que e = Q{V-1 n Uc\V E C} Esto
significa en particular que e E Uc, esto es una contradiccion. |

Como el conjunto inversoide A (ver Definicion 4.2.1) satisface las condiciones del teorema anterior,
como resultado inmediato se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.3.15 EI conjunto inversoide A es un grupo topolégico.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la regla del orden inverso para los casos de Moore-Penrose y Drazin,
también trabajamos con grupos topoldgicos en un espacio de matrices no invertibles. Los resultados
principales que se obtuvieron en esta tesis se presentan a continuacion.

Las condiciones para que se cumpla la regla del orden inverso en el caso de la inversa de
Moore-Penrose es mas fuerte que en el caso de la inversa de Drazin ya que en ésta Gltima basta con
qgue se cumpla la conmutatividad de las matrices, sin embargo para la inversa de Moore-Penrose
debe cumplir que R(A*AB) ¢ R(B) y R(BB*A*) ¢ R(A*) esto lo podemos ver en los Teoremas
3.11y3.22.

Asimismo se construy6 el conjunto Inversoide, el cual lo denotamos como A, tomando todas las
potencias de una matriz de indice 1y las potencias de su grupo inversa. Demostramos que en este
conjunto la multiplicacién y la inversa son continuas, para probarlo se demostr6 en el Teorema 4.2.2
que A es un grupo algebraico; a este grupo lo dotamos de una topologia Hausdorff y localmente
compacta. Con ayuda de los filtros se demostré en el Teorema 4.3.15 que la funcién que asigna cada
una de las matrices de este grupo a su inversa es continua y por lo tanto A es también un grupo
topolégico.
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