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1. Introducciéon

En los ultimos anos la Dinamica Topolégica se ha convertido en un area de gran interés para
muchos investigadores. Particularmente, se ha definido un gran nimero de sistemas dindmicos,
entre los mas conocidos y estudiados se encuentran los sistemas: transitivos, exactos, mezclan-
tes, débilmente mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caéticos en el sentido
de Devaney, minimales e irreducibles. Otros tipos de sistemas dindmicos que ya no son tan po-
pulares como los anteriores son los siguientes: érbita-transitivos, estrictamente érbita-transitivos,
w-transitivos, 777y, suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticos, minimales inversos,
totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F-sistemas. De las muchas formas en la que se
pueden analizar estos sistemas, en [5] hicimos un analisis de relaciones que existen entre los siste-
mas: exactos, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivos, totalmente transitivos, fuertemente
transitivos, cadticos en el sentido de Devaney, minimales, irreducibles, semi-abiertos, turbulentos,
orbita-transitivos, estrictamente orbita-transitivos, w-transitivos, IN, TT y TT4 .. Ademas, por
medio de contraejemplos, demostramos que algunas de estas nociones no pueden relacionarse de
manera general. Por lo cual, es necesario condicionar al espacio fase o a la funcién para obtener
maés relaciones entre estos sistemas. Con el fin de darle continuidad al trabajo realizado en [5], en
este nuevo capitulo agregamos los sistemas suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticos,
minimales inversos, totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F'-sistemas y, ademas de mos-
trar relaciones que existen entre todos estos sistemas dindmicos, los estudiamos sobre un espacio
muy particular.

Sean X7, ..., X,, espacios topologicos, con m > 2y, paracadai € {1,...,m},sea f; : X; — X;
una funcion. Se define la funcion []", fi : [Ti2, Xi — [~ X dada por [T\2, fi((z1,...,2m)) =
(fi(@1), ..., fm(zm)), para cada (21, ..., 2m) € [[1~; X;. Esta funcion es llamada funcidn producto.
De este modo, podemos analizar las relaciones entre los sistemas dinamicos (1) ([T~ Xi, [[i~, f:)
y (2) (Xi, fi), para cada i € {1,...,,m}. N. Degirmenci y S. Kocak [12] consideraron dos espacios
métricos, X y Y, y dos funciones f : X - X y g : Y — Y (no necesariamente continuas) y
analizaron las relaciones entre f, g y f X ¢g cuando alguna de ellas es una funcién cadtica en el
sentido de Devaney. En particular, demostraron el siguiente resultado: si f es continua y cadtica
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en el sentido de Devaney, y g es cadtica en el sentido de Devaney y mezclante (no necesariamente
continua), entonces f x g es cadtica en el sentido de Devaney. Afios después, X. Wu y P. Zhu [28]
demostraron que para cada entero m > 2, si [[,~, f; es cadtica en el sentido de Devaney, entonces,
para cada i € {1,...,m}, f; es también caotica en el sentido de Devaney. Ademés, demostraron
que si [], f; es transitiva, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. El reciproco no
es cierto en general. En [28], X. Wu y P. Zhu consideraron espacios métricos sin puntos aislados
y funciones continuas. Mas aun, R. Li y X. Zhou [20] analizaron relaciones entre f, gy f X g
cuando alguna de ellas es: topolégicamente transitiva, topolégicamente débilmente mezclante, sin-
déticamente transitiva, cofinitamente sensitiva, multi-sensitiva y ergédicamente sensitiva, siempre
considerando espacios métricos y funciones no necesariamente continuas. Recientemente, K. B.
Mangang [22] estudi6 el caos Li-Yorke del sistema dinamico producto ([T~ X;, [/~ fi) cuando
cada sistema dinamico (X;, f;) tiene la propiedad. En particular, demostré que (X, f) y (Y, g) son
sistemas dinadmicos exactos si y solo si el sistema dindmico producto (X X Y, f x g) es exacto. En
este ultimo trabajo, X y Y son espacios métricos compactos y f y g son funciones continuas.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cattica en el sentido de Devaney, minimal,
orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-transitiva, 77T ;, suavemente mezclante, exac-
tamente Devaney cadtica, minimal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema.
En este capitulo estudiamos relaciones entre las siguientes dos condiciones:

(1) Para cadai € {1,...,m}, f; € M.
(2) IIi%, fie M.

Es importante enfatizar que en los articulos antes mencionados, los autores trabajan con es-
pacios métricos compactos o espacios métricos sin puntos aislados y funciones continuas. En este
capitulo consideramos espacios topoldgicos y funciones no necesariamente continuas.

Cabe mencionar que este capitulo estd basado en las secciones tres y cuatro del articulo Con-
ceptions on topological transitivity in products and symmetric products [24].

2. Preliminares

En esta seccion presentamos los conceptos bésicos de sistemas dindmicos necesarios para un
buen desarrollo de este capitulo. Considerando un espacio topologico X y un subconjunto A de
X, al conjunto cerradura de A en X lo detonamos por clyx(A). Si no existe riesgo de confusion se
escribe cl(A). También, denotamos con N, Z, e I al conjunto de los nimeros naturales, ndmeros
enteros no negativos y niimeros irracionales, respectivamente.

Ademés, si f : X — X es una funcién, para cada k € N, la k-ésima iteracion de f la definimos
como la composicién reiterada de f consigo misma k veces y la denotamos por f*. Estoes, f2 = fof,
3= fofofyen general f**1 = fo f¥. Se entiende que f' = f y definimos f° = idx (la funcién
identidad en X). Debe quedar claro que f*o 5 = fk+s y (f¥)$ = f*s. Para un subconjunto A de
X y k un entero, denotamos con f¥(A) a la imagen de A bajo f* cuando k > 0 y la preimagen
bajo f!*I cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un tGnico punto , escribimos f~*(z)

para denotar al conjunto f~*({z}), donde k > 0.

En todo el escrito, m es un entero mayor o igual que dos.

Definicién 2.1. Para cada i € {1,...,m}, sea X; un conjunto no vacio. Se define y denota su
producto cartesiano como el conjunto:

HXi ={(x1,...,2m) : x; € X;, paracadai € {1,...,m}}.
i=1

Cuando X; = Xy = --- = X,,, al conjunto Hﬁl X, se le denota con X{".
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Definiciéon 2.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;,7;) un espacio topolédgico. La topologia
producto X sobre el conjunto []", X; es la topologia que tiene como base la coleccion § =
{Uy X+ x Uy, : U; € 73, para cada i € {1,...,m}}. El espacio topologico ([T~ X;, X) se llama
espacio producto de la familia {(X;,7;)}7, y se denota simplemente por [, X;.

Es natural pensar que asi como se pude construir un espacio topolégico a partir de espacios
topologicos dados, también podemos construir una funcién a partir de otras.

Definicién 2.3. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un conjunto no vacio y f; : X; — X; una
funcion. Se define la funcion producto [1.", f; : [[/~, Xi — [[/~, X como:

(H fz) ((‘Tlu v 7wm)) = (fl(x1)7 i '7fm(xm))7

para cada (x1,...,%n) € [[ir; Xi.
Cuando f; = fo =--- = f, ala funcién HZ’;I fi se le denota con f*™.

Las siguientes propiedades no son dificiles de verificar.

Observacién 2.4. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un espacio topoldgico, U; y V; subconjuntos
no vacios de X; y f; : X; — X; una funcién y sea k € N. Se cumple lo siguiente:

(1) (T f)F =T1m, fF
(2) Si ([T, f)*AT~, Ui) =TI, Vi, entonces, para cada i € {1,...,m}, fF(U;) = V.

Definicion 2.5. Sean X un espacio topolégico y E un subconjunto de X. Se dice que F es denso

en X sicly(F)=X.

Recordemos que la idea principal de este capitulo es analizar algunas propiedades del sistema
dinadmico ([T;~, X;, 1%, fi)- Por ello, es necesario introducir la definiciéon de estos objetos.

Definicion 2.6. Un sistema dindmico es cualquier pareja formada por un espacio topologico
X y cualquier funcién f: X — X y lo denotamos con (X, f).

Para referirse al sistema dinamico (X, f), generalmente se hace referencia tinicamente a la
funcién f.
Un concepto muy importante dentro de la teoria de sistemas dinamicos es el de 6rbita de un

punto.

Definicién 2.7. Sea (X, f) un sistema dinamico. La érbita de un punto x € X bajo f, deno-
tada por O(z, f), es el conjunto {z, f(z), f2(x),...}. Esto es: O(x, f) = {f"(z) : n € Z}.

Existen puntos con la particularidad de generar érbitas finitas.
Definicién 2.8. Sean (X, f) un sistema dinamico y = € X. Se dice que x es un punto periddico
de f si existe n € N tal que f"(z) = z.

Al conjunto de todos los puntos periodicos de f se le denota con Per(f).

Ejemplo 2.9. Sea T : [0, 1] — [0, 1] la funcion dada por:

2x, si:cgl;
T(x)—{ 2 — 2z, siz>§

Esta funcién se conoce como funcidn tienda. Se cumple que, xo = % es un punto periédico de T,
ya que T?(zg) = xo.
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También existen puntos con la particularidad de generar érbitas densas.

Definicién 2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y z € X. Se dice que z es un punto transitivo
de f sila orbita O(z, f) es densa en X.

Al conjunto de todos los puntos transitivos de f se le denota con trans(f).
Ejemplo 2.11. Sean § € Iy S! = {*™* : o € [0,1]}. Se define la funcidn rotacién irracional
R, : St — S como R,(e2™%) = 2710 (e2mi) = ¢2mi(0+%) para cada a € [0, 1] o simplemente;
Ry(2) = (e*™)z, para cada z € S.

Notemos que, para cada z € S', z € trans(Rp).

Cada uno de los conjuntos que hemos definido hasta este momento juegan un papel importante
en el desarrollo de este capitulo, sin embargo, los conjuntos que a continuacioén se definen, son punto
clave en la demostracion de resultados en secciones posteriores.

Definicién 2.12. Sean (X, f) un sistema dindmico y A un subconjunto de X. Se dice que A es
+invariante bajo f si f(A) C A, A es —invariante bajo f si f~1(A) C Ay A es invariante
bajo f si f(A) = A.

A los espacios topologicos con la propiedad de que cada subconjunto abierto es +invariante
bajo una funcién, les damos un nombre especial. La siguiente definicion es una aportacion original
de [24].

Definicién 2.13. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que X es un espacio +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f, si cada subconjunto abierto de X es +invariante bajo f.

Ejemplo 2.14. Sean X = {1,2} con la topologia 7 = {0, X,{1}} y f: X — X la funcién dada
por f(1) =1y f(2) = 1. Luego, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f.

No todos los espacios topologicos son +invariantes sobre subconjuntos abiertos. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Sean (X, 7) como en el Ejemplo 2.14 y f: X — X la funcién dada por f(1) =2
y f(2) = 1. Notemos que f*2({1} x {1}) = {(2,2)} € {1} x {1}. Asi, X? no es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f*2.

Lema 2.16. Para cada ¢ € {1,...,m}, sean (X, f;) un sistema dinamico, U; un subconjunto
no vacio de X; y x; € X;. Si, para cada 7 € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que flk (z;) € U;, entonces, para

k = max{ky,...,kn}, se cample que, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) € U;.

Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y que, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que fik'i (z;) € U;. Pongamos
k = méx{ky,...,kn}. Se sigue que, para cada i € {1,...,m}, existe l; € Z, tal que k = k; + ;.

Asi, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) = fikﬁlf‘(:ci) = fili (flkl (z;)). Consecuentemente, para cada
ic{l,...,m}, fF(z;) € ff(Ul) Puesto que, para cada i € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f;,
tenemos que, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) € U;. O

Definiciéon 2.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X. Se define el
siguiente conjunto:

ny(A,B) = {k € N: AN f~%(B) # 0}.
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Para finalizar esta seccion, presentamos la definicion de punto w-limite y conjunto w-limite.

Definicién 2.18. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. Se dice que y € X es un punto
w-limite de x bajo f si para cualquier k¥ € N y para cualquier abierto U de X tal que y € U,
existe un entero n > k tal que f"(x) € U. El conjunto de todos los puntos w-limite de x bajo f, se
denota por w(z, f) y se llama conjunto w-limite de = bajo f.

Ejemplo 2.19. Sean X = {1 :n e N} U{0} C [0,1] con la métrica usual y f : X — X definida
por; f(0)=0y f(%) = %ﬂ’ para cada n € N [21, Ejemplo 2.9]. Luego, 0 € w(1, f).

3. Funciones del tipo transitivas

Desde hace muchos afios el estudio de propiedades particulares en una funcion se ha convertido
en una herramienta importante en muchas areas de la matemética. Una de las primeras propiedades
que se observo en ciertas funciones fue la continuidad. Definicién que introduce M. Fréchet en 1910
[14]. Después de la definicion de M. Fréchet, empezaron a surgir otras clases de funciones. En
1913, H. Weyl [27] introduce la clase de las funciones abiertas; once anos después, R. L. Moore
[23] introduce el concepto de funcién monétona; y en 1964, J. J. Charatonik [11] establece las
condiciones para que una funcién pertenezca a la clase de las funciones confluentes. Desde la
introduccion de estas tres clases de funciones, se han definido otras que estéan contenidas o contienen
a alguna de las tres anteriores. Por ejemplo, los homeomorfismos, las funciones semi abiertas, MO,
OM vy casi interiores, son funciones del tipo abiertas. Por otro lado, las funciones fuertemente
monotonas, a lo mas mondtonas, casi mondtonas, débilmente mondtonas, fuertemente libremente
descomponibles y libremente descomponibles, son del tipo mono6tonas. Finalmente, las funciones
semiconfluentes, empalmantes, débilmente confluentes, atridédicas, pseudoconfluentes, fragilmente
confluentes y fragilmente semiconfluentes, son funciones del tipo confluentes (la definicion de cada
una de estas funciones se puede consultar en [4]). Hoy en dia, las funciones del tipo abiertas,
mondétonas y confluentes son muy estudiadas dentro de la teoria de continuos. Sin embargo, el
inicio de la teoria de sistemas dindmicos trajo consigo la necesidad de comenzar a definir lo que
hoy conocemos como funciones dindmicas. En 1912, G. D. Birkhoff [8] introduce el concepto de
funcién minimal y en 1920 inicia el estudio de las funciones transitivas [9], quedando contenida
la primera clase dentro de la segunda. Después del surgimiento de las funciones transitivas se
empezaron a definir muchas otras que estin relacionadas o son equivalentes a dicha clase. Una de
las méas estudiadas es la clase de las funciones caéticas. La palabra caos fue usada por primera ves
en 1975 por T. Y. Liy J. A. Yorke [19] sin una definicién formal, y aunque no existe una definicion
matematica universal de la palabra caos, la més utilizada es la dada por R. L. Devaney [13]. Otra
clase muy estudiada en la teoria de sistemas dinamicos es la clase de las funciones mezclantes,
definida en 1955 por W. Gottschalk y G. Hedlung [16]. Posteriormente, en 1967, H. Furstenberg
[15] introduce una condicién més débil que la de W. Gottschalk y G. Hedlung e inicia el estudio de
las funciones débilmente mezclantes. Otras funciones del tipo transitivas son las funciones: exactas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas e irreducibles.

A continuacion, presentamos la definicién de las funciones del tipo transitivas méas conocidas
y estudiadas dentro del area de los sistemas dindmicos.

Definicién 3.1. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se dice que f es:

(1) Ezacta si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que f*(U) = X.

(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe N € N
tal que f¥(U)NV # 0, para cada k > N.

(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N
tal que fF(U)NV # 0.

(4) Débilmente mezclante si f*? es trasitiva.

(5) Totalmente transitiva si f*° es transitiva, para cada s € N.
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(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe s € N
tal que X = J;_, fH(U).

(7) Cadtica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definiciéon corresponde al caos en
el sentido de Devaney [3]).

(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuél es no vacio, cerrado e inva-
riante.

(9) Irreducible si el tinico subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es A = X.

Irreducible Exacta ——— Mezclante ———— Débilmente mezclante

™~ | l

Sobreyectiva Totalmente transitiva

l

Caodtica ——— Transitiva <——— Fuertemente transitiva

Figura 1. Resumen de relaciones que se dan cuando X es un espacio topologicoy f: X — X una
funcién no necesariamente continua.

En el diagrama de la Figura 1, presentamos las relaciones que se dan de manera general entre las
funciones dadas en la Definicién 3.1. Es decir, considerando a X como cualquier espacio topolégico
ya f: X — X cualquier funcién (no necesariamente continua). La prueba de estas relaciones entre
funciones se puede consultar en [5, Teoremas 3.1, 3.3, 3.5, 3.6 y 3.7].

Bajo ciertas hipotesis se pueden obtener otras relaciones entre las clases de funciones que pre-
sentamos en la Definicion 3.1. En el diagrama de la Figura 2 mostramos algunos de estos resultados
(con F. transitiva, Déb. M. y T. transitiva denotamos a las funciones fuertemente transitivas, dé-
bilmente mezclantes y totalmente transitivas, respectivamente). La prueba de las implicaciones que
se muestran en el diagrama de la Figura 2 se pueden consultar en [5, Teorema 6.3] y [25, Teoremas
1.5.19 y 1.5.20].

C.
Irreducible Exacta %— Mezclante Q> Déb. M
(C.3) C.1) o o
(C.1) (C.1) (©.2)
Minimal Sobreyectiva T. transitiva

2

F. transitiva —> Transitiva <— Caodtica

Figura 2. Relaciones entre funciones con dominio compacto (y/o de Hausdorff) y f continua.

En el diagrama de la Figura 2, las condiciones (C.1), (C.2) y (C.3) son como sigue:

(C.1) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funcion f: X — X.

(C.2) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funciéon continua f: X — X.

(C.3) Para cualquier espacio topolégico X compacto y para cualquier funcién continua f : X —
X.
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Como ya mencionamos, los sistemas dindmicos de la Definicién 3.1 son los més conocidos y
estudiados en el area de sistemas dindmicos. Sin embargo, existen otras nociones que también es-
tan relacionadas con la transitividad topologica, aunque no son tan populares como los anteriores.
Por ejemplo, en 1967, H. Furstenberg [15] no solo introduce el concepto de funcion débilmente
mezclante, también define los F-sistemas, sin embargo, estos ultimos son menos conocidos que los
sistemas débilmente mezclantes. Por otro lado, los tipos de sistemas dindmicos presentados en la
Definicién 3.1 han dado pie al surgimiento de nuevos sistemas. En 1997, P. Touhey [26] define una
variante de las funciones caoticas en el sentido de Devaney, a esta clase de funciones las conocemos
como funciones Touhey. Tres aflos después, F. Blanchard, B. Host y A. Maass [10] introducen el
concepto de funcién dispersora y en el 2005, D. Kwietniak [18] inicia el estudio de las funciones
exactamente Devaney cadticas. En su gran mayoria, los tipos de sistemas dindmicos que hemos
mencionado fueron definidos entre continuos, espacios métricos compactos o espacios compactos
y de Hausdorff. Recientemente, se han definido tipos de sistemas dindmicos sobre espacios topo-
logicos. Por ejemplo, J. H. Mai y W. H. Sun, en el 2010 [21] inician el estudio de las funciones
orbita-transitivas, estrictamente 6rbita transitivas y w-transitivas. Finalmente, en el 2017, E. Akin,
J. Auslander y A. Nagar [2] definen una clase més grande que la clase de las funciones minimales,
la clase de las funciones minimales inversas sobre espacios métricos.

A continuacion, presentamos mas clases de funciones del tipo transitivas y vemos de que manera
se relacionan con las funciones que presentamos en la Definicion 3.1.

Definicién 3.2. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se dice que f es:

(1) Orbita-transitiva si existe z € X tal que cl(O(z, f)) = X.

(2) Estrictamente orbita-transitiva si existe € X tal que cl(O(f(x), f)) = X.

(3) w-transitiva si existe z € X tal que w(z, f) = X.

(4) TT,44 sipara cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V' de X, el conjunto
ny(U, V) es infinito.

(5) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topologico Y y cualquier funcion tran-
sitiva, g : Y — Y, la funcion f X g es transitiva.

(6) Exactamente Devaney cadtica si f es exacta 'y Per(f) es denso en X.

(7) Minimal inversa si para cada x € X, el conjunto:

{y € X : fY(y) =z, paraalgin [ € N}

es denso en X.
(8) Totalmente minimal si para cada s € N, f* es minimal.
(9) Dispersora si para cualquier espacio topolédgico Y y cualquier funcién minimal, g : ¥ —
Y, la funcién f x g es transitiva.
(10) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existen un punto
periodico x € U y k € Z, tales que f*(z) € V.
(11) Un F-sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 3 mostramos relaciones entre las funciones de las Definiciones 3.1 y
3.2 para el caso general, es decir, cuando X es un espacio topolégicoy f: X — X cualquier funcion.
Para las pruebas de estas inclusiones recomendamos revisar [1, 5, 7] y [21] (denotamos con T.
transitiva, F. transitiva, E. Devaney cadtica y E. érbita-transitiva a las funciones totalmente tran-
sitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney cadticas y estrictamente érbita-transitivas,
respectivamente).

En el Teorema 3.3 se presentan otras relaciones que no se muestran en el diagrama de la Figura
3. Incluimos su demostracion ya que las pruebas no se siguen inmediatamente de la definicion
como en el caso de las funciones Touhey, exactamente Devaney caéticas, dispersoras, suavemente
mezclantes y los F-sistemas.

Teorema 3.3. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se cumple lo siguiente:
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(1) Si f es exacta, entonces f es minimal inversa.
(2) Si f es minimal inversa, entonces f es transitiva.

Demostraciéon. Supongamos que f es exacta. Sean x € X y U un subconjunto abierto no vacio
de X. Puesto que f es exacta, existe k € N tal que f*(U) = X. Por otro lado, ya que z es un punto
en X, por la igualdad anterior podemos concluir que 2 € f*(U). Con esto tltimo aseguramos la
existencia de u € U tal que f*(u) = x. Por lo tanto, u € {y € X : f!(y) = z, para algin | € N}.
Asi, f es minimal inversa.

Ahora supongamos que f es minimal inversa. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X yv € V. Yaque f es minimal inversa, el conjunto {y € X : f!(y) = v, para algiin [ € N} es
denso en X. Esto implica que la interseccién {y € X : f!(y) = v, para algin | € N}NU es no vacia.
Asi, existen u € U y | € N tal que f'(u) = v. Con lo cual podemos concluir que f!(u) € f{(U)NV.
Por lo tanto, f es transitiva. O

Sobreyectiva <— Exacta Suavemente mezclante

T |

Mezclante — Débilmente mezclante

/

Un F-sistema —— T. transitiva F. transitiva

|

Touhey ———— Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

] |

E. Devaney caética TT 4 Dispersora E. orbita-transitiva

|

Orbita-transitiva

Figura 3. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

Finalizamos esta seccién mostrando ejemplos de las funciones presentadas en las Definiciones
3.1y 3.2.

Ejemplo 3.4. Sea T : [0,1] — [0, 1] como en el Ejemplo 2.9. De [17, Proposicién 7.2|, sabemos que
T es exacta. Asi, por el diagrama de la Figura 2, T también es mezclante, débilmente mezclante,
totalmente transitiva y transitiva. Mas atun, en [17, Proposicion 7.3], se verifica que Per(T") es denso
en el intervalo [0, 1], por lo que T es cadtica en el sentido de Devaney, exactamente Devaney caética
y un F-sistema. Finalmente, de [21, pag. 952], sabemos que las propiedades de w-transitividad y
transitividad son equivalentes para espacios topologicos con una base numerable, parcialmente
compactos y pseudo-regulares y para cualquier funcién continua. En consecuencia, T también es
w-transitiva.

Ejemplo 3.5. Sea Ry : S* — S! como en el Ejemplo 2.11. De |25, Proposicién 1.6.14], tenemos que
Ry es minimal. Luego, por el diagrama de la Figura 2, concluimos que Ry es ademas, irreducible,
fuertemente transitiva y transitiva. Por otro lado, de [25, Ejemplo 2.3.12], tenemos que Ry es
TT, . Ademas, no es dificil verificar que toda funcién minimal y continua es minimal inversa [2,
pag. 26], con lo cual obtenemos que Ry es minimal inversa. Finalmente, si r € N, Rj(z) = e2™0 2.
De aqui, para cada r € N, Rj(z) es también una rotacion irracional. Por lo tanto, para cada r € N,
R} (%) es minimal. Consecuentemente, Ry es totalmente minimal.
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Ejemplo 3.6. Sea f : X — X como en el Ejemplo 2.19. Luego, f es oOrbita-transitiva ya que
cl(0(1, f)) = X |21, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 3.7. Sean f: X — X como en el Ejemplo 3.6 y Y = [0, 1] con la topologia 7 = {[0,1) :
t € (0,1]} U {0, Y}. Definamos la funcién F; : X X Y — X x Y como sigue:

_J (5,0, t#0;
Bi((s1) ‘{ (f(5),0), t=0.

Luego, F es estrictamente Orbita-transitiva ya que cl(O(Fy((1,1)), F1)) = X x Y [21, Ejemplo
3.3].

Ejemplo 3.8. Sea f :[0,2] — [0,2] la funcién dada por:
204+1, si0<z< g
flx) = —2x + 3, Si%éxgl;
—x+ 2, sil<z<2.

Se cumple que f es caotica en el sentido de Devaney y Touhey [12, Ejemplo 1].

4. Propiedades dinamicas sobre productos

Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dinamico. Notemos que las Definiciones 2.1 y
2.3 dejan ver una relacién muy natural entre los sistemas dinamicos ([T\~, X;, [1i~, fi) v (Xi, fi),
para cada i € {1,...,m}. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ; Qué relaciones existen entre los
sistemas dinamicos ([T, X;, [[i~, fi) v (Xi, fi), para cada i € {1,...,m}, cuando alguno de ellos
tiene alguna propiedad dindmica?

Sabemos bien que para responder a esta pregunta, es conveniente analizar primero relaciones
entre los espacios H:’;l X;y X;, paracadai € {1,...,m} y después, con ayuda de estos resultados,
empezar a establecer relaciones entre las funciones H:;l fiy fi, paracadai € {1,...,m}. Por esta
razén, en esta secciébn nos encargamos de estudiar algunas propiedades dindmicas en productos
cartesianos.

Teorema 4.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico y sea (z1,...,Zm) €
H:il X;. Se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Si (z1,...,%y) es un punto transitivo de [[;~, fi, entonces, para cada i € {1,...,m}, z;
es un punto transitivo de f;.

(2) Stw((z1,...,2m), [11ey fi) = 1~ Xi, entonces, para cada i € {1,...,m}, w(wz;, f;) = X;.

(3) (x1,...,xm,) es un punto periédico de [[\", f; si y solo si, para cada i € {1,...,m}, x; es
un punto periodico de f;.

Demostracién. Supongamos que clpym x,(O((x1, ..., zm), [1i2 fi)) = [I}Z; Xi- Sean iy €
{1,...,m}, U;, un subconjunto abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea
U; = X;. De aqui, []!", U; es un subconjunto abierto no vacio de []/*, X;. Por hipétesis,

O(({,Cl, R ,.’L’m), H fz) N (H Uz) #* 0.
=1 =1

Se sigue que, existe k € Zy tal que ([[i~, fi)*((z1,...,2m)) € [[;~, Ui. Luego, por la Ob-
servacion 2.4, parte (1), tenemos que ([T, f)f((z1,....2m)) = (fF(z1),..., fE(zm)) v asi,
(i) € Uiy Por lo tanto, Uy, N O(xi,, fi,) # 0y clx, (0(z4, fiy)) = Xi,- Supongamos que
w((@1s ..y zm), [Ty fi) = [T/~ Xi. Sean ig € {1,...,m}, yi, € X4, k € N, U, un subconjunto
abierto de X, tal que y;, € Uj, vy, para cada j € {1,...,m}\{io}, sea y; € X;. Ademas, para cada
ie{l,....,m}\{io}, pongamos U; = X;. De lo anterior obtenemos que, []:", U; es un subconjunto
abierto no vacio de [[;~, X; tal que (y1,...,Ym) € [[i~; Ui. Asi, por hipétesis, existe [ € N con
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I >k tal que (TT~, fi)'((z1,...,2m)) € [1/~, Ui. Por la Observacion 2.4, parte (1), tenemos que,

! (%) € Ui, Por lo tanto, y;, € w(w,, fi,). Consecuentemente, X;, = w(i,, fi,)-

Supongamos que (1, ...,Z,) es un punto periddico de []!", fi. De aqui, existe k € N tal
que ([T, f)*((z1,- .. 2m)) = (@1,...,Zym). Asi, por la Observacion 2.4, parte (1), para cada
i€{l,...,m}, f¥(x;) = x;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, ; es un punto periodico de f;.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, z; es un punto periédico de f;. Asi, para
cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que fiki (z;) = ;. Sea k = ky - - - ky,. De aqui, para cada i €
{1,...,m}, f¥(x;) = z;. En consecuencia, (ff(x1),..., f% () = (21,..., 7). Porla Observacion
2.4, parte (1), (TT~, f)*((z1,...,2m)) = (z1,...,2m). Por lo tanto, (z1,...,2,) es un punto
periodico de [T, f;. O

El Ejemplo 4.2 muestra que los reciprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2) no se cumplen en
general.

Ejemplo 4.2. Sea f: X — X como en el Ejemplo 2.15. Notemos que:
(1) clx(0(1, 1)) = X y clx(0(2, f)) = X. Sin embargo, O((1,2), f*?) N {1}?> = 0. En conse-
cuencia, cly2(0((1,2), f*?)) # X2
(2) w(l,f) =X yw(2, f) = X. Sin embargo, w((1,2), f*?) # X2

Existen condiciones bajo las cuales se cumplen los reciprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2).
Una de estas condiciones es la que mostramos en el Teorema 4.3.

Teorema 4.3. Para cada i € {1,...,m}, sean (X;, f;) un sistema dinadmico y z; € X;. Se cumple
lo siguiente:
(1) Si, para cada i € {1,...,m}, w(z;, f;) = X; y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces w((z1,...,2m), [[1e fi) = [1ie; Xi.
(2) Si, para cada i € {1,...,m}, clx, (O(zy, f;)) = X; y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces clypm ., (O ((z1,...,2m), [[;2, fi)) = [[iZ, Xi-

Demostracion. Supongamos que, paracadai € {1,...,m}, w(a;, fi) = X; y que X, es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sean (y1,...,Ym) € [[in; Xi, ¥ € Ny U un subconjunto
abierto de [[;~, X; tal que (y1,...,ym) € U. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un sub-
conjunto abierto no vacio U; de X;, tal que (y1,...,ym) € HZL U; C U. Por hipoétesis, para todo
i€{l,...,m},existel; € Ntalquel; > ky ff(xz) € U;. Seal = max{ly,...,l,}. Por el Lema 2.16,
para cualquier i € {1,...,m}, fl(z;) € U;. Ast, (TT%, f)'((z1,...,2m)) € U. También, notemos
que | > k. Por lo tanto, (y1,...,ym) € w((z1,.. ., Tm), [ L1 fi) ¥ asi w((@1,...,2m), [[1ng fi) =
[T, X

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, cly, (O(z;, fi)) = X; y que X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Sea U un subconjunto abierto no vacio de Hgl X;. De aqui,
para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal que [[/~, U; C U.
Por hipotesis, para cada i € {1,...,m}, O(z;, f;) NU; # 0. Asi, para cada i € {1,...,m}, existe
k; € N tal que fz-’“ (z;) € U;. Sea k = max{ky,..., kp}. Por el Lema 2.16, para todo i € {1,...,m},
fF(z;) € U;. Consecuentemente, ([T~ fi)*((z1,....2m)) = (ff(x1), ..., fF(2m)) € [[i~, U;. De
aqui, concluimos que, O((z1,...,Tm), [[1=; fi) N U # 0. Por lo tanto:

CIH:';le <O ((xl,,xm),Hfl>> :HXl O
i=1 i=1

En el Teorema 4.1 vimos una manera natural de relacionar puntos transitivos, w-limite y
periodicos de las funciones [[.", f; y fi, para cada i € {1,...,m}. Ahora podemos intuir lo que
sucede con los respectivos conjuntos.

La prueba del siguiente corolario se sigue del Teorema 4.1.

Corolario 4.4. Paracadai € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinadmico. Se cumple lo siguiente:
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(1) trans([1i~, fi) C I1i~, trans(f:).
(2) (@1, s [T 1) € TTy (i i)
(3) Per(I[;Z, fi) = 12, Per(fi)-
Teorema 4.5. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dinadmico. Se cumple lo siguiente:
(1) clpe x (trans(TT% £) € T2 el (trans(f).
(2) el | x, (ILL Per(fi)) = ILZ, clx, (Per(fi)-

Demostraciéon. En virtud del Corolario 4.4, parte (1), es suficiente con verificar que

Cln;r;l X, (H trcms(fﬁ) - H cly, (trans(f;)).

i=1 i=1

Sean (21,...,Tm) € clppm x, (ITi%, trans(fi)) e io € {1,...,m}. Sea U;, un subconjunto
abierto de X, tal que z;, € U;, y, para cada i € {1,...,m}\{ip}, pongamos U; = X;. Observemos
que (x1,...,Tm) € [[1n, Uiy que [T, U; es abierto en [T/2, X;. Ast, [T, U;N[ T/~ trans(fi) # 0.
Sea (u1,...,Um) € H:il U; tal que, para cada ¢ € {1,...,m}, u; € trans(f;). De aqui, U;; N

trans(fi,) # 0. Como Uy, e ig € {1,...,m} son arbitrarios, tenemos que x;, € clx,, (trans(fi,)) v
en consecuencia, (z1,...,Zy) € [[}2; clx, (trans(f;)). Por lo tanto:
clm | x, (H trans(fi)> - H clx, (trans(f;)).

i=1 i=1

Finalmente, por el Corolario 4.4, parte (1), tenemos que,
cle | x, (trans(H fi)) C Hchi (trans(f;)).
i=1 i=1

Sean (z1,...,Zm) € clm | x, (I[;Z; Per(fi)) e io € {1,...,m}. Veamos que z;, € cly, (Per(fi,))-
Sea U;, un subconjunto abierto de X;, tal que x;, € U, y, para cada i € {1,...,m}\{io}, pon-

gamos U; = X;. Notemos que (z1,...,%) € [[i, U; y que [[;~, U; es abierto en []", X,. Asi,
(IT%, Per(f:)) N (IT2, Us) # 0. Sea (ui,...,um) € [/~ U; tal que, para cada i € {1,...,m},
u; € Per(f;). De aqui, u;, € Per(fi,) NU;,. Ya que U;, e ig € {1,...,m} son arbitrarios, obtene-
mos que, rj, € cly, (Per(fi,)) y asi, para cada i € {1,...,m}, z; € cly, (Per(f;)). Por lo tanto,
(xla s 7xm) € H?il Cle, (Per(fl))

Ahora, sean (21,...,%n) € [[i-; clx,(Per(f;)) y U un subconjunto abierto de J[;"; X; tal
que (z1,...,2m) € U. Veamos que [[;~, Per(f;) NU # 0. Tenemos que, para cada i € {1,...,m},
existe un subconjunto abierto U; de X; tal que (x1,...,2m,) € [[i~, Ui C U. Por hipétesis, pa-
ra cada i € {1,...,m}, U; N Per(f;) # 0. Para todo i € {1,...,m}, sea u; € U; N Per(f;).
De aqui, (u1,...,un) € (1%, Ui) N (ITi2; Per(f:)). En consecuencia, U N ([[;~, Per(fi)) #
0. Ya que U es arbitrario, tenemos que (z1,...,2,) € clpn x, (I[;Z, Per(f:)). Por lo tanto,

e, x, (LEZ, Per(fi)) = TL, clx, (Per(f))- 0

Observemos que en algunas condiciones dadas en las Definiciones 3.1 y 3.2, la densidad del
conjunto de puntos periddicos juega un papel muy importante. Por ello, es conveniente conocer las
condiciones bajo las cuales la densidad del conjunto Per([]~, f;) implica la densidad del conjunto
Per(f;), para cada i € {1,...,m} y viceverza.

Teorema 4.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, Per([];~, f:)
es denso en [];", X; siy solo si, para cada i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X,.

Demostracién. Supongamos que Per([]/~, fi) es denso en []", X;. Por el Teorema 4.5, parte
(2), [T~ cly, (Per(fi)) = [1;~, Xi. Consecuentemente, para todo i € {1,...,m}, cly, (Per(f;)) =
X;. Por lo tanto, para cada ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;.
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Ahora supongamos que, para cualquier ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Asi,
[ clx. (Per(£:) =[] X:-
i=1 i=1

Por otro lado, por el Corolario 4.4, parte (3) y el Teorema 4.5, parte (2), []:", clx, (Per(f;)) =
clpm x, ([T~ Per(f:)) = clppm | x, (Per (IT:~, fi)) - Esto implica que, clm | x, (Per(IT2, f2))
[T:%, X;. Por lo tanto, Per([];~, f;) es denso en [, X;.

O

El siguiente lema esta motivado por la parte (4) de la Definicion 3.2.

Lema 4.7. Paracada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Sij € {1,... . m}yU; y V;
son dos subconjuntos abiertos no vacios de X; y, para cada i € {1,...,m}\{j}, ponemos U, = X;
y Vi = X;, entonces e fi(Hzll U, [T, Vi) € ny (Us, Vj).

Demostracién. Sea k € g fL(H:il Ui, [T~ Vi). De aqui:

() (i) ()

Asi, podemos tomar (y1,...,ym) € ([Ti~, Ui) tal que (TT7%; f)*((y1,---,Ym)) € [[i~, Vi Por la
Observacion 2.4, parte (1), tenemos que, (ff(y1), ..., fX (ym)) € [[i~, Vi. Luego, y; € U; ﬂf;k(Vj).
Por lo tanto, k € n; (U;,V;) y asi:

I (H UZ’HV;> - nfj(Uja‘/j)' O

=1 i=1

5. Propiedades dinamicas de funciones en productos

Es complicado dar una fecha exacta en la que inicia el estudio de propiedades dindmicas de
funciones producto. Ya que en muchos trabajos, aunque no se habla de la dindmica de funciones
producto como tal, se pueden encontrar algunos resultados que involucran alguna propiedad dina-
mica de estas funciones. En 1967, H. Furstenberg ya hablaba de dindmica topologica, producto de
procesos y producto de flujos [15]. Anos més tarde, W. Bauer y K. Sigmund, citando algunas ideas
de H. Furstenberg, analizan la dindmica topologica de transformaciones inducidas sobre espacios
de medida [6], en dicho trabajo, también se pueden encontrar algunos resultados encaminados al
estudio de propiedades dindmicas de funciones producto. Es hasta el ano 2010 cuando N. Degir-
menci y S. Kogak le dan formalidad al estudio de propiedades dinamicas (principalmente el caos
en el sentido de Devaney) en espacios producto [12]. En particular, analizan las condiciones bajo
las cuales el producto de dos funciones (sobre espacios métricos) f y g cadticas en el sentido de
Devaney es también una funcién caodtica en el sentido de Devaney. Ademés, demuestran que si el
producto f x g es mezclante, entonces f y g también lo son. Tres anos después, R. Li y X. Zhou
[20], considerando a M como alguna de las siguientes clases de funciones: sindéticamente transiti-
vas, sindéticamente sensitivas, cofinitamente sensitivas, multi-sensitivas, ergodicamente sensitivas,
mezclantes y transitivas, analizan las relaciones entre las condiciones: (1) fxge My (2) f,g € M.

Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico y sea M alguna de las siguientes
clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente mezclante, mezclante, totalmente transitiva,
fuertemente transitiva, cadtica en el sentido de Devaney, minimal, érbita-transitiva, estrictamente
orbita-transitiva, w-transitiva, 77 4, irreducible, suavemente mezclante, minimal inversa, Touhey,
totalmente minimal, dispersora, exactamente Devaney cadtica o un F-sistema. Motivados por las
ideas de N. Degirmenci, S. Kocak, R. Li y X. Zhou, en esta seccién analizamos relaciones entre las
siguientes condiciones: (1) [[;~, fi € My (2) para cadai € {1,...,m}, fi € M.
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Teorema 5.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, para cada
i . . . m

te{l,...,m}, f; es exacta si y solo si [[,_ fi es exacta.

Demostracién. Supongamos que [[/~, f; es exacta. Sean ig € {1,...,m} y U;, un subconjunto
abierto no vacio de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. De aqui, []/*, U; es un

subconjunto abierto no vacio de [~ X;. Por hipétesis, existe k € N tal que ([T;~, fi)*([Ti~, Ui) =
[T2, X;. Por la Observacién 2.4, parte (2), fi’f)(UiU) = X,,. Por lo tanto, f;, es exacta.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es exacta. Sea U un subconjunto abierto
no vacio de [[;~, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio
U; de X; tal que []/", U; C WU. Por hipétesis, para todo i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
fiki(Ui) = X;. Por otro lado, por el diagrama de la Figura 3, tenemos que, para cualquier i €
{1,...,m}, f; es sobreyectiva. Asi, para cada i € {1,...,m} y para cada [ € N, f}(X;) = X;. Sea
k = max{ky,...,kn}. Se sigue que, para cada i € {1,...,m}, existe [; € Z, tal que k = k; + ;.
Esto implica que, para todo i € {1,...,m}, fF(U;) = fl»liJrk"'(Ui) = ff(ff(Ul)) = le(Xl) = X;.

Finalmente, por la Observacion 2.4, parte (1), (TT/~, fi)*([Ti~, Us) = [1i~, fF(U;) =TI, X;. Por
lo tanto, (Ti~, fi)*(W) =T\~, X; y asi [/, f: es exacta. O

De los Teoremas 4.6 y 5.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, para cada
i € {1,...,m}, f; es exactamente Devaney caética si y solo si [\, f; es exactamente Devaney
cadtica.

Teorema 5.3. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, [~ fi es
mezclante si y solo si, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante.

Demostracién. Supongamos que [[;~, f; es mezclante. Sean i € {1,...,m}, U;, y Vi, subcon-

juntos abiertos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X; y V; = X,.
De aqui, []*, U; y []i~, V; son subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. Puesto que []", f;
es mezclante, existe N € N tal que (TT\~, fi)*([T/~, Us) N ([T~ Vi) # 0, para todo k > N. Sean
ki > Ny (a1,...,am) € (ITi%, )" (I~ Us) N (ITi~, Vi)- Luego, existe (x1,...,2,) € [[1n, Us
tal que ([T\", fi)k1 (1, ... xm)) = (a1,,...,an). Esto es, fz-lz (%iy) = @iy~ Asi, a;, € f (Usiy)NVi,.
Consecuentemente, fi’f)(UZ-O) NV, # 0, para cada k > N. Por lo tanto, f;, es mezclante.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante. Sean U y 'V subcon-
juntos abiertos no vacios de [[;~, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subconjun-
tos abiertos no vacios U; y V; de X;, tales que [[",U; € Uy [[[~, Vi € V. Ya que, para
cualquier i € {1,...,m}, f; es mezclante, existe N; € N tal que fF(U;) N V; # 0, para ca-

da k£ > N;. Sean N méx{N1,...,Nn} v I > N. Por hipétesis, para cada i € {1,...,m},
fHU;) N'V; # (. Ahora, para todo i € {1,...,m}, podemos tomar a; € U; tal que f!(a;) € V;.
Esto implica que, (a1,...,an) € [[12, Ui ¥y (HZ L f)l(a,. .. am) € TIi~, Vi- En consecuencia,

(H:il fi)l(ah ) am) € ((H;il i) (H:n 1 Ul)) (Hzril V) ASia para cada | > Nv

(ILH Ty ndIve) #0.
i=1

i=1 i=1

3

Por lo tanto, H:’;l fi es mezclante. O

Para el caso de las funciones transitivas, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, fuer-
temente transitivas, cadticas en el sentido de Devaney, érbita-transitivas, estrictamente orbita-
transitivas, w-transitivas, TT |, minimales inversas, Touhey, los F-sistemas, dispersoras y suave-
mente mezclantes no nos es posible establecer un resultado similar al de los Teoremas 5.1, 5.2 y
5.3, sin embargo, podemos establecer el siguiente:
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Teorema 5.4. Para cada ¢ € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente
transitiva, cadtica en el sentido de Devaney, érbita-transitiva, estrictamente o6rbita-transitiva, w-
transitiva, 77, minimal inversa, Touhey, un F-sistema, dispersora o suavemente mezclante. Si
[T, fi € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; € M.

Demostracién. Supongamos que [[!", f; es transitiva. Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, sub-
conjuntos abiertos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X, y
V; = X;. De aqui, [[/%,U; y [/~ Vi son subconjuntos abiertos no vacios de []", X;. Pues-
to que, [[", fi es transitiva, existe k € N tal que ([;~, f)*(TT~, U:) N (ITi~, Vi) # 0. Sea
(Uy -y U € H;’;l U; tal que (TT%, fi)¥ (w1, um)) € T1i~, Vi. Por la Observacién 2.4, parte
(1), tenemos que fF (u;,) € V;,. Por lo tanto, fm(ulo) € fE(Uiy) NVig, fEUs) Vi, # 0y asi fi,
es transitiva.

Supongamos que []!", f; es débilmente mezclante. Sean iy € {1,...,m}, Uy V subconjuntos
abiertos no vacios de X;, x Xj,. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios UL ,UZ2, V. y

V2 de X;, tales que Ul x U2 € Uy V! x V2 C V. Para cada i € {1,...,m}\{io}, sea Ul1 =
U? =V} =V?2 = X,. Luego, ([T, U}) x (IT/~, U2) y (IT7~, Vi) x (IT/~, V;?) son subconjuntos
abiertos no vacios de ([T\~, X;) x ([T~ X;). Por hipotesis, existen ((a1,...,am), (b1,...,bn)) €
(IT~, U x (TT7%, U?) v k € N tales que:

()« (1)) s (1) « ).

Asi, por la Observacion 2.4, parte (1), (fi, X fio)"((aiy, biy)) € Vii x V2. Mas atn, (a;,,bi,) €
UL x U2. Por lo tanto, (fi, x fi,)*(U) NV # 0y f* es transitiva. Finalmente, f;, es débilmente
mezclante.

Supongamos que [];, f; es totalmente transitiva. Sean i € {1,...,m} y s € N. Por hipotesis,
(IT:~, fi)* es transitiva. Luego, por la Observacion 2.4, parte (1), []/~, ff es transitiva. Asi, por
el primer parrafo de la prueba de este teorema, se tiene que f; es transitiva. Por lo tanto, f;, es
totalmente transitiva.

Supongamos que [[!", f; es fuertemente transitiva. Sean ig € {1,...,m}, U;, un subconjunto
abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. De aqui, [[;~, U;
es un subconjunto abierto no vacio de []", X;. Por hipotesis, existe s € N tal que [[/~, X; =
Ui (T, fi)k(H:r;l U;). Sea z;, € Xio y, para todo i € {1,...,m}\{io}, sea x; € X;. Luego,
existe k; € {0,...,s} tal que (ml, cxm) € (TT, fo)F (I, U) Asi, por la Observacion 2.4,
parte (1), tenemos que x;, € flO (U; ) Por lo tanto, X, = Uj_o fE(Ui,) v ast fi, es fuertemente
transitiva.

Supongamos que [[;~, f; es cadtica en el sentido de Devaney. Por el primer parrafo de la

prueba de este teorema, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. Ademas, por el Teorema 4.6,
para todo ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Asi, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es cadtica en
el sentido de Devaney.

Supongamos que H:il fi es orbita-transitiva. De aqui, existe (x1,...,&;,) € HZI X; tal

que clppm x, (021, sxm), [T fi)) = TIi~, Xi. Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada
i € {1,...,m}, tenemos que, cly (O(z;, f;)) = X;. Asi, para cualquier i € {1,...,m}, f; es orbita-
transitiva.

Supongamos que [];~, f; es estrictamente orbita-transitiva. Luego, existe
(%1, .., 2m) € [[im, X; tal que:

C1H11X1< ((Hfz) T1y..., T m))’Hf1>>:HXz
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Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada i € {1,...,m}, clx (O(fi(x;), fi)) = X; y asi, para
cualquier i € {1,...,m}, f; es estrictamente Orbita-transitiva.

Supongamos que [[;~, fi es w-transitiva. De aqui, existe (z1,...,2,) € [\, X; tal que
w((@1, .., xm), [1img fi) = [1i~, Xi. Asi, por el Teorema 4.1, parte (2), para cada i € {1,...,m},
w(x;, f;) = X;. Por lo tanto, para todo i € {1,...,m}, f; es w-transitiva.

Supongamos que [[/~, fi es TT; . Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, subconjuntos abiertos no
vacios de X, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = Xl y V; = X;. De aqui, por el Lema
47, nppm AL UL TIE Vi) < ny (Ui, Vig). Ademas, por hip6tesis, nypm 5 (ILis, U T2, Va)
es infinito. Por lo tanto, n, Uiy, Vi ) es infinito y asi f;, es TT, .

20

Supongamos que [[!", f; es minimal inversa. Sean iy € {1,...,m}, z;, € X;,, U;, un subcon-
junto abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sean U; = X; y z; € X . De aqui,
[T, U; es un subconjunto abierto no vacio de [[;~, X;. Por hipétesis, tenemos que {4 € [, X :
(IT~, f)Y(A) = (21,...,2m), paraalgin | € N} N[[i~, U; # 0. Sean (u1,...,um) € [[1n, Us
y | € N tales que (I[;~, fi)'((u1,...,um)) = (z1,...,%). De la Observacién 2.4, parte (1),
u;, € {y € Xi, : f1(y) = @i, paraalgin | € N} NUj, 75 0. Asi, el conjunto {y € X;, : f} (y) =
x;,, para algun [ € N} es denso en X;,. Puesto que z;, € X, es arbitrario, podemos concluir que
fi, es minimal inversa.

Supongamos que []!", f; es Touhey. Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, subconjuntos abiertos
no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X yVi=X;. Ast, [[I2, U y
[T~ Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. Por hipétesis, existen un punto periodico
(x1,...vzm) € [[L, Ui y k € Zy tales que ([[/~, fi)*((z1,...,2m)) € [[i~, Vi. Por el Teorema
4.1, parte (3), x;, es un punto periddico de f;, tal que x;, € U;, y por la Observacion 2.4, parte
(1), fF(xi,) € Vi, Por lo tanto, f;, es Touhey.

Supongamos que [[\", f; es un F-sistema. Asi, [[", f; es totalmente transitiva y Per([].~, f;)
es denso en [~ X;. Por el tercer parrafo de la prueba de este teorema, tenemos que, para todo i €

{1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Ademaés, por el Teorema 4.6, para cualquier i € {1,...,m},
Per(f;) es denso en X;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, f; es un F-sistema.
Supongamos que H:ll fi es dispersora. Sean iy € {1,...,m}, ¥ un espacio topolégico, g :

Y — Y una funcién minimal y U y V subconjuntos abiertos no vacios de X;, x Y. De aqui, existen
subconjuntos abiertos no vacios U}O y Ufo de X, y subconjuntos abiertos no vacios V; y V5 de Y tales
que Ul x Vi CUy U2 xVy CV. Paracadaie {1,...,m}\{io}, sea U} = U? = X;. Asi, [~ U,

m 2 . . . m m
y [1;=, U7 son subconjuntos abiertos no vacios de Hl 1 Xi. Puesto que ([[;- 1 i) X g es trans1t1va

existen ((u1,...,um),v1) € ([[m; U}) x Vi y k € N tales que (TT\~; fi) X 9)*((u1,. .., um),v1) €
(ITi%, U?)x Va. De aqui, (uj,, v1) € UL x Vi y por la Observacion 2.4, parte (1), (fi, xg)" ((wig, v1)) €
U2 x Va. Por lo tanto, (fi, x g)*(UW) NV # 0y asi f;, es dispersora.

La prueba para las funciones suavemente mezclantes es analoga a la prueba dada para funciones
dispersoras. O

El reciproco del Teorema 5.4 no es cierto en general. Veamos un ejemplo parcial de esto en el
siguiente:

Ejemplo 5.5. Sea f :[0,2] — [0,2] la funcién dada por:

2¢+ 1, si0< \2,
fl@)=¢ —22+43, sig<a<l
—xr+2, sil<z<<2

En [12, Ejemplo 1], se verifica que f es una funcién cadtica en el sentido de Devaney. Ademas,
se prueba que f*?:0,2]? — [0,2]? no es transitiva y por lo tanto, no es cadtica en el sentido de
Devaney. Mas atn, en [1] y [21], se verifica que para continuos y funciones continuas, las funciones:
transitiva, 6rbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-transitiva y 7T ; son equivalentes.
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Por lo tanto, el reciproco del Teorema 5.4, para todas estas clases de funciones no se cumple en
general.

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el Teorema 5.4 ya que
para estas dos clases de funciones requerimos la continuidad de la funcién.

Teorema 5.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Si, para cada i €
{1,...,m}, f; es continua y []/~, f; es minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es minimal.
Demostracion. Sea ig € {1,...,m}. Puesto que f;, es continua, por [21, Proposicion 6.2] es

suficiente con verificar que, para cada =z € X, clx, (O(z, fi,)) = Xj,. Sean x;, € X;, y para
todo ¢ € {1,....,m}\{io}, x; € X;. De aqui, (z1,...,2,) € [[/~; X;. Puesto que, para cada
i € {1,...,m}, fi es continua, no es dificil verificar que []"; f; es una funcién continua. En
consecuencia, [[;~, f; es continua y minimal. Asi:

Clnglxt <O <(x177xm)aHf1>> = HXz
=1

i=1

Luego, por el Teorema 4.1, parte (1), para cualquier ¢ € {1,...,m}, clx,(O(x;, f;)) = X;. En
particular, clx, (O(zi, fi,)) = Xi,. Como z;, € Xj, es arbitrario, de [21, Proposicién 6.2], f;, es

minimal. O
Corolario 5.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (Xj, f;) un sistema dinamico. Si, para cada i €
{1,...,m}, f; es continua y []'~, f; es totalmente minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f;

es totalmente minimal.

Demostracién. Sea s € N. Por hipotesis, ([T;", f;)* es minimal. De aqui, por la Observacion 2.4,

parte (1), [[i", ff es minimal. Asi, por el Teorema 5.6, para cada i € {1,...,m}, ff es minimal.
Lema 5.8. Para cada i € {1,...,m + 1}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Si, para cada i €
{1,...,m}, X, es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y fi X fm41 es transitiva, entonces

(IT%, fi) X fm1 es transitiva.

Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y que f; X fi41 es transitiva. Sean U y V dos subconjuntos abiertos no vacios
de (JTX; Xi) X X,n41. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy y Us de [, X;
y subconjuntos abiertos no vacios V3 y Vo de X,,41 tales que, U3 x Vi C Uy U x Vo C V.
Asi, para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U}!,U? de X; tales que
[T, U C Uy [T~ U2 C Us. Por hipétesis, para cualquier i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
(fi X fma1)* (U x V1)N (U2 x V) # 0. Luego, para cada i € {1,...,m}, existe (u;,v;) € U} x V; tal
que (fi X fms1)¥ ((us,v;)) € U? x Vy. Consecuentemente, para todo i € {1,...,m}, f (u;) € UZ.
Sea k = méx{ki,...,ky,}. Por el Lema 2.16, obtenemos que, para cada i € {1,...,m}, f¥(u;) €
UZ. Sean ip € {1,...,m} tal que k = ki, y v = v;,. Asi, f&_  (v) € Vo. Esto implica que,
((uh s 7um)7v)) € (HZl Uil) x Vi y ((H?il fl) X ferl)k(((uh s 7um)7v)) € (HZl Uz'Q) X Va.
Consecuentemente, ([T, fi) X fimt1)"(Us x V1) N (Uz x Va) # 0. Por lo tanto, ([T~ fi) X fm+1
es transitiva. O

Como mencionamos anteriormente, los conjuntos +invariantes juegan un papel muy importante
para que el reciproco de varios de los resultados que presentamos en este trabajo se puedan verificar.
Veamos por ejemplo la prueba del Teorema 5.9.
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Teorema 5.9. Para cada ¢ € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, cadtica en el
sentido de Devaney, 6rbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-transitiva, 77 1, Touhey,
dispersora, un F-sistema o suavemente mezclante. Si, para cada i € {1,...,m}, fi e My X, es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, entonces [/, f; € M.

Demostracion. En toda la prueba estamos suponiendo que, para cada i € {1,...,m}, X; es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es transitiva. Sean U y V subconjuntos abier-
tos no vacios de H;’;l X;. De aqui, para todo ¢ € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no
vacios U; y V; de X; tales que H:’;l Ui C Uy Hi”;ﬂ/; C V. Por hipétesis, para cualquier
1 € {1,...,m}, existe k; € N tal que fik"'(Ui) NV; # 0. Asi, para cada 1 € {1,...,m}, pode-
mos tomar u; € U; tal que fFi(u;) € V;. Pongamos k = méx{ki,...,kn}. Por el Lema 2.16,
tenemos que, para todo i € {1,...,m}, f¥(u;) € V;. Esto implica que, (u1,...,un) € [[/~, Ui
v (ff(ur), ..o, R (um)) € TI%, Vi- De aqui, (TTi%, fi)*((u1,-..,um)) € I~ Vi. Finalmente,
(TT, f)R(ITe, UdN(TTis, Vi) # 0. Por lo tanto, ([T~ fi)*(UW)NV # Oy asi [[/~, fi es transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es débilmente mezclante. Sean Uy, Us,V; y
Vy subconjuntos abiertos no vacios de []}~, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios U}, U2, Vit y V2 de X;, tales que [, U} C Uy, [T, U2 C Us,
[T, Vit €V y T2, V2 C V. Puesto que f; es débilmente mezclante, para todo i € {1,...,m},
existe k; € N tal que fiki(UZ-j) N Vij # ), para cada j € {1,2}. Para cualquier ¢ € {1,...,m}, sea
a; € U} tal que fFi(a;) € V' 'y o) € U? tal que f(a}) € V? y pongamos k = méx{ky,...,kn}.
Luego, por el Lema 2.16, para cada i € {1,...,m}, ff(a;) € V! y fF(a}) € V2. Esto implica que,
(AT foF(ar, - am)) € TIZ, ViE y (TT2, f)R((a), - -+, a),)) € TT%, Vi3, Consecuentemente,
(T, f)FU) NV £ 0y (TT, fi)F(U2) NVy # 0. Por lo tanto, [T/, fi es débilmente mezclante.

Supongamos que, para todo i € {1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Sean s e Ny Uy V
subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subconjun-
tos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que []/~, U; C Uy [T, Vi C V. Puesto que, para todo
1€ {1,...,m}, f; es totalmente transitiva, tenemos que, para cualquier ¢ € {1,...,m},existe k; € N
tal que (f#)* (U;)NV; # 0. Esto implica que, para cada i € {1,...,m}, £ (U;)NV; # 0. Ahora, pa-
ratodoi € {1,...,m}, podemos tomar u; € U; tal que ffk (u;) € V;. Sea k = méx{ky,...,km}. Por
el Lema 2.16, para cada i € {1,...,m}, ff*(u;) € Vi. Ast, (fi*(u1), ..., f3F(um)) € 112, £5(U;)
v (fif(ur), ..o, 28 (un)) € 1L, Vi- Ademas, por la Observacion 2.4, parte (1), tenemos que,

(T2 £ M ((ur, -y um)) € (TTZ £)* (TT2, U3) v (T2 fi)™*((ua, - - um)) € TT7Z, Vi Conse-

cuentemente: . X
<Hf1> ((ulvvum)) € <Hfz> (HU1> m]‘_‘[Vz
i=1 i=1 i=1 i=1

De aqui, ([T}~ fi)® es tramsitiva y como s € N es arbitrario, tenemos que []}", f; es totalmente
transitiva.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es cadtica en el sentido de Devaney. Asi, para
todo i € {1,...,m}, f; es transitiva y Per(f;) es denso en X;. Por la primera parte de la prueba
de este teorema, tenemos que, []\", f; es transitiva y por el Teorema 4.6, Per([]}", f;) es denso
en [, X;. Por lo tanto, [[;~, f; es cadtica en el sentido de Devaney.

Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, f; es rbita-transitiva. Asi, paratodoi € {1,...,m},
existe z; € X; tal que cly, (O(x;, f;)) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (2),

T CT )
i=1

i=1

Por lo tanto, H?;l fi es orbita-transitiva.
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Supongamos que, para todo i € {1,...,m}, f; es estrictamente Orbita-transitiva. Asi, para
cada i € {1,...,m}, existe z; € X; tal que cly, (O(fi(z:), fi)) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (2):

m

CIHZL X (O ((fl(xl)a ) fm(xm))7 H fz)) = HXZ
i=1 i=1

Consecuentemente, clypm ., (O (IT;Z fi) (1, -, 2m)), [TiZ, fi)) = [TiZ, Xi. Por lo tanto,
[T, fi es estrictamente orbita-transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {l,...,m}, f; es w-transitiva. De aqui, para todo i €
{1,...,m}, existe z; € X; tal que w(x;, f;) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (1), obtenemos
que w((@1,...,2m), [11my fi) = [T~ Xi. Por lo tanto, [];~, fi es w-transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es TT; . Sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de [[;", X;. Luego, para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios
U; y Vi de X; tales que [[/~, U; C Uy [~ Vi C V. Puesto que, para todo i € {1,...,m}, f; es
TT, ., tenemos que, para cada ¢ € {1,...,m}, ns, (U;,V;) es infinito. Para todo ¢ € {1,...,m},
sea k; € ny, (U;, Vi). Asi, para cualquier i € {1,...,m}, fik"(UZ-) N V; # ). Se sigue que, para todo
i €{l,...,m}, existe u; € U; tal que fiki(ui) € V;. Sea k = méx{ky,...,kn}. Por el Lema 2.16,
para cada i € {1,...,m}, fF(u;) € V;. De aqui, ([T~ fi)*((u1,- .. um)) € ([T~ f)* (1%, Ui) N
(IT:~, Vi). Consecuentemente, ([T, fi)*(U) NV # 0. Por lo tanto, k € nppm (U, V). Ahora,
ya que, para todo i € {1,...,m}, ny(U;,V;) es infinito, para cada ¢ € {1,...,m}, podemos
tomar k; € ny,(U;, Vi) tal que k; > k. Sea k1 = méx{k{,...,k],}. Por el Lema 2.16, para cada
i€ {1,...,m}, fF(u;) € V;. Se sigue que, ([T, fi)™ ([T~ Us) N (IT[~, Vi) # 0. En consecuencia,
(IT™, f)F(U) NV # 0. Por lo tanto, ki € nrre, (U, V) y k1 > k. Continuando con este proceso,
obtenemos que nyym (U, V) es un conjunto infinito y como U y V son arbitrarios, concluimos que
[1Z, fies TT .

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de [~ , X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y
V; de X; tales que [}, U; CUy [[i~, Vi C V. Ademaés, ya que, para cualquier i € {1,...,m}, f;
es Touhey, tenemos que, para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U; y V;, existen un punto
periddico x; € U; v k; € Z, tales que ff (;) € V;. Sea k = méx{ky,...,kmn}. Luego, por el Lema
2.16, obtenemos que, para cada i € {1,...,m}, f¥(x;) € V;. Por el Teorema 4.1, parte (3), podemos

concluir que, (z1,...,2y,) es un punto periédico de [/~ fi tal que (z1,...,zm) € [, U; CUy
(I, f)*((z1, - -y zm)) € e, Vi € V. Por lo tanto, [[;~, f; es Touhey.
Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es un F-sistema. Asi, para todo i € {1,...,m},

fi es totalmente transitiva y Per(f;) es denso en X;. Por el tercer parrafo de la prueba de este
teorema, tenemos que [[;~, f; es totalmente transitiva. Ademas, por el Teorema 4.6, sabemos que
Per(IT:%, fi) es denso en [, X;. Por lo tanto, [/, f; es un F-sistema.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es suavemente mezclante. Sean Y un espacio
topologico y ¢ : Y — Y una funcion transitiva. Por hipétesis, para todo i € {1,...,m}, fi X g es
transitiva. Asi, por el Lema 5.8, ([[\~, fi) X g es transitiva. Por lo tanto, [[;~, f; es suavemente
mezclante.

La prueba para las funciones dispersoras es analoga a la prueba dada para funciones suavemente
mezclantes. O

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el enunciado del Teorema
5.9 porque para estas dos condiciones volvemos a requerir la continuidad de la funcién.

Proposicion 5.10. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico. Si, para todo
1€ {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; es minimal y continua,
entonces [/, f; es minimal.
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Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, f; es minimal y que X; es +invariante

sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Por hipotesis tenemos que [[;~, f; es continua. Asi, por [21,
Proposicion 6.2], solo hay que verificar que, para todo(z1,...,zm) € [[\2; Xi,

clpm | x, (0((z1,. .. 7$m)»Hfi)) = HXi-
1=1 i=1

Sea (x1,...,%m) € [[im; X;. Ya que, para cualquier ¢ € {1,...,m}, f; es minimal, obtene-
mos que cly (O(zy, fi)) = X; y puesto que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f;, por el Teorema 4.3, parte (2), tenemos que

el x, (0@, zm), [T 1) = [ Xe
i=1 i=1

Por lo tanto, []/~, f; es minimal. O
Corolario 5.11. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinadmico. Si, para todo i €
{1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; es totalmente minimal y

continua, entonces [[\~, f; es totalmente minimal.

Demostracion. Sea s € N. Por hipétesis, para cadai € {1,...,m}, f7 es minimal y continua. Asi,
por la Proposicion 5.10, [T, f# es minimal. Luego, por la Observacion 2.4, parte (1), (TT~, f:)*

1=

es minimal. Finalmente, ya que s € N es arbitrario, tenemos que [[\~, f; es totalmente minimal.
[l

Con la elaboracion de este capitulo esperamos, principalmente, que despierte en alguien el
interés de seguir engrandeciendo el estudio de propiedades dinamicas de funciones en productos.

Agradecimientos: Los autores agradecemos de manera muy especial al arbitro por las suge-
rencias hechas para la mejora de nuestro trabajo.
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