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1. Introducción

En los últimos años la Dinámica Topológica se ha convertido en un área de gran interés para
muchos investigadores. Particularmente, se ha de�nido un gran número de sistemas dinámicos,
entre los más conocidos y estudiados se encuentran los sistemas: transitivos, exactos, mezclan-
tes, débilmente mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caóticos en el sentido
de Devaney, minimales e irreducibles. Otros tipos de sistemas dinámicos que ya no son tan po-
pulares como los anteriores son los siguientes: órbita-transitivos, estrictamente órbita-transitivos,
ω-transitivos, TT++, suavemente mezclantes, exactamente Devaney caóticos, minimales inversos,
totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F -sistemas. De las muchas formas en la que se
pueden analizar estos sistemas, en [5] hicimos un análisis de relaciones que existen entre los siste-
mas: exactos, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivos, totalmente transitivos, fuertemente
transitivos, caóticos en el sentido de Devaney, minimales, irreducibles, semi-abiertos, turbulentos,
órbita-transitivos, estrictamente órbita-transitivos, ω-transitivos, IN , TT y TT++. Además, por
medio de contraejemplos, demostramos que algunas de estas nociones no pueden relacionarse de
manera general. Por lo cual, es necesario condicionar al espacio fase o a la función para obtener
más relaciones entre estos sistemas. Con el �n de darle continuidad al trabajo realizado en [5], en
este nuevo capítulo agregamos los sistemas suavemente mezclantes, exactamente Devaney caóticos,
minimales inversos, totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F -sistemas y, además de mos-
trar relaciones que existen entre todos estos sistemas dinámicos, los estudiamos sobre un espacio
muy particular.

Sean X1, . . . , Xm espacios topológicos, conm > 2 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea fi : Xi → Xi

una función. Se de�ne la función
∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi dada por

∏m
i=1 fi((x1, . . . , xm)) =

(f1(x1), . . . , fm(xm)), para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi. Esta función es llamada función producto.

De este modo, podemos analizar las relaciones entre los sistemas dinámicos (1) (
∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi)

y (2) (Xi, fi), para cada i ∈ {1, . . . , ,m}. N. De§irmenci y �. Koçak [12] consideraron dos espacios
métricos, X y Y , y dos funciones f : X → X y g : Y → Y (no necesariamente continuas) y
analizaron las relaciones entre f , g y f × g cuando alguna de ellas es una función caótica en el
sentido de Devaney. En particular, demostraron el siguiente resultado: si f es continua y caótica
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140 8. PROPIEDADES DINÁMICAS EN PRODUCTOS

en el sentido de Devaney, y g es caótica en el sentido de Devaney y mezclante (no necesariamente
continua), entonces f × g es caótica en el sentido de Devaney. Años después, X. Wu y P. Zhu [28]
demostraron que para cada entero m > 2, si

∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney, entonces,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es también caótica en el sentido de Devaney. Además, demostraron
que si

∏m
i=1 fi es transitiva, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. El recíproco no

es cierto en general. En [28], X. Wu y P. Zhu consideraron espacios métricos sin puntos aislados
y funciones continuas. Más aún, R. Li y X. Zhou [20] analizaron relaciones entre f , g y f × g
cuando alguna de ellas es: topológicamente transitiva, topológicamente débilmente mezclante, sin-
déticamente transitiva, co�nitamente sensitiva, multi-sensitiva y ergódicamente sensitiva, siempre
considerando espacios métricos y funciones no necesariamente continuas. Recientemente, K. B.
Mangang [22] estudió el caos Li-Yorke del sistema dinámico producto (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) cuando

cada sistema dinámico (Xi, fi) tiene la propiedad. En particular, demostró que (X, f) y (Y, g) son
sistemas dinámicos exactos si y sólo si el sistema dinámico producto (X × Y, f × g) es exacto. En
este último trabajo, X y Y son espacios métricos compactos y f y g son funciones continuas.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caótica en el sentido de Devaney, minimal,
órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, suavemente mezclante, exac-
tamente Devaney caótica, minimal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F -sistema.
En este capítulo estudiamos relaciones entre las siguientes dos condiciones:

(1) Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.
(2)

∏m
i=1 fi ∈M.

Es importante enfatizar que en los artículos antes mencionados, los autores trabajan con es-
pacios métricos compactos o espacios métricos sin puntos aislados y funciones continuas. En este
capítulo consideramos espacios topológicos y funciones no necesariamente continuas.

Cabe mencionar que este capítulo está basado en las secciones tres y cuatro del artículo Con-
ceptions on topological transitivity in products and symmetric products [24].

2. Preliminares

En esta sección presentamos los conceptos básicos de sistemas dinámicos necesarios para un
buen desarrollo de este capítulo. Considerando un espacio topológico X y un subconjunto A de
X, al conjunto cerradura de A en X lo detonamos por clX(A). Si no existe riesgo de confusión se
escribe cl(A). También, denotamos con N, Z+ e I al conjunto de los números naturales, números
enteros no negativos y números irracionales, respectivamente.

Además, si f : X → X es una función, para cada k ∈ N, la k-ésima iteración de f la de�nimos
como la composición reiterada de f consigo misma k veces y la denotamos por fk. Esto es, f2 = f◦f ,
f3 = f ◦ f ◦ f y en general fk+1 = f ◦ fk. Se entiende que f1 = f y de�nimos f0 = idX (la función
identidad en X). Debe quedar claro que fk ◦ fs = fk+s y (fk)s = fks. Para un subconjunto A de
X y k un entero, denotamos con fk(A) a la imagen de A bajo fk cuando k > 0 y la preimagen
bajo f |k| cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un único punto x, escribimos f−k(x)
para denotar al conjunto f−k({x}), donde k > 0.

En todo el escrito, m es un entero mayor o igual que dos.

De�nición 2.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea Xi un conjunto no vacío. Se de�ne y denota su
producto cartesiano como el conjunto:

m∏
i=1

Xi = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Cuando X1 = X2 = · · · = Xm al conjunto
∏m
i=1Xi se le denota con Xm

1 .
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De�nición 2.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, τi) un espacio topológico. La topología
producto X sobre el conjunto

∏m
i=1Xi es la topología que tiene como base la colección β =

{U1 × · · · × Um : Ui ∈ τi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}. El espacio topológico (
∏m
i=1Xi,X) se llama

espacio producto de la familia {(Xi, τi)}mi=1 y se denota simplemente por
∏m
i=1Xi.

Es natural pensar que así como se pude construir un espacio topológico a partir de espacios
topológicos dados, también podemos construir una función a partir de otras.

De�nición 2.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean Xi un conjunto no vacío y fi : Xi → Xi una
función. Se de�ne la función producto

∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi como:(

m∏
i=1

fi

)
((x1, . . . , xm)) = (f1(x1), . . . , fm(xm)),

para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi.

Cuando f1 = f2 = · · · = fm a la función
∏m
i=1 fi se le denota con f×m1 .

Las siguientes propiedades no son difíciles de veri�car.

Observación 2.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean Xi un espacio topológico, Ui y Vi subconjuntos
no vacíos de Xi y fi : Xi → Xi una función y sea k ∈ N. Se cumple lo siguiente:

(1) (
∏m
i=1 fi)

k =
∏m
i=1 f

k
i .

(2) Si (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =

∏m
i=1 Vi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (Ui) = Vi.

De�nición 2.5. Sean X un espacio topológico y E un subconjunto de X. Se dice que E es denso
en X si clX(E) = X.

Recordemos que la idea principal de este capítulo es analizar algunas propiedades del sistema
dinámico (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi). Por ello, es necesario introducir la de�nición de estos objetos.

De�nición 2.6. Un sistema dinámico es cualquier pareja formada por un espacio topológico
X y cualquier función f : X → X y lo denotamos con (X, f).

Para referirse al sistema dinámico (X, f), generalmente se hace referencia únicamente a la
función f .

Un concepto muy importante dentro de la teoría de sistemas dinámicos es el de órbita de un
punto.

De�nición 2.7. Sea (X, f) un sistema dinámico. La órbita de un punto x ∈ X bajo f , deno-
tada por O(x, f), es el conjunto {x, f(x), f2(x), . . .}. Esto es: O(x, f) = {fn(x) : n ∈ Z+}.

Existen puntos con la particularidad de generar órbitas �nitas.

De�nición 2.8. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que x es un punto periódico
de f si existe n ∈ N tal que fn(x) = x.

Al conjunto de todos los puntos periódicos de f se le denota con Per(f).

Ejemplo 2.9. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la función dada por:

T (x) =

{
2x, si x 6 1

2 ;
2− 2x, si x > 1

2 .

Esta función se conoce como función tienda. Se cumple que, x0 = 2
5 es un punto periódico de T ,

ya que T 2(x0) = x0.
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También existen puntos con la particularidad de generar órbitas densas.

De�nición 2.10. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que x es un punto transitivo
de f si la órbita O(x, f) es densa en X.

Al conjunto de todos los puntos transitivos de f se le denota con trans(f).

Ejemplo 2.11. Sean θ ∈ I y S1 = {e2πiα : α ∈ [0, 1]}. Se de�ne la función rotación irracional
Rθ : S1 → S1 como Rθ(e

2πiα) = e2πiθ(e2πiα) = e2πi(θ+α), para cada α ∈ [0, 1] o simplemente;

Rθ(z) = (e2πiθ)z, para cada z ∈ S1.

Notemos que, para cada z ∈ S1, z ∈ trans(Rθ).

Cada uno de los conjuntos que hemos de�nido hasta este momento juegan un papel importante
en el desarrollo de este capítulo, sin embargo, los conjuntos que a continuación se de�nen, son punto
clave en la demostración de resultados en secciones posteriores.

De�nición 2.12. Sean (X, f) un sistema dinámico y A un subconjunto de X. Se dice que A es
+invariante bajo f si f(A) ⊆ A, A es −invariante bajo f si f−1(A) ⊆ A y A es invariante
bajo f si f(A) = A.

A los espacios topológicos con la propiedad de que cada subconjunto abierto es +invariante
bajo una función, les damos un nombre especial. La siguiente de�nición es una aportación original
de [24].

De�nición 2.13. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que X es un espacio +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f , si cada subconjunto abierto de X es +invariante bajo f .

Ejemplo 2.14. Sean X = {1, 2} con la topología τ = {∅, X, {1}} y f : X → X la función dada
por f(1) = 1 y f(2) = 1. Luego, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f .

No todos los espacios topológicos son +invariantes sobre subconjuntos abiertos. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Sean (X, τ) como en el Ejemplo 2.14 y f : X → X la función dada por f(1) = 2
y f(2) = 1. Notemos que f×2({1} × {1}) = {(2, 2)} 6⊆ {1} × {1}. Así, X2 no es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f×2.

Lema 2.16. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean (Xi, fi) un sistema dinámico, Ui un subconjunto
no vacío de Xi y xi ∈ Xi. Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui, entonces, para
k = máx{k1, . . . , km}, se cumple que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Ui.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui. Pongamos
k = máx{k1, . . . , km}. Se sigue que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ Z+ tal que k = ki + li.
Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) = fki+lii (xi) = f lii (fkii (xi)). Consecuentemente, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ f lii (Ui). Puesto que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui es +invariante bajo fi,
tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Ui. �

De�nición 2.17. Sean (X, f) un sistema dinámico y A y B subconjuntos de X. Se de�ne el
siguiente conjunto:

nf(A,B) = {k ∈ N : A ∩ f−k(B) 6= ∅}.
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Para �nalizar esta sección, presentamos la de�nición de punto ω-límite y conjunto ω-límite.

De�nición 2.18. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que y ∈ X es un punto
ω-límite de x bajo f si para cualquier k ∈ N y para cualquier abierto U de X tal que y ∈ U ,
existe un entero n > k tal que fn(x) ∈ U . El conjunto de todos los puntos ω-límite de x bajo f , se
denota por ω(x, f) y se llama conjunto ω-límite de x bajo f .

Ejemplo 2.19. Sean X =
{

1
n : n ∈ N

}
∪ {0} ⊆ [0, 1] con la métrica usual y f : X → X de�nida

por; f(0) = 0 y f( 1
n ) = 1

n+1 , para cada n ∈ N [21, Ejemplo 2.9]. Luego, 0 ∈ ω(1, f).

3. Funciones del tipo transitivas

Desde hace muchos años el estudio de propiedades particulares en una función se ha convertido
en una herramienta importante en muchas áreas de la matemática. Una de las primeras propiedades
que se observó en ciertas funciones fue la continuidad. De�nición que introduce M. Fréchet en 1910
[14]. Después de la de�nición de M. Fréchet, empezaron a surgir otras clases de funciones. En
1913, H. Weyl [27] introduce la clase de las funciones abiertas; once años después, R. L. Moore
[23] introduce el concepto de función monótona; y en 1964, J. J. Charatonik [11] establece las
condiciones para que una función pertenezca a la clase de las funciones con�uentes. Desde la
introducción de estas tres clases de funciones, se han de�nido otras que están contenidas o contienen
a alguna de las tres anteriores. Por ejemplo, los homeomor�smos, las funciones semi abiertas, MO,
OM y casi interiores, son funciones del tipo abiertas. Por otro lado, las funciones fuertemente
monótonas, a lo más monótonas, casi monótonas, débilmente monótonas, fuertemente libremente
descomponibles y libremente descomponibles, son del tipo monótonas. Finalmente, las funciones
semicon�uentes, empalmantes, débilmente con�uentes, atriódicas, pseudocon�uentes, frágilmente
con�uentes y frágilmente semicon�uentes, son funciones del tipo con�uentes (la de�nición de cada
una de estas funciones se puede consultar en [4]). Hoy en día, las funciones del tipo abiertas,
monótonas y con�uentes son muy estudiadas dentro de la teoría de continuos. Sin embargo, el
inicio de la teoría de sistemas dinámicos trajo consigo la necesidad de comenzar a de�nir lo que
hoy conocemos como funciones dinámicas. En 1912, G. D. Birkho� [8] introduce el concepto de
función minimal y en 1920 inicia el estudio de las funciones transitivas [9], quedando contenida
la primera clase dentro de la segunda. Después del surgimiento de las funciones transitivas se
empezaron a de�nir muchas otras que están relacionadas o son equivalentes a dicha clase. Una de
las más estudiadas es la clase de las funciones caóticas. La palabra caos fue usada por primera ves
en 1975 por T. Y. Li y J. A. Yorke [19] sin una de�nición formal, y aunque no existe una de�nición
matemática universal de la palabra caos, la más utilizada es la dada por R. L. Devaney [13]. Otra
clase muy estudiada en la teoría de sistemas dinámicos es la clase de las funciones mezclantes,
de�nida en 1955 por W. Gottschalk y G. Hedlung [16]. Posteriormente, en 1967, H. Furstenberg
[15] introduce una condición más débil que la de W. Gottschalk y G. Hedlung e inicia el estudio de
las funciones débilmente mezclantes. Otras funciones del tipo transitivas son las funciones: exactas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas e irreducibles.

A continuación, presentamos la de�nición de las funciones del tipo transitivas más conocidas
y estudiadas dentro del área de los sistemas dinámicos.

De�nición 3.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) Exacta si para cada subconjunto abierto no vacío U deX, existe k ∈ N tal que fk(U) = X.
(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe N ∈ N

tal que fk(U) ∩ V 6= ∅, para cada k > N .
(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe k ∈ N

tal que fk(U) ∩ V 6= ∅.
(4) Débilmente mezclante si f×2 es trasitiva.
(5) Totalmente transitiva si fs es transitiva, para cada s ∈ N.
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(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacío U de X, existe s ∈ N
tal que X =

⋃s
k=0 f

k(U).
(7) Caótica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta de�nición corresponde al caos en

el sentido de Devaney [3]).
(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuál es no vacío, cerrado e inva-

riante.
(9) Irreducible si el único subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es A = X.

Irreducible

''

Exacta

��

// Mezclante

��

// Débilmente mezclante

Sobreyectiva Totalmente transitiva

��
Caótica // Transitiva Fuertemente transitivaoo

Figura 1. Resumen de relaciones que se dan cuando X es un espacio topológico y f : X → X una
función no necesariamente continua.

En el diagrama de la Figura 1, presentamos las relaciones que se dan de manera general entre las
funciones dadas en la De�nición 3.1. Es decir, considerando a X como cualquier espacio topológico
y a f : X → X cualquier función (no necesariamente continua). La prueba de estas relaciones entre
funciones se puede consultar en [5, Teoremas 3.1, 3.3, 3.5, 3.6 y 3.7].

Bajo ciertas hipótesis se pueden obtener otras relaciones entre las clases de funciones que pre-
sentamos en la De�nición 3.1. En el diagrama de la Figura 2 mostramos algunos de estos resultados
(con F. transitiva, Déb. M. y T. transitiva denotamos a las funciones fuertemente transitivas, dé-
bilmente mezclantes y totalmente transitivas, respectivamente). La prueba de las implicaciones que
se muestran en el diagrama de la Figura 2 se pueden consultar en [5, Teorema 6.3] y [25, Teoremas
1.5.19 y 1.5.20].

Irreducible

(C.1)

  

Exacta

(C.1)

��

(C.1) // Mezclante

(C.1)

��

(C.1) // Déb. M

(C.2)

��
Minimal

(C.3)

@@

(C.3)

��

Sobreyectiva T. transitiva

(C.1)

~~
F. transitiva

(C.1) // Transitiva Caótica
(C.1)
oo

Figura 2. Relaciones entre funciones con dominio compacto (y/o de Hausdor�) y f continua.

En el diagrama de la Figura 2, las condiciones (C.1), (C.2) y (C.3) son como sigue:

(C.1) Para cualquier espacio topológico X y para cualquier función f : X → X.
(C.2) Para cualquier espacio topológico X y para cualquier función continua f : X → X.
(C.3) Para cualquier espacio topológico X compacto y para cualquier función continua f : X →

X.
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Como ya mencionamos, los sistemas dinámicos de la De�nición 3.1 son los más conocidos y
estudiados en el área de sistemas dinámicos. Sin embargo, existen otras nociones que también es-
tán relacionadas con la transitividad topológica, aunque no son tan populares como los anteriores.
Por ejemplo, en 1967, H. Furstenberg [15] no solo introduce el concepto de función débilmente
mezclante, también de�ne los F -sistemas, sin embargo, estos últimos son menos conocidos que los
sistemas débilmente mezclantes. Por otro lado, los tipos de sistemas dinámicos presentados en la
De�nición 3.1 han dado pie al surgimiento de nuevos sistemas. En 1997, P. Touhey [26] de�ne una
variante de las funciones caóticas en el sentido de Devaney, a esta clase de funciones las conocemos
como funciones Touhey. Tres años después, F. Blanchard, B. Host y A. Maass [10] introducen el
concepto de función dispersora y en el 2005, D. Kwietniak [18] inicia el estudio de las funciones
exactamente Devaney caóticas. En su gran mayoría, los tipos de sistemas dinámicos que hemos
mencionado fueron de�nidos entre continuos, espacios métricos compactos o espacios compactos
y de Hausdor�. Recientemente, se han de�nido tipos de sistemas dinámicos sobre espacios topo-
lógicos. Por ejemplo, J. H. Mai y W. H. Sun, en el 2010 [21] inician el estudio de las funciones
órbita-transitivas, estrictamente órbita transitivas y ω-transitivas. Finalmente, en el 2017, E. Akin,
J. Auslander y A. Nagar [2] de�nen una clase más grande que la clase de las funciones minimales,
la clase de las funciones minimales inversas sobre espacios métricos.

A continuación, presentamos más clases de funciones del tipo transitivas y vemos de que manera
se relacionan con las funciones que presentamos en la De�nición 3.1.

De�nición 3.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) Órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(x, f)) = X.
(2) Estrictamente órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(f(x), f)) = X.
(3) ω-transitiva si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.
(4) TT++ si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, el conjunto

nf (U, V ) es in�nito.
(5) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topológico Y y cualquier función tran-

sitiva, g : Y → Y , la función f × g es transitiva.
(6) Exactamente Devaney caótica si f es exacta y Per(f) es denso en X.
(7) Minimal inversa si para cada x ∈ X, el conjunto:{

y ∈ X : f l(y) = x, para algún l ∈ N
}

es denso en X.
(8) Totalmente minimal si para cada s ∈ N, fs es minimal.
(9) Dispersora si para cualquier espacio topológico Y y cualquier función minimal, g : Y →

Y , la función f × g es transitiva.
(10) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existen un punto

periódico x ∈ U y k ∈ Z+ tales que fk(x) ∈ V .
(11) Un F -sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 3 mostramos relaciones entre las funciones de las De�niciones 3.1 y
3.2 para el caso general, es decir, cuando X es un espacio topológico y f : X → X cualquier función.
Para las pruebas de estas inclusiones recomendamos revisar [1, 5, 7] y [21] (denotamos con T.
transitiva, F. transitiva, E. Devaney caótica y E. órbita-transitiva a las funciones totalmente tran-
sitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney caóticas y estrictamente órbita-transitivas,
respectivamente).

En el Teorema 3.3 se presentan otras relaciones que no se muestran en el diagrama de la Figura
3. Incluimos su demostración ya que las pruebas no se siguen inmediatamente de la de�nición
como en el caso de las funciones Touhey, exactamente Devaney caóticas, dispersoras, suavemente
mezclantes y los F -sistemas.

Teorema 3.3. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:
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(1) Si f es exacta, entonces f es minimal inversa.
(2) Si f es minimal inversa, entonces f es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es exacta. Sean x ∈ X y U un subconjunto abierto no vacío
de X. Puesto que f es exacta, existe k ∈ N tal que fk(U) = X. Por otro lado, ya que x es un punto
en X, por la igualdad anterior podemos concluir que x ∈ fk(U). Con esto último aseguramos la
existencia de u ∈ U tal que fk(u) = x. Por lo tanto, u ∈ {y ∈ X : f l(y) = x, para algún l ∈ N}.
Así, f es minimal inversa.

Ahora supongamos que f es minimal inversa. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de
X y v ∈ V . Ya que f es minimal inversa, el conjunto {y ∈ X : f l(y) = v, para algún l ∈ N} es
denso en X. Esto implica que la intersección {y ∈ X : f l(y) = v, para algún l ∈ N}∩U es no vacía.
Así, existen u ∈ U y l ∈ N tal que f l(u) = v. Con lo cual podemos concluir que f l(u) ∈ f l(U)∩V .
Por lo tanto, f es transitiva. �
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Figura 3. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

Finalizamos esta sección mostrando ejemplos de las funciones presentadas en las De�niciones
3.1 y 3.2.

Ejemplo 3.4. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] como en el Ejemplo 2.9. De [17, Proposición 7.2], sabemos que
T es exacta. Así, por el diagrama de la Figura 2, T también es mezclante, débilmente mezclante,
totalmente transitiva y transitiva. Más aún, en [17, Proposición 7.3], se veri�ca que Per(T ) es denso
en el intervalo [0, 1], por lo que T es caótica en el sentido de Devaney, exactamente Devaney caótica
y un F -sistema. Finalmente, de [21, pág. 952], sabemos que las propiedades de ω-transitividad y
transitividad son equivalentes para espacios topológicos con una base numerable, parcialmente
compactos y pseudo-regulares y para cualquier función continua. En consecuencia, T también es
ω-transitiva.

Ejemplo 3.5. Sea Rθ : S1 → S1 como en el Ejemplo 2.11. De [25, Proposición 1.6.14], tenemos que
Rθ es minimal. Luego, por el diagrama de la Figura 2, concluimos que Rθ es además, irreducible,
fuertemente transitiva y transitiva. Por otro lado, de [25, Ejemplo 2.3.12], tenemos que Rθ es
TT++. Además, no es difícil veri�car que toda función minimal y continua es minimal inversa [2,
pág. 26], con lo cual obtenemos que Rθ es minimal inversa. Finalmente, si r ∈ N, Rrθ(z) = e2πirθz.
De aquí, para cada r ∈ N, Rrθ(z) es también una rotación irracional. Por lo tanto, para cada r ∈ N,
Rrθ(z) es minimal. Consecuentemente, Rθ es totalmente minimal.
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Ejemplo 3.6. Sea f : X → X como en el Ejemplo 2.19. Luego, f es órbita-transitiva ya que
cl(O(1, f)) = X [21, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 3.7. Sean f : X → X como en el Ejemplo 3.6 y Y = [0, 1] con la topología τ = {[0, t) :
t ∈ (0, 1]} ∪ {∅, Y }. De�namos la función F1 : X × Y → X × Y como sigue:

F1((s, t)) =

{
(s, 0), t 6= 0;
(f(s), 0), t = 0.

Luego, F1 es estrictamente órbita-transitiva ya que cl(O(F1((1, 1)), F1)) = X × Y [21, Ejemplo
3.3].

Ejemplo 3.8. Sea f : [0, 2]→ [0, 2] la función dada por:

f(x) =

 2x+ 1, si 0 6 x 6 1
2 ;

−2x+ 3, si 1
2 6 x 6 1;

−x+ 2, si 1 6 x 6 2.

Se cumple que f es caótica en el sentido de Devaney y Touhey [12, Ejemplo 1].

4. Propiedades dinámicas sobre productos

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Notemos que las De�niciones 2.1 y
2.3 dejan ver una relación muy natural entre los sistemas dinámicos (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) y (Xi, fi),

para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ¾Qué relaciones existen entre los
sistemas dinámicos (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) y (Xi, fi), para cada i ∈ {1, . . . ,m}, cuando alguno de ellos

tiene alguna propiedad dinámica?
Sabemos bien que para responder a esta pregunta, es conveniente analizar primero relaciones

entre los espacios
∏m
i=1Xi y Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m} y después, con ayuda de estos resultados,

empezar a establecer relaciones entre las funciones
∏m
i=1 fi y fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Por esta

razón, en esta sección nos encargamos de estudiar algunas propiedades dinámicas en productos
cartesianos.

Teorema 4.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea (x1, . . . , xm) ∈∏m
i=1Xi. Se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Si (x1, . . . , xm) es un punto transitivo de
∏m
i=1 fi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi

es un punto transitivo de fi.
(2) Si ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi.

(3) (x1, . . . , xm) es un punto periódico de
∏m
i=1 fi si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es

un punto periódico de fi.

Demostración. Supongamos que cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Sean i0 ∈

{1, . . . ,m}, Ui0 un subconjunto abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea
Ui = Xi. De aquí,

∏m
i=1 Ui es un subconjunto abierto no vacío de

∏m
i=1Xi. Por hipótesis,

O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi) ∩ (

m∏
i=1

Ui) 6= ∅.

Se sigue que, existe k ∈ Z+ tal que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. Luego, por la Ob-

servación 2.4, parte (1), tenemos que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) y así,
fki0(xi0) ∈ Ui0 . Por lo tanto, Ui0 ∩ O(xi0 , fi0) 6= ∅ y clXi0 (O(xi0 , fi0)) = Xi0 . Supongamos que
ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, yi0 ∈ Xi0 , k ∈ N, Ui0 un subconjunto

abierto de Xi0 tal que yi0 ∈ Ui0 y, para cada j ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea yj ∈ Xj . Además, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De lo anterior obtenemos que,

∏m
i=1 Ui es un subconjunto

abierto no vacío de
∏m
i=1Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈

∏m
i=1 Ui. Así, por hipótesis, existe l ∈ N con
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l > k tal que (
∏m
i=1 fi)

l((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. Por la Observación 2.4, parte (1), tenemos que,

f li0(xi0) ∈ Ui0 . Por lo tanto, yi0 ∈ ω(xi0 , fi0). Consecuentemente, Xi0 = ω(xi0 , fi0).
Supongamos que (x1, . . . , xm) es un punto periódico de

∏m
i=1 fi. De aquí, existe k ∈ N tal

que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm). Así, por la Observación 2.4, parte (1), para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) = xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es un punto periódico de fi.

Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es un punto periódico de fi. Así, para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) = xi. Sea k = k1 · · · km. De aquí, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fki (xi) = xi. En consecuencia, (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) = (x1, . . . , xm). Por la Observación
2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm). Por lo tanto, (x1, . . . , xm) es un punto
periódico de

∏m
i=1 fi. �

El Ejemplo 4.2 muestra que los recíprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2) no se cumplen en
general.

Ejemplo 4.2. Sea f : X → X como en el Ejemplo 2.15. Notemos que:

(1) clX(O(1, f)) = X y clX(O(2, f)) = X. Sin embargo, O((1, 2), f×2) ∩ {1}2 = ∅. En conse-
cuencia, clX2(O((1, 2), f×2)) 6= X2.

(2) ω(1, f) = X y ω(2, f) = X. Sin embargo, ω((1, 2), f×2) 6= X2.

Existen condiciones bajo las cuales se cumplen los recíprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2).
Una de estas condiciones es la que mostramos en el Teorema 4.3.

Teorema 4.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean (Xi, fi) un sistema dinámico y xi ∈ Xi. Se cumple
lo siguiente:

(1) Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi y Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi, entonces ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi.

(2) Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi y Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi, entonces cl∏m

i=1 Xi
(O ((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi y queXi es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sean (y1, . . . , ym) ∈

∏m
i=1Xi, k ∈ N y U un subconjunto

abierto de
∏m
i=1Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈ U. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un sub-

conjunto abierto no vacío Ui de Xi, tal que (y1, . . . , ym) ∈
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, para todo

i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ N tal que li > k y f
li
i (xi) ∈ Ui. Sea l = máx{l1, . . . , lm}. Por el Lema 2.16,

para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, f li (xi) ∈ Ui. Así, (
∏m
i=1 fi)

l((x1, . . . , xm)) ∈ U. También, notemos
que l > k. Por lo tanto, (y1, . . . , ym) ∈ ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) y así ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =∏m

i=1Xi.
Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi y que Xi es +invariante

sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sea U un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. De aquí,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto no vacío Ui de Xi tal que
∏m
i=1 Ui ⊆ U.

Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, O(xi, fi) ∩ Ui 6= ∅. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe
ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
fki (xi) ∈ Ui. Consecuentemente, (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. De

aquí, concluimos que, O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) ∩ U 6= ∅. Por lo tanto:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi. �

En el Teorema 4.1 vimos una manera natural de relacionar puntos transitivos, ω-límite y
periodicos de las funciones

∏m
i=1 fi y fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Ahora podemos intuir lo que

sucede con los respectivos conjuntos.
La prueba del siguiente corolario se sigue del Teorema 4.1.

Corolario 4.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:
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(1) trans(
∏m
i=1 fi) ⊆

∏m
i=1 trans(fi).

(2) ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) ⊆

∏m
i=1 ω(xi, fi).

(3) Per(
∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1 Per(fi).

Teorema 4.5. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:

(1) cl∏m
i=1 Xi

(trans(
∏m
i=1 fi)) ⊆

∏m
i=1 clXi(trans(fi)).

(2) cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) =

∏m
i=1 clXi(Per(fi)).

Demostración. En virtud del Corolario 4.4, parte (1), es su�ciente con veri�car que

cl∏m
i=1 Xi

(
m∏
i=1

trans(fi)

)
⊆

m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Sean (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 trans(fi)) e i0 ∈ {1, . . . ,m}. Sea Ui0 un subconjunto

abierto de Xi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. Observemos
que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui y que

∏m
i=1 Ui es abierto en

∏m
i=1Xi. Así,

∏m
i=1 Ui∩

∏m
i=1 trans(fi) 6= ∅.

Sea (u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui tal que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ui ∈ trans(fi). De aquí, Ui0 ∩

trans(fi0) 6= ∅. Como Ui0 e i0 ∈ {1, . . . ,m} son arbitrarios, tenemos que xi0 ∈ clXi0 (trans(fi0)) y

en consecuencia, (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(trans(fi)). Por lo tanto:

cl∏m
i=1 Xi

(
m∏
i=1

trans(fi)

)
⊆

m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Finalmente, por el Corolario 4.4, parte (1), tenemos que,

cl∏m
i=1 Xi

(trans(

m∏
i=1

fi)) ⊆
m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Sean (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) e i0 ∈ {1, . . . ,m}. Veamos que xi0 ∈ clXi0 (Per(fi0)).

Sea Ui0 un subconjunto abierto de Xi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pon-
gamos Ui = Xi. Notemos que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui y que

∏m
i=1 Ui es abierto en

∏m
i=1Xi. Así,

(
∏m
i=1 Per(fi)) ∩ (

∏m
i=1 Ui) 6= ∅. Sea (u1, . . . , um) ∈

∏m
i=1 Ui tal que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

ui ∈ Per(fi). De aquí, ui0 ∈ Per(fi0) ∩ Ui0 . Ya que Ui0 e i0 ∈ {1, . . . ,m} son arbitrarios, obtene-
mos que, xi0 ∈ clXi0 (Per(fi0)) y así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi ∈ clXi(Per(fi)). Por lo tanto,

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(Per(fi)).

Ahora, sean (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) y U un subconjunto abierto de

∏m
i=1Xi tal

que (x1, . . . , xm) ∈ U. Veamos que
∏m
i=1 Per(fi) ∩ U 6= ∅. Tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

existe un subconjunto abierto Ui de Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, pa-

ra cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui ∩ Per(fi) 6= ∅. Para todo i ∈ {1, . . . ,m}, sea ui ∈ Ui ∩ Per(fi).
De aquí, (u1, . . . , um) ∈ (

∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Per(fi)). En consecuencia, U ∩ (

∏m
i=1 Per(fi)) 6=

∅. Ya que U es arbitrario, tenemos que (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)). Por lo tanto,

cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) =

∏m
i=1 clXi(Per(fi)). �

Observemos que en algunas condiciones dadas en las De�niciones 3.1 y 3.2, la densidad del
conjunto de puntos periódicos juega un papel muy importante. Por ello, es conveniente conocer las
condiciones bajo las cuales la densidad del conjunto Per(

∏m
i=1 fi) implica la densidad del conjunto

Per(fi), para cada i ∈ {1, . . . ,m} y viceverza.

Teorema 4.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, Per(
∏m
i=1 fi)

es denso en
∏m
i=1Xi si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi.

Demostración. Supongamos que Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. Por el Teorema 4.5, parte

(2),
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) =

∏m
i=1Xi. Consecuentemente, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(Per(fi)) =

Xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi.
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Ahora supongamos que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi. Así,
m∏
i=1

clXi(Per(fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Por otro lado, por el Corolario 4.4, parte (3) y el Teorema 4.5, parte (2),
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) =

cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) = cl∏m

i=1 Xi
(Per (

∏m
i=1 fi)) . Esto implica que, cl∏m

i=1 Xi
(Per(

∏m
i=1 fi)) =∏m

i=1Xi. Por lo tanto, Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. �

El siguiente lema está motivado por la parte (4) de la De�nición 3.2.

Lema 4.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si j ∈ {1, . . . ,m} y Uj y Vj
son dos subconjuntos abiertos no vacíos de Xj y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{j}, ponemos Ui = Xi

y Vi = Xi, entonces n∏m
i=1 fi

(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi) ⊆ nfj (Uj , Vj).

Demostración. Sea k ∈ n∏m
i=1 fi

(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi). De aquí:(

m∏
i=1

Ui

)
∩

(
m∏
i=1

fi

)−k( m∏
i=1

Vi

)
6= ∅.

Así, podemos tomar (y1, . . . , ym) ∈ (
∏m
i=1 Ui) tal que (

∏m
i=1 fi)

k((y1, . . . , ym)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por la

Observación 2.4, parte (1), tenemos que, (fk1 (y1), . . . , fkm(ym)) ∈
∏m
i=1 Vi. Luego, yj ∈ Uj∩f

−k
j (Vj).

Por lo tanto, k ∈ nfj (Uj , Vj) y así:

n∏m
i=1 fi

(
m∏
i=1

Ui,

m∏
i=1

Vi

)
⊆ nfj (Uj , Vj). �

5. Propiedades dinámicas de funciones en productos

Es complicado dar una fecha exacta en la que inicia el estudio de propiedades dinámicas de
funciones producto. Ya que en muchos trabajos, aunque no se habla de la dinámica de funciones
producto como tal, se pueden encontrar algunos resultados que involucran alguna propiedad diná-
mica de estas funciones. En 1967, H. Furstenberg ya hablaba de dinámica topológica, producto de
procesos y producto de �ujos [15]. Años más tarde, W. Bauer y K. Sigmund, citando algunas ideas
de H. Furstenberg, analizan la dinámica topológica de transformaciones inducidas sobre espacios
de medida [6], en dicho trabajo, también se pueden encontrar algunos resultados encaminados al
estudio de propiedades dinámicas de funciones producto. Es hasta el año 2010 cuando N. De§ir-
menci y �. Koçak le dan formalidad al estudio de propiedades dinámicas (principalmente el caos
en el sentido de Devaney) en espacios producto [12]. En particular, analizan las condiciones bajo
las cuales el producto de dos funciones (sobre espacios métricos) f y g caóticas en el sentido de
Devaney es también una función caótica en el sentido de Devaney. Además, demuestran que si el
producto f × g es mezclante, entonces f y g también lo son. Tres años después, R. Li y X. Zhou
[20], considerando a M como alguna de las siguientes clases de funciones: sindéticamente transiti-
vas, sindéticamente sensitivas, co�nitamente sensitivas, multi-sensitivas, ergódicamente sensitivas,
mezclantes y transitivas, analizan las relaciones entre las condiciones: (1) f×g ∈M y (2) f, g ∈M.

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las siguientes
clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente mezclante, mezclante, totalmente transitiva,
fuertemente transitiva, caótica en el sentido de Devaney, minimal, órbita-transitiva, estrictamente
órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, irreducible, suavemente mezclante, minimal inversa, Touhey,
totalmente minimal, dispersora, exactamente Devaney caótica o un F -sistema. Motivados por las
ideas de N. De§irmenci, �. Koçak, R. Li y X. Zhou, en esta sección analizamos relaciones entre las
siguientes condiciones: (1)

∏m
i=1 fi ∈M y (2) para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.
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Teorema 5.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exacta si y sólo si

∏m
i=1 fi es exacta.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es exacta. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} y Ui0 un subconjunto

abierto no vacío de Xi0 . Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De aquí,
∏m
i=1 Ui es un

subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =∏m

i=1Xi. Por la Observación 2.4, parte (2), fki0(Ui0) = Xi0 . Por lo tanto, fi0 es exacta.
Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exacta. Sea U un subconjunto abierto

no vacío de
∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto no vacío

Ui de Xi tal que
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que

fkii (Ui) = Xi. Por otro lado, por el diagrama de la Figura 3, tenemos que, para cualquier i ∈
{1, . . . ,m}, fi es sobreyectiva. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m} y para cada l ∈ N, f li (Xi) = Xi. Sea
k = máx{k1, . . . , km}. Se sigue que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ Z+ tal que k = ki + li.
Esto implica que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fki (Ui) = f li+kii (Ui) = f lii (fkii (Ui)) = f lii (Xi) = Xi.
Finalmente, por la Observación 2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =

∏m
i=1 f

k
i (Ui) =

∏m
i=1Xi. Por

lo tanto, (
∏m
i=1 fi)

k(U) =
∏m
i=1Xi y así

∏m
i=1 fi es exacta. �

De los Teoremas 4.6 y 5.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exactamente Devaney caótica si y sólo si

∏m
i=1 fi es exactamente Devaney

caótica.

Teorema 5.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego,
∏m
i=1 fi es

mezclante si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es mezclante. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subcon-

juntos abiertos no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi.
De aquí,

∏m
i=1 Ui y

∏m
i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Puesto que

∏m
i=1 fi

es mezclante, existe N ∈ N tal que (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅, para todo k > N . Sean

k1 > N y (a1, . . . , am) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi). Luego, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui

tal que (
∏m
i=1 fi)

k1 ((x1, . . . , xm)) = (a1, , . . . , am). Esto es, fk1
i0

(xi0) = ai0 . Así, ai0 ∈ f
k1
i0

(Ui0)∩Vi0 .
Consecuentemente, fki0(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅, para cada k > N . Por lo tanto, fi0 es mezclante.

Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante. Sean U y V subcon-
juntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjun-

tos abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi, tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Ya que, para

cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal que fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para ca-
da k > Ni. Sean N = máx{N1, . . . , Nm} y l > N . Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
f li (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Ahora, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, podemos tomar ai ∈ Ui tal que f li (ai) ∈ Vi.
Esto implica que, (a1, . . . , am) ∈

∏m
i=1 Ui y (

∏m
i=1 fi)

l(a1, . . . , am) ∈
∏m
i=1 Vi. En consecuencia,

(
∏m
i=1 fi)

l(a1, . . . , am) ∈ ((
∏m
i=1 fi)

l(
∏m
i=1 Ui)) ∩ (

∏m
i=1 Vi). Así, para cada l > N ,

((

m∏
i=1

fi)
l(

m∏
i=1

Ui)) ∩ (

m∏
i=1

Vi) 6= ∅.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es mezclante. �

Para el caso de las funciones transitivas, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, fuer-
temente transitivas, caóticas en el sentido de Devaney, órbita-transitivas, estrictamente órbita-
transitivas, ω-transitivas, TT++, minimales inversas, Touhey, los F -sistemas, dispersoras y suave-
mente mezclantes no nos es posible establecer un resultado similar al de los Teoremas 5.1, 5.2 y
5.3, sin embargo, podemos establecer el siguiente:
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Teorema 5.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente
transitiva, caótica en el sentido de Devaney, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-
transitiva, TT++, minimal inversa, Touhey, un F -sistema, dispersora o suavemente mezclante. Si∏m
i=1 fi ∈M, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 sub-

conjuntos abiertos no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y
Vi = Xi. De aquí,

∏m
i=1 Ui y

∏m
i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Pues-

to que,
∏m
i=1 fi es transitiva, existe k ∈ N tal que (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. Sea

(u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui tal que (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por la Observación 2.4, parte

(1), tenemos que fki0(ui0) ∈ Vi0 . Por lo tanto, fki0(ui0) ∈ fki0(Ui0) ∩ Vi0 , fki0(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅ y así fi0
es transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es débilmente mezclante. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, U y V subconjuntos

abiertos no vacíos de Xi0 × Xi0 . De aquí, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1
i0
, U2

i0
, V 1
i0

y
V 2
i0

de Xi0 tales que U1
i0
× U2

i0
⊆ U y V 1

i0
× V 2

i0
⊆ V. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea U1

i =

U2
i = V 1

i = V 2
i = Xi. Luego, (

∏m
i=1 U

1
i ) × (

∏m
i=1 U

2
i ) y (

∏m
i=1 V

1
i ) × (

∏m
i=1 V

2
i ) son subconjuntos

abiertos no vacíos de (
∏m
i=1Xi) × (

∏m
i=1Xi). Por hipótesis, existen ((a1, . . . , am), (b1, . . . , bm)) ∈

(
∏m
i=1 U

1
i )× (

∏m
i=1 U

2
i ) y k ∈ N tales que:((

m∏
i=1

fi

)
×

(
m∏
i=1

fi

))k
((a1, . . . , am), (b1, . . . , bm)) ∈

(
m∏
i=1

V 1
i

)
×

(
m∏
i=1

V 2
i

)
.

Así, por la Observación 2.4, parte (1), (fi0 × fi0)k((ai0 , bi0)) ∈ V 1
i0
× V 2

i0
. Más aún, (ai0 , bi0) ∈

U1
i0
× U2

i0
. Por lo tanto, (fi0 × fi0)k(U) ∩ V 6= ∅ y f×2

i0
es transitiva. Finalmente, fi0 es débilmente

mezclante.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} y s ∈ N. Por hipótesis,

(
∏m
i=1 fi)

s es transitiva. Luego, por la Observación 2.4, parte (1),
∏m
i=1 f

s
i es transitiva. Así, por

el primer párrafo de la prueba de este teorema, se tiene que fsi0 es transitiva. Por lo tanto, fi0 es
totalmente transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es fuertemente transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 un subconjunto

abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De aquí,
∏m
i=1 Ui

es un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existe s ∈ N tal que

∏m
i=1Xi =⋃s

k=0(
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui). Sea xi0 ∈ Xi0 y, para todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea xi ∈ Xi. Luego,

existe k1 ∈ {0, . . . , s} tal que (x1, . . . , xm) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui). Así, por la Observación 2.4,

parte (1), tenemos que xi0 ∈ f
k1
i0

(Ui0). Por lo tanto, Xi0 =
⋃s
k=0 f

k
i0

(Ui0) y así fi0 es fuertemente
transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney. Por el primer párrafo de la

prueba de este teorema, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. Además, por el Teorema 4.6,
para todo i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es caótica en
el sentido de Devaney.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es órbita-transitiva. De aquí, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi tal

que cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, tenemos que, clXi(O(xi, fi)) = Xi. Así, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es órbita-
transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es estrictamente órbita-transitiva. Luego, existe

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi tal que:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

((
m∏
i=1

fi

)
((x1, . . . , xm)) ,

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.
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Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(fi(xi), fi)) = Xi y así, para
cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es estrictamente órbita-transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es ω-transitiva. De aquí, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi tal que

ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Así, por el Teorema 4.1, parte (2), para cada i ∈ {1, . . . ,m},

ω(xi, fi) = Xi. Por lo tanto, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es ω-transitiva.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es TT++. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos no

vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi. De aquí, por el Lema
4.7, n∏m

i=1 fi
(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi) ⊆ nfi0 (Ui0 , Vi0). Además, por hipótesis, n∏m

i=1 fi
(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi)

es in�nito. Por lo tanto, nfi0 (Ui0 , Vi0) es in�nito y así fi0 es TT++.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es minimal inversa. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, xi0 ∈ Xi0 , Ui0 un subcon-

junto abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sean Ui = Xi y xi ∈ Xi. De aquí,∏m
i=1 Ui es un subconjunto abierto no vacío de

∏m
i=1Xi. Por hipótesis, tenemos que {A ∈

∏m
i=1Xi :

(
∏m
i=1 fi)

l(A) = (x1, . . . , xm), para algún l ∈ N} ∩
∏m
i=1 Ui 6= ∅. Sean (u1, . . . , um) ∈

∏m
i=1 Ui

y l ∈ N tales que (
∏m
i=1 fi)

l((u1, . . . , um)) = (x1, . . . , xm). De la Observación 2.4, parte (1),
ui0 ∈ {y ∈ Xi0 : f li0(y) = xi0 , para algún l ∈ N} ∩ Ui0 6= ∅. Así, el conjunto {y ∈ Xi0 : f li0(y) =
xi0 , para algún l ∈ N} es denso en Xi0 . Puesto que xi0 ∈ Xi0 es arbitrario, podemos concluir que
fi0 es minimal inversa.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es Touhey. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos

no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi. Así,
∏m
i=1 Ui y∏m

i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existen un punto periódico

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 Ui y k ∈ Z+ tales que (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por el Teorema

4.1, parte (3), xi0 es un punto periódico de fi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y por la Observación 2.4, parte
(1), fki0(xi0) ∈ Vi0 . Por lo tanto, fi0 es Touhey.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es un F -sistema. Así,

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva y Per(

∏m
i=1 fi)

es denso en
∏m
i=1Xi. Por el tercer párrafo de la prueba de este teorema, tenemos que, para todo i ∈

{1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva. Además, por el Teorema 4.6, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m},
Per(fi) es denso en Xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es un F -sistema.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es dispersora. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Y un espacio topológico, g :

Y → Y una función minimal y U y V subconjuntos abiertos no vacíos de Xi0 ×Y . De aquí, existen
subconjuntos abiertos no vacíos U1

i0
y U2

i0
deXi0 y subconjuntos abiertos no vacíos V1 y V2 de Y tales

que U1
i0
×V1 ⊆ U y U2

i0
×V2 ⊆ V. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea U1

i = U2
i = Xi. Así,

∏m
i=1 U

1
i

y
∏m
i=1 U

2
i son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Puesto que (

∏m
i=1 fi)× g es transitiva,

existen ((u1, . . . , um), v1) ∈ (
∏m
i=1 U

1
i )× V1 y k ∈ N tales que ((

∏m
i=1 fi)× g)k((u1, . . . , um), v1) ∈

(
∏m
i=1 U

2
i )×V2. De aquí, (ui0 , v1) ∈ U1

i0
×V1 y por la Observación 2.4, parte (1), (fi0×g)k((ui0 , v1)) ∈

U2
i0
× V2. Por lo tanto, (fi0 × g)k(U) ∩ V 6= ∅ y así fi0 es dispersora.
La prueba para las funciones suavemente mezclantes es análoga a la prueba dada para funciones

dispersoras. �

El recíproco del Teorema 5.4 no es cierto en general. Veamos un ejemplo parcial de esto en el
siguiente:

Ejemplo 5.5. Sea f : [0, 2]→ [0, 2] la función dada por:

f(x) =

 2x+ 1, si 0 6 x 6 1
2 ;

−2x+ 3, si 1
2 6 x 6 1;

−x+ 2, si 1 6 x 6 2.

En [12, Ejemplo 1], se veri�ca que f es una función caótica en el sentido de Devaney. Además,
se prueba que f×2 : [0, 2]2 → [0, 2]2 no es transitiva y por lo tanto, no es caótica en el sentido de
Devaney. Más aún, en [1] y [21], se veri�ca que para continuos y funciones continuas, las funciones:
transitiva, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva y TT++ son equivalentes.
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Por lo tanto, el recíproco del Teorema 5.4, para todas estas clases de funciones no se cumple en
general.

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el Teorema 5.4 ya que
para estas dos clases de funciones requerimos la continuidad de la función.

Teorema 5.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fi es continua y

∏m
i=1 fi es minimal, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal.

Demostración. Sea i0 ∈ {1, . . . ,m}. Puesto que fi0 es continua, por [21, Proposición 6.2] es
su�ciente con veri�car que, para cada x ∈ Xi0 , clXi0 (O(x, fi0)) = Xi0 . Sean xi0 ∈ Xi0 y para
todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi ∈ Xi. De aquí, (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi. Puesto que, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, fi es continua, no es difícil veri�car que
∏m
i=1 fi es una función continua. En

consecuencia,
∏m
i=1 fi es continua y minimal. Así:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Luego, por el Teorema 4.1, parte (1), para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi. En
particular, clXi0 (O(xi0 , fi0)) = Xi0 . Como xi0 ∈ Xi0 es arbitrario, de [21, Proposición 6.2], fi0 es
minimal. �

Corolario 5.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fi es continua y

∏m
i=1 fi es totalmente minimal, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi

es totalmente minimal.

Demostración. Sea s ∈ N. Por hipótesis, (
∏m
i=1 fi)

s es minimal. De aquí, por la Observación 2.4,
parte (1),

∏m
i=1 f

s
i es minimal. Así, por el Teorema 5.6, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fsi es minimal.

�

Lema 5.8. Para cada i ∈ {1, . . . ,m + 1}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi×fm+1 es transitiva, entonces
(
∏m
i=1 fi)× fm+1 es transitiva.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y que fi × fm+1 es transitiva. Sean U y V dos subconjuntos abiertos no vacíos
de (

∏m
i=1Xi) × Xm+1. De aquí, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1 y U2 de

∏m
i=1Xi

y subconjuntos abiertos no vacíos V1 y V2 de Xm+1 tales que, U1 × V1 ⊆ U y U2 × V2 ⊆ V.
Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1

i , U
2
i de Xi tales que∏m

i=1 U
1
i ⊆ U1 y

∏m
i=1 U

2
i ⊆ U2. Por hipótesis, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que

(fi×fm+1)ki(U1
i ×V1)∩(U2

i ×V2) 6= ∅. Luego, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe (ui, vi) ∈ U1
i ×V1 tal

que (fi × fm+1)ki((ui, vi)) ∈ U2
i × V2. Consecuentemente, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fkii (ui) ∈ U2

i .
Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16, obtenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈
U2
i . Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} tal que k = ki0 y v = vi0 . Así, f

k
m+1(v) ∈ V2. Esto implica que,

((u1, . . . , um), v)) ∈ (
∏m
i=1 U

1
i ) × V1 y ((

∏m
i=1 fi) × fm+1)k(((u1, . . . , um), v)) ∈ (

∏m
i=1 U

2
i ) × V2.

Consecuentemente, ((
∏m
i=1 fi)× fm+1)k(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) 6= ∅. Por lo tanto, (

∏m
i=1 fi)× fm+1

es transitiva. �

Como mencionamos anteriormente, los conjuntos +invariantes juegan un papel muy importante
para que el recíproco de varios de los resultados que presentamos en este trabajo se puedan veri�car.
Veamos por ejemplo la prueba del Teorema 5.9.
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Teorema 5.9. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, caótica en el
sentido de Devaney, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, Touhey,
dispersora, un F -sistema o suavemente mezclante. Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈ M y Xi es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi, entonces

∏m
i=1 fi ∈M.

Demostración. En toda la prueba estamos suponiendo que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. Sean U y V subconjuntos abier-
tos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no

vacíos Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Por hipótesis, para cualquier

i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, pode-
mos tomar ui ∈ Ui tal que f

ki
i (ui) ∈ Vi. Pongamos k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16,

tenemos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈ Vi. Esto implica que, (u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui

y (fk1 (u1), . . . , fkm(um)) ∈
∏m
i=1 Vi. De aquí, (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Finalmente,

(
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui)∩(

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. Por lo tanto, (

∏m
i=1 fi)

k(U)∩V 6= ∅ y así
∏m
i=1 fi es transitiva.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es débilmente mezclante. Sean U1,U2,V1 y
V2 subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen sub-

conjuntos abiertos no vacíos U1
i , U

2
i , V

1
i y V 2

i de Xi, tales que
∏m
i=1 U

1
i ⊆ U1,

∏m
i=1 U

2
i ⊆ U2,∏m

i=1 V
1
i ⊆ V1 y

∏m
i=1 V

2
i ⊆ V2. Puesto que fi es débilmente mezclante, para todo i ∈ {1, . . . ,m},

existe ki ∈ N tal que fkii (U ji ) ∩ V ji 6= ∅, para cada j ∈ {1, 2}. Para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, sea
ai ∈ U1

i tal que fkii (ai) ∈ V 1
i y a′i ∈ U2

i tal que fkii (a′i) ∈ V 2
i y pongamos k = máx{k1, . . . , km}.

Luego, por el Lema 2.16, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ai) ∈ V 1
i y fki (a′i) ∈ V 2

i . Esto implica que,
(
∏m
i=1 fi)

k((a1, . . . , am)) ∈
∏m
i=1 V

1
i y (

∏m
i=1 fi)

k((a′1, . . . , a
′
m)) ∈

∏m
i=1 V

2
i . Consecuentemente,

(
∏m
i=1 fi)

k(U1)∩V1 6= ∅ y (
∏m
i=1 fi)

k(U2)∩V2 6= ∅. Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es débilmente mezclante.

Supongamos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva. Sean s ∈ N y U y V

subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjun-

tos abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Puesto que, para todo

i ∈ {1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva, tenemos que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N
tal que (fsi )ki(Ui)∩Vi 6= ∅. Esto implica que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fskii (Ui)∩Vi 6= ∅. Ahora, pa-
ra todo i ∈ {1, . . . ,m}, podemos tomar ui ∈ Ui tal que fskii (ui) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por
el Lema 2.16, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fski (ui) ∈ Vi. Así, (fsk1 (u1), . . . , fskm (um)) ∈

∏m
i=1 f

sk
i (Ui)

y (fsk1 (u1), . . . , fskm (um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Además, por la Observación 2.4, parte (1), tenemos que,

(
∏m
i=1 fi)

sk((u1, . . . , um)) ∈ (
∏m
i=1 fi)

sk(
∏m
i=1 Ui) y (

∏m
i=1 fi)

sk((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Conse-

cuentemente: (
m∏
i=1

fi

)sk
((u1, . . . , um)) ∈

( m∏
i=1

fi

)sk( m∏
i=1

Ui

) ∩ m∏
i=1

Vi.

De aquí, (
∏m
i=1 fi)

s es transitiva y como s ∈ N es arbitrario, tenemos que
∏m
i=1 fi es totalmente

transitiva.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es caótica en el sentido de Devaney. Así, para

todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva y Per(fi) es denso en Xi. Por la primera parte de la prueba
de este teorema, tenemos que,

∏m
i=1 fi es transitiva y por el Teorema 4.6, Per(

∏m
i=1 fi) es denso

en
∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es órbita-transitiva. Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
existe xi ∈ Xi tal que clXi(O(xi, fi)) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (2),

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es órbita-transitiva.
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Supongamos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es estrictamente órbita-transitiva. Así, para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe xi ∈ Xi tal que clXi(O(fi(xi), fi)) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (2):

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(f1(x1), . . . , fm(xm)),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Consecuentemente, cl∏m
i=1 Xi

(O ((
∏m
i=1 fi) ((x1, . . . , xm)),

∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,∏m

i=1 fi es estrictamente órbita-transitiva.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es ω-transitiva. De aquí, para todo i ∈

{1, . . . ,m}, existe xi ∈ Xi tal que ω(xi, fi) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (1), obtenemos
que ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es ω-transitiva.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es TT++. Sean U y V subconjuntos abiertos
no vacíos de

∏m
i=1Xi. Luego, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos

Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Puesto que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es

TT++, tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, nfi(Ui, Vi) es in�nito. Para todo i ∈ {1, . . . ,m},
sea ki ∈ nfi(Ui, Vi). Así, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fkii (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Se sigue que, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}, existe ui ∈ Ui tal que fkii (ui) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16,
para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈ Vi. De aquí, (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩

(
∏m
i=1 Vi). Consecuentemente, (

∏m
i=1 fi)

k(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, k ∈ n∏m
i=1 fi

(U,V). Ahora,
ya que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, nfi(Ui, Vi) es in�nito, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, podemos
tomar k′i ∈ nfi(Ui, Vi) tal que k′i > k. Sea k1 = máx{k′1, . . . , k′m}. Por el Lema 2.16, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fk1

i (ui) ∈ Vi. Se sigue que, (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui)∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. En consecuencia,

(
∏m
i=1 fi)

k1(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, k1 ∈ n∏m
i=1 fi

(U,V) y k1 > k. Continuando con este proceso,
obtenemos que n∏m

i=1 fi
(U,V) es un conjunto in�nito y como U y V son arbitrarios, concluimos que∏m

i=1 fi es TT++.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no

vacíos de
∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos Ui y

Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Además, ya que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi

es Touhey, tenemos que, para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos Ui y Vi, existen un punto
periódico xi ∈ Ui y ki ∈ Z+ tales que fkii (xi) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Luego, por el Lema
2.16, obtenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Vi. Por el Teorema 4.1, parte (3), podemos
concluir que, (x1, . . . , xm) es un punto periódico de

∏m
i=1 fi tal que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui ⊆ U y

(
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Vi ⊆ V. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es Touhey.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es un F -sistema. Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
fi es totalmente transitiva y Per(fi) es denso en Xi. Por el tercer párrafo de la prueba de este
teorema, tenemos que

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva. Además, por el Teorema 4.6, sabemos que

Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es un F -sistema.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es suavemente mezclante. Sean Y un espacio
topológico y g : Y → Y una función transitiva. Por hipótesis, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi × g es
transitiva. Así, por el Lema 5.8, (

∏m
i=1 fi) × g es transitiva. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es suavemente

mezclante.
La prueba para las funciones dispersoras es análoga a la prueba dada para funciones suavemente

mezclantes. �

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el enunciado del Teorema
5.9 porque para estas dos condiciones volvemos a requerir la continuidad de la función.

Proposición 5.10. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi es minimal y continua,
entonces

∏m
i=1 fi es minimal.
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Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal y queXi es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Por hipótesis tenemos que

∏m
i=1 fi es continua. Así, por [21,

Proposición 6.2], solo hay que veri�car que, para todo(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi,

cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Sea (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi. Ya que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal, obtene-

mos que clXi(O(xi, fi)) = Xi y puesto que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo fi, por el Teorema 4.3, parte (2), tenemos que

cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es minimal. �

Corolario 5.11. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para todo i ∈
{1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi es totalmente minimal y
continua, entonces

∏m
i=1 fi es totalmente minimal.

Demostración. Sea s ∈ N. Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fsi es minimal y continua. Así,
por la Proposición 5.10,

∏m
i=1 f

s
i es minimal. Luego, por la Observación 2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

s

es minimal. Finalmente, ya que s ∈ N es arbitrario, tenemos que
∏m
i=1 fi es totalmente minimal.

�

Con la elaboración de este capítulo esperamos, principalmente, que despierte en alguien el
interés de seguir engrandeciendo el estudio de propiedades dinámicas de funciones en productos.
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