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Resumen

En este trabajo se busca comprender, analizar y comparar los comportamientos
dinamicos del Bruselador sin difusion, modelado mediante ecuaciones diferenciales,
ecuaciones en diferencias y ecuaciones en diferencias con retardo.

Para llevar a cabo este analisis hablaremos de las reacciones quimicas oscilantes por lo
gue introduciremos algunos conceptos de cinetica quimica, ademas haremos una revision
historica acerca de los intentos de modelacion matematica de este fenomeno quimico
oscilatorio, en particular, hablaremos acerca de la reaccion Belousov-Zhabotinsky (BZ)
y el modelo matematico del Bruselador, el cual describe el comportamiento de algunas
reacciones quimicas oscilantes, este modelo fue planteado por Prigogine y Levefer en los
anos 50.

Tambien haremos una revision de conceptos relacionados con sistemas dinamicos
continuos y discretos, e interpretaremos estos conceptos de sistemas dinamicos en
terminos de la quimica.

Usando los conceptos mencionados analizaremos de manera numerica los diferentes
modelos del Bruselador para conocer su dinamica y compararla.

Palabras clave: Bruselador, reacciones quimicas oscilantes, cinetica quimica.
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Abstract

In this study we analyze and compare the dynamical behavior of the Brusselator without
difussion, modeled by differential equations, equations in differences and delay differences
equations.

To carry out this analysis we introduce oscillating chemical reactions giving some
concepts of chemical kinetics, in addition we present a historical review about the
mathematical proposals to model oscillatory chemical phenomenon, in particular we address
the Belousov Zhabotinsky reaction and the mathematical model of the Brusselator which
generalize the behavior of some oscillating chemical reactions, this model was proposed by
Prigogine and Levefer in the 1950s.

We also review concepts related to continuos and discrete dynamical systems, and
interpret this concepts in terms of chemistry.

Using the above concepts and numerical methods, we analyze the different models of
the Brusselator to understand and compare them.

Keywords: Brusselator, oscillating chemical reactions, chemical kinetics.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteamiento del problema

Es usual elegir algun tipo de formalismo para modelar un determinado fenomeno,
sin embargo, cada formalismo tiene sus particularidades y puede dar lugar a diferentes
comportamientos independientemente del fenomeno que se modela, este trabajo busca
comprender y analizar los comportamientos dinamicos del Bruselador sin difusion modelado

mediante:
m ecuaciones diferenciales ordinarias,
m ecuaciones en diferencias,
m ecuaciones en diferencias con discretizacion,
m ecuaciones en diferencias con discretizacion y un retardo.

para comparar las dinamicas obtenidas.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Analizar el comportamiento dinamico del Bruselador modelado con diferentes formalis-
mos.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos que nos permitiran lograr el objetivo general se describen a
continuacion:

m Estudiar el Bruselador sin difusion continuo.

m Estudiar el Bruselador sin difusion discreto.
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m Estudiar el Bruselador sin difusion discreto con retardo.

m Analizar y comparar la dinamica obtenida bajo cada modelo.

1.3. Metodologia

m Conocer algunos conceptos de la Quimica para comprender las reacciones quimicas
oscilantes.

m Estudiar la historia de las reacciones quimicas oscilantes y sus modelos matematicos.

m Analizar un modelo matematico que generaliza el comportamiento oscilatorio (Bruse-
lador).

m Introducir los conceptos matematicos de dinamica continua y discreta necesarios para
analizar el modelo del Bruselador.

m Con base en la teoria de sistemas dinamicos continuos y discretos realizar los analisis
correspondientes de estabilidad.

m Comparar los comportamientos obtenidos a partir de los diferentes modelos.

1.4. Conceptos de Quimica

A nuestro alrededor suceden incontables reacciones quimicas, algunas de manera
natural dependiendo de la presencia de ciertas condiciones como la temperatura, presion
atmosferica, cantidad de elementos quimicos, entre otros factores presentes en la
naturaleza, o por la influencia de actividades humanas, como la elaboracion de sustancias
guimicas en las fabricas.

Una reaccion quimica es un proceso en el cual una o mas sustancias llamadas reacti-
vos se transforman, cambian su estructura molecular y sus enlaces, para transformarse en
otras sustancias llamadas productos.

Ejemplos de reacciones quimicas son las emisiones de gases, cambios de colores en
las sustancias, etc. En el cuerpo humano suceden reacciones quimicas, algunos ejemplos
ocurren durante la respiracion y en la digestion de los alimentos.

Las reacciones quimicas tienen como caracteristica que los productos tienen un aspecto
muy diferente del que tenian las sustancias que reaccionan, por ejemplo, la sal de mesa
(Cloruro de sodio) es un producto que se genera a partir de una reaccion quimica, en esta
reaccion los reactivos son atomos de sodio en una red cristalina de estado solido (Na) y
moleculas diatomicas de cloro en estado gaseoso (C12).
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Ley de accion de masas.

Una caracteristica principal de las reacciones quimicas es que se cumple la ley de accion
de masas, que indica lo siguiente: La relacion del producto de las actividades quimicas (se
considera la actividad quimica igual a la concentracion en soluciones diluidas) elevadas a los
coeficientes estequiometricos en la reaccion de productos y reactivos permanece constante
al equilibrio. Para cualquier reaccion:

aA+ bB " cC+ dD.

Antes de alcanzar el equilibrio tenemos la relacion siguiente:

Q _ [C]c[D]d
Q [AlaB]b

Donde Q es el valor que disminuye durante la reaccion hasta que permanece constante al
alcanzar el equilibrio. Una vez en el equilibrio, la ecuacion anterior se transforma en

K _ [ClcD]d
[Ala[Blb.

Donde K _ constante de reaccion en el equilibrio y es unica para cada reaccion especifica.
Las letras entre parentesis rectangular indican concentracion molar de reactivo o producto
y los exponentes son los coeficientes estequiometricos respectivos en la reaccion. De
acuerdo con estas expresiones matematicas: Si K * 1, entonces la reaccion es reversible
y se dice que se encuentra desplazada a la izquierda. Si K _ 1, es una reaccion en la que se
obtiene 50% de reactivos y 50% de productos. Si K * 1, la reaccion tiene un rendimiento
alto y se dice que esta desplazada a la derecha. Si se utiliza Q se sabe que: Si Q < K:
la reaccion se lleva a cabo hacia los productos (derecha), y Q va a aumentar hasta llegar
a K, donde se vuelve constante. Si Q > K : la relacion entre productos y reactivos es muy
grande, entonces los productos se convierten en reactivos y la reaccion se lleva a cabo en
sentido contrario (izquierda, pero en menor cantidad). Si Q _ K : el sistema se encuentra
en equilibrio.

Cinetica quimica

La cinetica quimica es la rama de la quimica, encargada del estudio cuantitativo de
la rapidez de reaccion. Podemos definirla como la encargada de tratar la velocidad de una
reaccion, los factores que influyen en ella, y del mecanismo a traves del cual los reactivos se
transforman en productos. Esta transformacion de reactivos en productos, puede ser rapida,
lenta, e incluso puede llegar a no suceder nunca. Algunas reacciones ocurren en un solo
paso, a traves de un choque simple de dos moleculas y el reordenamiento de los atomos,
pero por lo general, las reacciones suceden mediante etapas intermedias que forman en
conjunto el mecanismo de la reaccion. El descubrimiento de las reacciones intermedias,
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por las cuales los reactivos se convierten en productos, es decir, la descripcion de las
reacciones con exactitud, es tambien papel de la cinetica quimica. Algunas reacciones
guimicas, ocurren de forma practicamente instantanea a temperatura ambiente, en cambio,
otras suceden muy lentamente aun estando en las mismas condiciones, este hecho hace
algo dificil definir el concepto de velocidad de reaccion que intentamos entenderlo como:
La velocidad de reaccion representa la rapidez con la que tiene lugar la transformacion de
unos reactivos, en otras distintas, los productos. En todas las reacciones, con el paso del
tiempo, se agotan los reactivos a la vez que se van transformando en productos, de esta
manera podemos definir otro termino importante en la cinetica quimica: la velocidad media
de reaccion. Supongamos asi teoricamente la reaccion:

aA+ bB " cC+ dD,

La velocidad en esta reaccion se expresa en funcion de la concentracion de los reactivos,
dfA] d[B]
at 7 dt

las concentraciones de los productos Cy D, en un espacio de tiempo:

en este caso, Ay B, es decir: También puede expresarse como el aumento de

. - - dt. y dt -
Generalmente las concentraciones se miden en moles por litro (mol*L-1) ,y los espacios

de tiempo, en segundos (s). De este modo, la velocidad se medira en moles por litro por
segundo (mol * L-is-i). Para que las variaciones anteriormente citadas sean analogas,
debe tenerse en cuenta que: a) Por cada a mol * L-i de A que se agote, desaparecera
tambien un bmol * L-i de B, a la vez que se producen cmol *L-i de Cydmol *L-i de D.

Es por esto que cada cambio de concentracion necesita ser dividido por el coeficiente
estequiometrico que corresponda. Como [A] y [B] disminuyen, sus transformaciones son
negativas, siendo en cambio las de [C] y [D], positivas. Recordemos que una reaccion
elemental es aquella que se produce en un solo paso o etapa y las no elementales son
aquellas en donde la reaccion ocurre en varios pasos.

Veamos de manera general como se determinan las velocidades de una reaccion
quimica, las cuales se llaman ecuaciones de velocidad. Supongamos que tenemos una
ecuacion quimica de la forma

TiRi + ... + 'nRn k piPi + ..+ pmPmi

donde r, son los coeficientes estequiometricos que indican el numero de moleculas
utiizadas de cada reactivo durante la reaccion quimica, R son los reactivos, pj son
coeficientes estequiometricos que indican el numero de moleculas generadas del producto,
y Pj son los productos generados, dondei _ 1,... ,nyj _ 1,.... m.

La velocidad de reaccion de esta ecuacion quimica esta dada como

vV _ d[Ri] _ __1dRn] _ +1d[Pi] _ _ diPm]
ri dt rn dt pi dt Pm dt
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y por la ley de la velocidad N

v _ kn[Ri]ri,
i=i

en consecuencia, la ecuacion de velocidad se escribe como

1@ ki, [RiTL

coni _1,...,n

Ahora describiremos algunas de las clasificaciones mas importantes que se le hacen
a las reacciones quimicas. Una primera clasificacion se realiza segun la naturaleza de los
reactivos.

Una reaccion irreversible es una reaccion quimica que se verifica en un solo sentido, es
decir, se prolonga hasta agotar por completo una o varias de las sustancias reaccionantes
y por tanto la reaccion inversa no ocurre de manera espontanea. Este tipo de reaccion se
representa con una flecha con sentido a la derecha , donde la flecha indica el sentido de la
reaccion; esta ecuacion representa una reaccion directa (hacia la derecha)

aA+ bB " cC+ dD.

En estas reacciones la variacion de entropia ocurre de tal manera que la entropia final es
diferente a la inicial, por tanto, no se puede volver al estado inicial de entropia.

Un ejemplo de reaccion irreversible es la combustion del gas metano cuya reaccion
guimica es la siguiente:

CH4+ 202 — »CO2+ 2H20

donde el metano reacciona con el oxigeno en presencia de calor para formar dioxido de
carbono y agua, en esta reaccion no hay un proceso reversible ya que se agotan todos los
reactivos.

Las reacciones reversibles, por otra parte, son aquellas en las que los reactivos no se
transforman totalmente en productos, ya que estos vuelven a formar los reactivos, dando
lugar asi a un proceso de doble sentido que desemboca en equilibrio quimico. Este tipo
de reacciones se representan con una doble flecha, donde la flecha indica el sentido de
la reaccion; esta ecuacion representa una reaccion directa (hacia la derecha) que ocurre
simultaneamente con una reaccion inversa (hacia la izquierda):

aA + bB —cC + dD.

En la seccion (2.8) hablaremos con mas detalle acerca del equilibrio quimico.
Un ejemplo de reaccion reversible es el proceso quimico entre el dioxido de nitrdgeno y
el tetroxido de dinitrogeno
2NO2 — N204.
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El factor importante en la realizacion de este proceso quimico es la temperatura. E dioxido
de nitrogeno que es un gas amarillo reacciona a la temperatura baja para formar el tetroxido
de dinitrogeno que es un liquido utilizado como comburente de cohetes. Si la temperatura
aumenta, ocurre la reaccion inversa, la cual da lugar a concentraciones de dioxido de
nitrogeno.

Por el tipo de intercambio que se realiza con el medio donde se desarrolla, los sistemas
se clasifican como: abiertos, cerrados y aislados.

Un sistema abierto es aquel que puede intercambiar energia y materia con el medio.
Un ejemplo de sistema abierto es un recipiente lleno de agua sin tapar.

Un sistema cerrado es aquel que intercambia sélo energia con el medio, es decir, no
hay intercambio de materia. Creamos un sistema cerrado al cerrar o tapar el recipiente que
esta lleno de agua de tal manera que el vapor de agua no se escape o condense en el
recipiente, en este sistema existe transferencia de energia pero no de masa.

Un sistema aislado es aquel que no realiza intercambio ni de materia ni de energia con
el medio. Estos son sistemas ideales, debido a que no hay manera de aislar un sistema del
medio. Un ejemplo posible de este sistema es un termo con agua en su interior, donde el
termo es un recipiente totalmente aislado, de esta manera es posible construir un sistema
casi aislado.

Otra clasificacion de los sistemas es segun la naturaleza de los reactivos. Un sistema
es homogéneo si esta formado por una sola fase (parte). Es una sustancia de estructura
y composicion uniforme, es decir, no se pueden observar sus componentes. Un ejemplo de
este sistema es la mezcla entre agua y sal, donde no es posible observar sus componentes.
Un sistema es heterogéneo si esta formado por dos o0 mas fases (partes), su caracteristica
fundamental es que se pueden apreciar las distintas partes que componen al sistema. Un
ejemplo de este sistema es la mezcla de agua y arena, donde es posible observar dos
fases.

Cuando ocurre una reaccion quimica, generalmente no sucede que todos los reactivos
colisionen y formen el producto final en un solo paso, sino que la formacion del producto
final pasa por diferentes etapas donde unos reactivos forman un producto intermedio. Este
producto intermedio interactua con otros reactivos, formando otros productos. Este proceso
continua hasta formar el producto final. El conjunto de ecuaciones quimicas teoricas que
intentan explicar este proceso se llama mecanismo de reaccién quimica, el cual consta
de un conjunto de reacciones quimicas elementales que describen de manera ordenada la
forma en que los reactivos interactulan entre ellos formando productos intermedios, hasta
formar el producto final. Un ejemplo sencillo es la reaccion entre hidrogeno (H2) y yodo (12,
para producir yoduro de hidrogeno (2H1), cuya reaccion neta es
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Durante muchos afios se pensé que la reaccion ocurria en un solo paso, pero en la década
de 1960 los quimicos observaron que el mecanismo de reaccion es mucho mas complejo,
y Se propuso un mecanismo de reaccion de dos pasos:

h ~ 21
H2+ 21 A 2H1,

donde dos atomos de yoduro (1-) son los productos intermedios [4].

1.5. Panorama histérico del problema

Como ya mencionamos, la formacion del producto final en una reaccion quimica, puede
pasar por la formacion de productos intermedios, este fenomeno puede tener diferentes
comportamientos. En particular la cantidad de sus concentraciones, puede oscilar en el
tiempo. Al principio del siglo XIX se consideraban irrelevantes las reacciones quimicas
donde aparecieran estas oscilaciones, esto se debe a que los quimicos creian que las
oscilaciones solo podian ocurrir en sistemas quimicos heterogeneos, es decir, no se
pensaba que las oscilaciones quimicas fueran posibles en sistemas homogeneos.

A continuacion describiremos los estudios quimicos que abrieron paso a la comprension
y aceptacion de las oscilaciones quimicas en sistemas homogeneos, asi como los modelos
matematicos que describen este fenomeno y su avance a traves del tiempo.

En 1828, Fechner describio una celula electroquimica que produjo una corriente
oscilante. Este es el primer informe publicado de oscilaciones en un sistema quimico del
gue se tiene conocimiento [8].

En 1899, Ostwald observo que la tasa de disolucion de cromo en un acido, aumento y
disminuyo periodicamente [8].

Por otro lado, los primeros modelos teoricos que intentaban explicar las oscilaciones
guimicas fueron realizados por Alfred Lotka. Este matematico dedico una parte de su vida
a estudiar las oscilaciones quimicas. En 1910 publico un articulo donde demostraba que un
conjunto de reacciones consecutivas puede dar lugar a oscilaciones amortiguadas antes de
alcanzar el equilibrio [8].

En 1920 Lotka continuaba con su busqueda del comportamiento oscilatorio derivado
de la cinetica de accion de masas, de la misma manera que Volterra. El modelo de Lotka-
Volterra consiste de tres pasos irreversibles

A+ X kX\ZX
X +y W ooy
y K p
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cuya reaccion neta es

A P,

el comportamiento de X e Y en este modelo se puede describir mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

X

y

kxax —kyxy
kyxy —kdy.

Este modelo genera un comportamiento oscilatorio fundamentado a partir de simples
reacciones quimicas con la cinetica de accion de masas. Sin embargo, no es una
descripcion apropiada de ningun sistema quimico real, ya que si el sistema es perturbado
ya sea anadiendo un poco mas de A o0 X 0 Y, este continua oscilando, pero ahora con
un nuevo periodo y amplitud, hasta que es perturbado de nuevo. Esto quiere decir que en
presencia de cualquier cantidad significativa de ruido, el comportamiento dificilmente seria
reconocible como periodico, ya que estaria saltando constantemente de un comportamiento
oscilatorio a otro. Los sistemas quimicos reales no se comportan de esta manera, estos
oscilan solo dentro de un rango finito de parametros, y tienen un modo unico (amplitud y
frecuencia) de oscilacion, a la que retornan si el sistema es perturbado [8]. Su planteamiento
no se puede aplicar a ningun sistema quimico real, aunque es util para la descripcion de
comportamientos ecologicos [8].

En los anos 50, Boris Pavlovich Belousov estudiaba el mecanismo del ciclo de Krebs,
ver figura (1.1), para lo cual usaba acido citrico como sustrato organico y reemplazaba el
agente oxidante por bromato en medio de acido sulfurico y el catalizador organometalico
por una sal de cerio IV. H cientifico ruso observo la decoloracion de la solucion amarilla
(a causa del cerio IV) y la posterior reaparicion del color amarillo, este cambio de color
continuo por algunas horas [1].

Belousov intento publicar un articulo relatando su descubrimiento, pero los editores de
la revista a la cual envio su manuscrito le contestaron que su supuesto descubrimiento
solo podia ser publicado si se acompanaba de una demostracion de que la teoria existente
estaba errada. Los editores de esa revista consideraron que no podia haber oscilaciones
en sistemas de reaccion quimica (especialmente en medios homogeneos), a pesar de esto
Belousov decidio seguir trabajando para aclarar el mecanismo de la reaccion que habia
encontrado, seis anos despues escribio otro articulo, que tambien fue rechazado. A sus 64
anos, Belousov decidio no publicar mas y retirarse; sin embargo, su receta de reaccion
oscilante circulaba por las aulas de varias universidades de la desaparecida URSS sin
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Figura 1.1: El ciclo de Krebs o ciclo del acido citrico o ciclo de los acidos tricarboxilicos es
una sucesion de reacciones quimicas, que forma parte de la respiracion celular en todas
las celulas aerobicas. Figura tomada de [18].
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conocerse su origen. La receta se hizo tan popular que tras una laboriosa busqueda de
su autor se logro que este publicara el resumen en 1958, que hoy se conoce como el primer
reporte escrito de la reaccion de Belousov [1].

En 1961, Anatol Markovich Zhabotinsky comenzo un estudio sobre el mecanismo de
la reaccion de Belousov, realizo sus propios experimentos, y se comunico con Belousov
para que diera su opinion, Zhabotinsky publico un articulo relatando su descubrimiento en
1964 [1].

H. Degn en Copenhague conocio el trabajo de Zhabotinsky y publico su propia version
del mecanismo en ingles, pero en occidente la reaccion solo llamo la atencion cuando
en 1968 Zhabotinsky y sus colaboradores, en compama de Busse, dieron a conocer sus
trabajos en una conferencia internacional celebrada en Praga sobre oscilaciones biologicas
y bioquimicas [1]. Debido al importante papel desarrollado por Zhabotinsky en el estudio
de la reaccion de Belousov, hoy se conoce la reaccion como el oscilador BZ. Se sabe que
cuando se publico el primer articulo de oscilaciones quimicas en occidente ya se habian
publicado mas de diez articulos sobre reacciones BZ en ruso [8].

En 1968 fue propuesto un primer modelo matematico que describia las oscilaciones
presentes en las reacciones quimicas oscilantes de una forma mas precisa, este fue
presentado por Prigogine y Lefever. En 1973, Tyson le dio a este modelo el nombre de
"Brusselator” (traducido como Bruselador) [8].

Mediante analisis y simulacion numerica Prigogine y Lefever demostraron que su modelo
presentaba oscilaciones homogeneas y ondas propagadoras como las observadas en
el sistema BZ. H Bruselador era extremadamente importante porque mostraba que un
mecanismo quimicamente razonable podia exhibir la auto-organizacion. En 1977, Nicolis
y Prigogine resumieron el trabajo de la escuela de Bruselas en un libro titulado Self
Organization in Nonequilibrium Systems. Por sus contribuciones al estudio de los sistemas
fuera del equilibrio termodinamico, llya Prigogine fue galardonada con el Premio Nobel de
Quimica de 1977 [8].

Despues de la decada de los setenta comenzaron a surgir muchos trabajos explicando
estas oscilaciones quimicas. El principal problema en aceptar oscilaciones en sistemas
guimicos era que parecian contradecir la segunda ley de la termodinamica la cual indica
gue la entropia de un sistema aislado solo puede aumentar monotonamente, debido a esto,
la oscilacion en la concentracion de especies quimicas es una gran violacion a esta ley.

Los quimicos creian que la oscilacion ocurria entre la concentracion de los reactivos
y los productos, y esto requeria que la energia libre del sistema oscilara a medida
gue los reactivos se convertian en productos, pero la entropia de un sistema aumenta
monotonamente solo cuando el sistema de estudio esta o aislado o muy cerca del equilibrio
termodinamico. Los sistemas que presentan oscilaciones quimicas son sistemas abiertos
con intercambios grandes de materia y energia con sus alrededores y muy alejados del



1.5. PANORAMA HISTORICO DEL PROBLEMA 17

equilibrio, vease el apendice B [8].

A partir de la decada de 1930, Lars Onsager, llya Prigogine y otros companeros de
trabajo, se dieron cuenta de que las ideas termodinamicas podian aplicarse a sistemas
alejados del equilibrio, pero que se requeria una nueva teoria. Prigogine y sus colaboradores
en Bruselas se centraron en los sistemas quimicos, senalando que un sistema podria
organizarse (disminuir su entropia), siempre y cuando el cambio de entropia en el universo
fuera positivo, por ejemplo, las concentraciones de los productos intermedios en una
reaccion pueden aumentar y disminuir con el tiempo mientras que la energia libre disminuye
monotonamente como resultado de la conversion continua de reactivos de alta energia libre
en productos de baja energia libre [8].

En las siguientes figuras se bosqueja con mas detalle esta idea. Para ser consistentes
con la segunda ley de la termodinamica la energia libre y la concentracion de productos
intermedios deben comportarse como se muestra.

Energia libre Concentracion

equilibrio
(a) Disminucion de la energia libre en una reaccion (b) Oscilacion de las concentraciones de los produc-
guimica oscilante. tos intermedios en una reaccion quimica oscilante.

Figura 1.2: Comportamiento de la energia libre y la concentracion de productos intermedios
en una reaccion quimica oscilante [8].

En 1955, Prigogine senalo que los sistemas abiertos lejos del equilibrio podrian exhibir
una auto organizacion espontanea disipando la energia al entorno para compensar la
disminucion de la entropia en el sistema, a esas estructuras temporales o espaciales, las
denomino estructuras disipativas [8].

Actualmente sabemos que las oscilaciones quimicas no violan la segunda ley de
la termodinamica, debido a que solo le ocurren a las concentraciones de productos
intermedios y cuando el proceso quimico esta muy lejos del equilibrio, ademas de que en
la mayoria de los sistemas quimicos que muestran oscilaciones los productos intermedios
son sustancias que catalizan su propia formacion.
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1.6. Reaccion oscilante Belousov-Zhabotinsky

Las definiciones e ideas principales de esta subseccion seran consideradas como en [7].
En la reaccion BZ las oscilaciones sucesivas no duran indefinidamente, sino que despues
de ciertas repeticiones el sistema deja de reaccionar y al alcanzar el equilibrio quimico la
entropia del sistema es mayor que la que tenia antes de empezar la reaccion, en perfecta
concordancia con lo establecido por la segunda ley de la termodinamica.

La clave en la reaccion BZ es la presencia de sustancias que catalizan su propia
formacion. En las reacciones BZ hay dos productos intermedios que catalizan su propia
formacion, X e Y, que aparte de producirse a si mismos inhiben al otro, dando lugar a un
proceso competitivo entre ambos, lo que genera la preponderancia alternada de uno y de
otro, esto produce las oscilaciones y los cambios de color de la mezcla.

El proceso que siguen las reacciones tipo BZ es el siguiente:

1. Una vez comenzado el proceso quimico se dan las condiciones necesarias para que
surja un producto intermedio X , este rapidamente empieza a catalizar la produccion
de si mismo.

2. Untiempo despues, los reactivos que permiten la creacion de X comienzan a agotarse
hasta caer en picada y en la mezcla abundan solamente los productos de X, que a su
vez ayudan a la formacion de un nuevo producto intermedio Y.

3. Se dan las condiciones para que el segundo producto intermedio se forme y comience
a catalizar su propia formacion.

4. La concentracion de los reactivos que permiten la creacion de Y cae en picada y en
la mezcla abundan solamente los productos de Y, que a su vez ayudan a que X se
produzca.

5. La competencia entre los dos productos intermedios seguira dentro de un tiempo,
despues el sistema quimico alcanzara su equilibrio.

En el experimento de Belousov existe un factor externo que mezcla las reacciones, pero
en ausencia de mezclado, la unica fuente de movilidad de los catalizadores es la difusion
molecular.

La difusion molecular lleva a cabo el transporte entre las moleculas de los compuestos
y se define como un proceso espontaneo por el cual las moleculas de los reactivos se
esparcen en todas las direcciones a causa de los choques con las moleculas del medio o
solvente. La difusion controla la cantidad disponible de un reactivo en una region, dando
lugar a las variaciones locales y, por lo tanto, a la aparicion de patrones. Se ha observado
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gue estas variaciones no se propagan de manera aleatoria, sino como anillos concentricos
0 espirales que irradian hacia afuera, como cuando se tira una piedra en el agua.

Existe una gran cantidad de estudios acerca de oscilaciones quimicas en reacciones
donde tambien se toma en cuenta un proceso de difusion. El trabajo pionero donde estos
dos ingredientes se consideran fue realizado por Turing.

Patron de Turing

Alan M. Turing observo que a pesar de que los dos procesos, la reaccion quimica
y la difusion molecular, son homogeneizadores por separado, juntos pueden dar lugar a
patrones estacionarios cuando se les combina de una forma especifica. En el articulo de
1952, The Chemical Basis of Morphogenesis, Turing establece como se pueden formar
patrones quimicos espaciales y como relacionar estos patrones con aquellos observados
en la naturaleza. Turing propuso que la generacion de forma y orden en un ser vivo puede
relacionarse directamente con el orden generado por un prepatron quimico de la siguiente
manera: supongamos que en el medio celular del cigoto se puede generar un patron quimico
mediante algun mecanismo, y que en las celulas existen sustancias capaces de responder
a la concentracion local de ese quimico (morfogeno), de tal forma que si esa concentracion
sobrepasa cierto valor, la celula expresa un rasgo y si no sobrepasa ese umbral, entonces
expresa otro.

Bl resultado final es la traduccion de un prepatron quimico en una diferenciacion de
organos, de tejidos, piel, etc. El mecanismo para establecer el prepatron quimico que Turing
encontré se conoce como reaccion-difusion.

El esquema de Turing es el siguiente:

1. Un compuesto X lleva a cabo una reaccion autocatalitica para generar mas de ella
misma. La velocidad con la que X se genera depende de la cantidad de X pre-
existente.

2. X activa la formacion de un compuesto Y que inhibe la formacion de mas X.

3. H inhibidor debe difundirse mas rapidamente que el activador, porque de otro modo,
el inhibidor agotaria por completo la presencia de X en la region y se terminaria la
reaccion.

Este mecanismo de Turing no toma en cuenta perturbaciones, la reaccion ocurre de
manera espontanea, a diferencia del esquema BZ donde debe haber perturbaciones en el
medio para que aparezcan diferencias de concentracion.
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1.7. Bruselador

El Bruselador es conocido como el primer modelo tedérico que mostraba oscilaciones
gue se asemejaban a las oscilaciones que ocurrian en procesos quimicos, fue propuesto
por llya Prigogine y Levefer en 1968, en la Universidad Libre de Bruselas, y se denomino
asi por el acronimo de Bruselas y oscilador.

El mecanismo de reaccion del Bruselador esta dado por cuatro ecuaciones quimicas
elementales

kl

A X (1.1)
k2/\
2X +Y 3X
B+ X K3 Y+ D
X ka E,

cuya reaccion neta es
A+B 4 D+E,

este modelo describe paso a paso como los reactivos A y B reaccionan para convertirse en
productos finales D y E, mediante cuatro pasos, donde se pueden observar la formacion y
comportamiento de dos productos intermedios, X e Y, los cuales tienen como caracteristica
principal la catalizacion de su propia formacion.

En este modelo se ha demostrado la existencia de oscilaciones quimicas y ondas
viajeras como las encontradas en la reaccion BZ [7]. Actualmente existe una gran cantidad
de trabajos realizados sobre este modelo, pero en sus inicios se considero como un modelo
irrelevante, debido a que faltaba un mecanismo quimico experimental que se comportara
como este. Es decir, sin la aceptacion de reacciones como la BZ, tampoco los modelos
como el Bruselador serian aceptados.



Capitulo 2

Conceptos preliminares de sistemas
dinamicos.

En este capitulo enunciamos los conceptos basicos y los teoremas de sistemas
dinamicos continuos y discretos necesarios para analizar el modelo del Bruselador en el
capitulo 3. Al final proponemos una interpretacion quimica de los conceptos matematicos
expuestos.

2.1. Introduccidn a los sistemas dinamicos

La idea intuitiva de un sistema dinamico es la de un proceso deterministico, donde si
se conoce el estado presente de un sistema y su regla de evolucion, el estado pasado y
el futuro pueden ser predecidos bajo ciertas condiciones. Esto ha sido de gran ayuda para
explicar fenomenos en la fisica, quimica, biologia y sociologia, entre otras ciencias. Las
definiciones y teoremas de esta seccion se tomaron como en [15].

Definicion 1. Un sistema dinimico es una tripleta {T,X, </}, donde T es el conjunto de
tiempos, X es un espacio de estadosy </ : X 4 X es una familia de operadores de
evoluciin parametrizados port e T que satisfacen las siguientes propiedades:

m €= Id, donde Id(x) = x para todox e X .

B ....= 0. paratodot,seT.

Ahora vamos a definir cada uno de los elementos que componen el sistema dinamico.

m El espacio de estados

Definicion 2. Un conjunto X, se llama espacio de estados del sistema, si consiste
de todos los posibles estados de un sistema.

21
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Cada rama de la ciencia proporciona un espacio de estados apropiado. El espacio
de estados tambien se conoce como espacio fase, por ejemplo, si modelamos el
crecimiento de la poblacion, el numero de individuos seria un entero positivo, en este
caso el espacio fase es Z+ U {0}.

m El tiempo

La evolucion de un sistema dinamico significa un cambio en el estado del sistema
respecto a la variable independiente, a la cual nos referimos como tiempo, t e T.En
esta tesis consideramos dos tipos de sistemas dinamicos deterministicos: aquellos
con tiempo continuo, es decir, T e R, y aquellos con tiempo discreto, donde T e Z.

m El operador de evolucion

Consideramos que un sistema dinamico cambia en el tiempo, ese cambio esta
indicado por una funcion llamada operador de evolucion.

Definicion 3. Elmapeo </ : X 4 X es llamado operador de evolucion del sistema
dindmico, si dado un estado inicialxOe X,

Xt = ~t(xo),

es decir, el operador de evoluciéon transforma el estado inicial xO e X , en algun estado
xte X eneltiempoteT.

Para poder observar las propiedades de un sistema dinamico usamos imagenes
geometricas, ya que esto facilita la comprension de la evolucion del sistema. Los objetos
geometricos basicos asociados a un sistema dinamico son sus orbitas en el espacio de
estados y el retrato fase compuesto por estas orbitas.

2.1.1. (Orbitas

Definicion 4. Una Urbita o trayectoria que comienza en un estado inicial xO es un
subconjunto ordenado del espacio de estados X,

O(x0) = {x e X :x = ~t(x0), para todot e T tal que “"t(x0) esta definido}.

Las orbitas de un sistema de tiempo continuo con un operador de evolucion continuo
son curvas en el espacio de estados X parametrizadas por el tiempo t y orientadas por la
direccion de incremento en el tiempo.

Las orbitas de un sistema de tiempo discreto son sucesiones de puntos en el espacio de
estados X enumeradas por enteros crecientes.

Las orbitas mas simples de un sistema dinamico son los puntos de equilibrio.
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Definicion 5. Un punto x* e X es llamado un punto de equilibrio del sistema dinUmico si
At(x*) = x* paratodote T.

Dado que en Quimica existe el equilibrio quimico, en esta tesis llamaremos estado
estacionario al punto de equilibrio en dinamica continua y punto fijo al punto de equilibrio en
la dinamica discreta. Otro tipo de orbita relativamente simple es un ciclo.

Definicion 6. Un ciclo u (orbita periodica LO es una Urbita que no es un estado
estacionario o punto fijo, tal que cada punto x0 e LO satisface "t+T°(x0) = </(x0) para
algun TO> O, para todot e T.

El minimo TO con esta propiedad es llamado el periodo del ciclo LO.

Si un sistema comienza su evolucion en el punto x0en el ciclo, regresara a este punto
despues de TOunidades de tiempo. Este tipo de sistema exhibe oscilaciones periodicas. En
el caso continuo un ciclo LOes una curva cerrada.

Definicion 7. Un ciclo es llamado ciclo limite si en su vecindad no hay otros ciclos.

En el caso de tiempo discreto un ciclo (u orbita periodica) es un conjunto finito de puntos

X0, f (x0), f 2(x0),..., f N°(x0) = x0,

donde f = "1y el periodo TO= NO e Z. Note que cada punto de este conjunto es un
punto fijo de la NO-esima iteracion f N° del mapeo f .

Podemos clasificar todas las posibles orbitas de un sistema dinamico en: puntos
de equilibrios, ciclos (orbitas periodicas) y otros comportamientos. Estas pueden ser
observadas en el retrato fase, donde podemos determinar el numero y tipos de estados
asintoticos a los que el sistema tiende cuando t 4 +ro. H retrato fase se basa en la
representacion de orbitas clave que permiten entender la dinamica.

Definicion 8. El retrato fase de un sistema dinUmico es una particiUn del espacio de
estados en oirbitas.

En el caso de tiempo continuo es comun usar el termino flujo para el operador de
evolucion. Uno de los conceptos que nos ayuda a caracterizar el comportamiento asintotico
de un sistema dinamico es el de conjuntos invariantes.

2.1.2. Conjuntos invariantes

Intuitivamente un conjunto invariante de un sistema dinamico es aquel que bajo el
operador de evolucion de dicho sistema evoluciona hacia si mismo.
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Definicion 9. Un conjunto invariante de un sistema dinamico {T, X, * } es un subconjunto
S c X talque sixOe S implica que ¢i(x0) e Sparatodot e T.

Es decir *t(S) ¢ S para todo t e T. Podemos notar que un conjunto invariante S consta
de las (Orbitas del sistema dindmico, y que cualquier (orbita individual O(x0) es también un
conjunto invariante.

Los conjuntos invariantes mas simples son los puntos de equilibrio y los ciclos, los
siguientes son las variedades invariantes, esto es, hipersuperficies de dimension finita en
algun espacio RK.

Si el espacio de estados X esta dotado de una metrica p, podemos considerar conjuntos
invariantes cerrados en X .

Para representar un estado asintotico observable de un sistema dindmico, un conjunto
invariante SOdebe ser estable, es decir, debe "atraer” orbitas cercanas.

Supongamos que tenemos un sistema dinamico {T,X,~t}, donde X es un espacio
metrico completo. Sea S0 un conjunto invariante cerrado.

Definicion 10. Un conjunto invariante SO es llamado estable si:

m Para cualquier vecindad suficientemente pequefia U de SO, existe una vecindad V de
SOtal que </(x) e U para todox e V y para todot > 0.

m Existe una vecindad U0 de SO tal que </(x) ~ SOpara todo x e UQ, cuandot A +ro.

Si SO es un punto de equilibrio (estado estacionario o punto fijo) o un ciclo y cumple
la definicion anterior, decimos que es estable. La primera propiedad se conoce como
estabilidad de Lyapunov y la segunda se llama estabilidad asintotica. Si x* es un punto
fijo en un sistema dinamico discreto, suave (continuamente diferenciable) y de dimension
finita, entonces se pueden establecer condiciones suficientes para su estabilidad a partir
del Jacobiano evaluado en el punto fijo x*.

2.1.3. Estabilidad de sistemas dinamicos discretos

Definicion 11. Considere un sistema dinimico discreto x * f (x), X e donde f es un
mapeo continuamente diferenciable. Suponga que tiene un punto fijo x*, es decir, f (x*) = x*,
y denotamos por A la matrizjacobiana de f (x) evaluada en x*, A = fx(x*).

m El punto fijo x* es estable si todos los valores propios ~i,”2,...,~n de A satisfacen

W < [

m Elpunto fijo x* es inestable si uno o mis valores propios *i,”2,...,~nde A satisfacen
W > 1
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Aquellos puntos fijos para los que A tiene uno o varios valores propios tal que Y\ = 1seran
tratados en la secciéon 2.4, veéase [15,20].

Figura 2.1: La estabilidad de cada punto fijo esta determinada por la ubicacion de los valores
propios *1,22,... ,Ande A en el circulo unitario. El punto fijo x* es estable si todos los valores
propios *1,72,... ,nde A estan dentro del circulo unitario. El punto fijo x* es inestable si
uno o mas de los valores propios *1,72,..., nde A estan fuera del circulo unitario. El punto
fijo x* es no hiperbolico si uno o mas valores propios *"1,72,...,~n de A estan sobre el
circulo unitario.

Los valores propios de un punto fijo son usualmente llamados multiplicadores. En el caso
lineal la definicion tiene su origen en la forma normal de Jordan. Esta definicion aplicada a
la NO-esima iteracion f Nb del mapeo f en cualquier punto de una orbita periodica, también
da una condicion suficiente para la estabilidad de un NO-ciclo.

La estabilidad de un punto fijo de un sistema dinamico discreto también puede
determinarse a partir del siguiente teorema:

Teorema 1 (Teorema de contraccion de mapeos). Sea X un espacio motrico completo
con norma definida por p. Supongamos que existe un mapeo f : X * X que es continuoy
gue satisface, para todox, y e X,

p(f(x), f(y)) < Ap(x.y) (2.1)

para algun 0 < A< 1 Entonces el sistema dindémico discreto {Z+, X, f k} tiene un punto fijo
estable x* e X . Ademds, fk(x) * x* cuando k * +ro, partiendo de cualquierpunto x e X .

Demostracién. Iterando p (f (x),f(y)) < Ap(x,y) obtenemos

p(fk(x).fk(y)) < Akp(X,y) (2.2)
parax,y e X y ke N.
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Entonces, (fk(x))keN es una sucesion de Cauchy, por que

m-k—+
p(fm(x),fk(x)) < £  p(fk++1(x),/k+'(x))
t=0
. AkHP(f(x),x) < i3 7 p(f(x),x)

t=0
Param > k, y Ak4 Ocuando k 4 ro. Entonces, limk* fKk(x) existe, porque la sucesion
de Cauchy en un espacio metrico completo converge. E limite es unico debido a (2.2).
Denotamos ese limite por x0. Entonces,

P(x0,f (x0)) < P(x0,fk(x)) + P(fk(x), f k+1(x)) + P(fk+1(x), f (x0))

< (1+ A)P(xO,f k(x)) + AkP(x f (x))
parax e X y k e N. Entonces f (x0) = x0 porque p(x0,f k(x)) 4 0cuando k 4 ro. O

2.1.4. Estabilidad de sistemas dinamicos continuos

La manera mas comun de definir un sistema dinamico continuo es usando ecuaciones
diferenciales. Consideramos que el espacio de estados de un sistema es X=Rn
con coordenadas (x1,x2,...,xn), si el sistema esta definido en una variedad (lineas,
subconjuntos abiertos de Rn, Sn, superficies como el toro, botella de Klein), estas
coordenadas pueden ser consideradas como coordenadas locales en el. Comunmente la
evolucion del sistema esta dada implicitamente en terminos de las velocidades x, como
funcion de las coordenadas (x1,x2,...,xn):

x, = fi(x1,x2,...,x,), i=1,2,...,n,

o en forma vectorial

x = f(x), x e Rn.

Esta ecuacion representa un sistema de n ecuaciones diferenciales autonomas
ordinarias (ODEs) y es conocida como campo vectorial, ya que asignha un vector f (x) a
cada punto x. Si f : Rn 4 Rn es continuamente diferenciable el teorema de existencia y
unicidad de las ecuaciones diferenciables garantiza la solucion de la ecuacion y la unicidad
de esta.

Los estados estacionarios pueden calcularse a partir de resolver la ecuacion f(x) = 0,
ya que si f (x) = 0, entonces, </(x0) = xOparatodot e R. La estabilidad de estos estados
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estacionarios tambien puede ser observada a partir del espacio fase, mediante el siguiente
teorema:

Teorema 2. Considere un sistema dinimico definido por x = f (x), con x e Rn donde f
es continuamente diferenciable. Suponga que hay un estado estacionario x* y denote por
A la matriz jacobiana de f (x) evaluada en el estado estacionario x*, A = fx(x*), entonces
x* es estable si todos los valores propios X1,X2,...,Xn de A satisfacen Re(Xi) < 0 para
i=12,..,n

Por otra parte, si hay un estado estacionario x*, y A = fx(x*), entonces x* es inestable
si al menos un valor propio X1,X2,..., Xn de A satisface Re(Xi) > Oparaalguni = 1,2,...,n
y €l resto cumple que Re(Xi) < Q.

Cabe recordar que los valores propios son las raices de la ecuacion caracteristica o
polinomio caracteristico p(X) = det(A - Xl) = 0, donde | es la matriz identidad. El teorema
puede ser probado facilmente para un sistema lineal x = Ax, x e Rn, por medio de su
solucion explicita en una base donde A tiene forma normal de Jordan. Para un sistema
no lineal se puede colocar el estado estacionario en el origen por medio de un cambio de
coordenadas.

2.2. Equivalencia topoldgica

Si queremos comparar dos o mas sistemas dinamicos y estudiar sus comportamientos
en general, debemos definir cuando son cualitativamente similares o equivalentes.
Intuitivamente esperariamos que dos sistemas equivalentes tengan el mismo numero de
equilibrios con el mismo tipo de estabilidad, las posiciones relativas de estos conjuntos
invariantes y la forma de sus regiones de atraccion tambien deberian ser similares, es decir,
deberiamos observar retratos fase que puedan ser obtenidos uno a partir del otro mediante
una transformacion continua.

Definicion 12. Un sistema dinimico {T, X, gi} es llamado topoligicamente equivalente a
un sistema dinimico {T, X, ~t} si hay un homeomorfismo h : Rn * Rn que mapea irbitas
del primer sistema en oirbitas del segundo sistema, preservando la direccioin del tiempo.

Recordemos que un homeomorfismo f entre dos espacios métricos es una funcion
biyectiva donde f y la funcion inversa f -1 son continuas.

2.2.1. Caso discreto

En este caso podemos obtener una relacion explicita entre dos sistemas dinamicos
invertibles, topologicamente equivalentes, de tiempo discreto. Sean

xN f(x), xeRn (2.3)
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(2.4)
oo E L)X fW 2 L (2.9)

comenzando en el punto x y una orbita del sistema (2.4) comenzando en el punto y
g hyfyAgn L (2.6)

La equivalencia topologica implica que si x y y estan relacionados por el homeomorfismo
h, y = h(x), entonces la primera orbita es mapeada en la segunda por h, es decir,
a(y) = h(f(x)) og(h(x)) = h(f(x)) para todo x e Rn.

Definicion 13. Dos mapeos f y g que satisfacen f = h—og oh para algun homeomorfismo
h son llamados conjugados.

Los sistemas dinamicos de tiempo discreto que son topologicamente equivalentes son
comunmente llamados conjugados.

2.2.2. Caso continuo

Para sistemas dinamicos continuos existen dos formas para indicar que dos sistemas
son topologicamente equivalentes.

Sistemas dinamicos difeomorfos.

Consideremos dos sistemas continuos x = f(x) yy = g(y), con x,y e Rn, con
f y g continuos y sean y "t sus flujos correspondientes, los sistemas son llamados
difeomorfos si existe un difeomorfismo h : Rn4 Rn,y = h(x) tal que f (x) = M —(x)g(h(x))

dh(x . :
para todo x e Rn, donde M(x) = —’E() es la matriz jacobiana de h(x) evaluada en el punto
X, de esta manera el sistema y = g(y) es obtenido a partir del sistema x = f (x) por el
cambio de coordenadas y = h(x), entonces, h mapea las soluciones de x en soluciones de

Y

h(*t(x)) = ~th(x).

Recordemos que un difeomorfismo entre dos subconjuntos X e Y de Rn es una funcion
h diferenciable e invertible, con h— diferenciable.

Dos sistemas difeomorfos son practicamente identicos y pueden ser vistos como el
mismo sistema solo con un cambio de coordenadas. Esto es, si x* e y* = h(x*) son
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los estados estacionarios y A(x*) y B(y*) son sus correspondientes matrices jacobianas
evaluadas en los estados estacionarios, entonces, diferenciando la ecuacion f(x) =
M-1(x)g(h(x)) obtenemos A(x*) = M-1(x*)B(y*)M(x*), por lo tanto, los polinomios
caracteristicos de las matrices A(x*) y B(y*) coinciden. Ademas, los ciclos limite
difeomorfos tienen los mismos multiplicadores y periodos.

Sistemas dinamicos orbitalmente equivalentes.

Ahora consideremos dos sistemas dinamicos continuos x = f (x) yy = g(y), X,y € Rn
estos sistemas son llamados orbitalmente equivalentes si existe una funcion * : Rn* R
continuamente diferenciable y positiva (u(x) > 0) tal que

F0) ="(x)9K)

para todo x e Rn.

Si f y g son orbitalmente equivalentes, entonces son homeomorfos, ya que sus orbitas
son identicas y solo son diferentes por el tiempo de parametrizacion. El homeomorfismo
h es el mapeo identidad h(x) = x. Dos sistemas orbitalmente equivalentes pueden no ser
difeomorfos, teniendo ciclos que parecen la misma curva cerrada en el espacio fase, pero
tienen diferentes periodos.

La dinamica no lineal es un campo de estudio relevante en muchas areas, que incluyen
matematicas, mecanica, aeronautica, circuitos electricos, sistemas de control, problemas de
poblacion y ecologia, entre otros. En general, cualquier sistema dinamico contiene ciertos
parametros que deben analizarse para entender como cambia la dinamica del sistema
cuando estos parametros cambian. Los estudios de los sistemas dinamicos no lineales
pueden ser divididos en dos categorias principales: analisis locales y analisis globales,
estas dos categorias necesitan ser tratadas con diferentes teorias y metodologias. Los
estudios locales estan relacionados con el estudio en la vecindad de un punto critico,
es decir, no en Rn sino en alguna region U ¢ Rn, tal region puede ser por ejemplo
la vecindad de un estado estacionario (0o un punto fijo), o un ciclo, ejemplos de analisis
local son el estudio de las bifurcaciones silla-nodo y Hopf. El primer paso para realizar
este tipo de analisis es la simplificacion del sistema, esta simplificacion debe ser tal que
mantenga el comportamiento dinamico del sistema original, es decir, el sistema simplificado
sera topologicamente equivalente al sistema original. Por otra parte, ejemplos de analisis
globales son la busqueda de orbitas heteroclinicas, homoclinicas, o el caos. En este trabajo
nos enfocamos en analisis locales.

En la clasificacion topologica de los retratos fase cercanos a puntos de equilibrio la
siguiente definicion es util.
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Definicion 14. Un sistema dinamico {T,Rn,”} es llamado localmente equivalente
topologicamente cerca de un estado estacionario x* a otro sistema dinamico {T, Rn,"tj
cerca de un estado estacionario y* si existe un homeomorfismo h : Rn 4 Rn tal que:

m esta definido en una pequefia vecindad U ¢ Rn de x*;
m satisface y* = h(x*);

m envia orbitas del primer sistema en U a orbitas del segundo sistema enV = f (U) ¢
Rn, preservando la direcciUn del tiempo.

Si U es una vecindad abierta de x*, entonces V es una vecindad abierta de y*, y los
estados estacionarios x*y y*, al igual que las regiones U y V coinciden.

Definicion 15. Dos sistemas x = f (X) yy = g(y) son llamados orbitalmente difeomorfos
siy = g(y) es difeomorfo al sistema que es orbitalmente equivalente a x = f (x).

De acuerdo a esta definicion, dos sistemas son equivalentes (en Rn o en alguna region
U ¢ Rn) si podemos transformar uno de ellos en otro por un cambio de coordenadas (dado
por una funcion invertible y diferenciable) y una multiplicacion por una funcion diferenciable
positiva de las coordenadas. Dos sistemas orbitalmente difeomorfos son topologicamente
equivalentes, la inversa no es verdad.

2.3. Clasificacion de puntos fijos y estados estacionarios

A continuacion estudiamos la geometria del espacio fase cerca de los puntos
hiperbolicos en sistemas dinamicos discretos y continuos.

2.3.1. Puntos fijos hiperbolicos en sistemas de tiempo discreto

Considere un sistema dinamico de tiempo discreto x 4 f(x), con x e Rn, donde el
mapeo f es un difeomorfismo. Sea x* un punto fijo del sistema (es decir, f (x*) = x*) y
sea A la matriz jacobiana f evaluada en x*. Los valores propios *1,"2,... ,An de A son
llamados multiplicadores del punto fijo.

Sean m—mOy m+ los numeros de multiplicadores de x* fuera, sobre y dentro del circulo
unidad respectivamente.

Definicion 16. Un punto fijjo es llamado hiperbUlico si mO = 0, esto es, si no hay
multiplicadores sobre el circulo unidad.

Definicion 17. Un punto fijo hiperbUIlico es llamado de tipo silla sim—m+ = 0.
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Para un punto fijo x* (no necesariamente hiperbolico) introducimos los siguientes
conjuntos invariantes Ws(x*) = {x : fk(x) ~ x*,k ~ +7}, llamado el conjunto estable
de x* y Wv(x*) = {x : fk(x) » x*,k  -rc>} llamado el conjunto inestable de x*, donde
k e Zyfk(x) denota la k iteracion de x* bajo f .

Teorema 3 (Variedades estables locales). Sea x* un punto fijo hiperbdlico (es decir
mO0= 0,m- + m+ = n), entonces las intersecciones de Ws(x*) y Wu(x*) con una vecindad
suficientemente pequefia de x* contiene subvariedades continuamente diferenciables
Wisc(x*) y Wjdd(x*) de dimension m- y m+ respectivamente.

Mas aun Wije(x*) es tangente en x* a Ts, donde Ts es el espacio propio generado por
los vectores propios de todos los valores propios * de A con VW < 1. Similarmente, Wjac(x*)
es tangente en x* a Tv, donde Tv es el espacio propio generado por los vectores propios
de todos los valores propios * de A con Y\ > 1

La idea de la prueba de este teorema es como sigue: para la variedad inestable Wv(x*),
tomamos la variedad lineal Tv que pasa a traves de un punto fijo y le aplicamos el mapeo
f 1, la imagen de Tv es alguna variedad no lineal de dimension m+ tangente a Tv en x*. Si
repetimos el proceso, podemos demostrar que las iteraciones convergen a una subvariedad
invariante continuamente diferenciable definida en la vecindad de x* y tangente a Tv en x*.
El limite es una variedad local inestable Wjo(x*). Para el caso de la variedad estable W s(x*)
a Tsse le aplica el mapeo f -1y la prueba se realiza de la misma manera.

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante en la teoria de los
sistemas dinamicos ya que establece que bajo ciertas condiciones, en la vecindad de un
punto fijo o estado estacionario hiperbolico, un sistema dinamico planteado por mapeos o
ecuaciones diferenciales no lineales tiene la misma estructura y comportamiento cualitativo
gue su linealizacion.

Teorema 4 (Teorema de Hartman-Grobman). Dado un sistema dinimico no lineal x *
f (x), X e Rn, six* es un punto fijo hiperbdlico, existen dos vecindades Uy V, x* e Uy un
homeomorfismo h : U~ V talque: hof = Aoh(y) paratodoy e U. A es la matrizjacobiana
evaluada en el punto fijo x*, es decir h es una conjugacion local.

La prueba de este teorema es la misma que en sistemas dinamicos continuos, para mas
detalles vease [19].

Los retratos fases de sistemas topologicamente equivalentes tambien se dice que
son topologicamente equivalentes. El siguiente teorema nos proporciona la clasificacion
topologica de puntos fijos hiperbolicos.

Teorema 5. Los retratos fase de x * f (x) cerca de dos puntos fijos hiperbodlicos, x* y y*,
son localmente topoldgicamente equivalentes siy soélo si estos puntos fijos tienen el mismo
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numero m- y m+ de multiplicadores con | < 1y | > 1, respectivamente, y los signos de
los productos de todos los multiplicadores con |*| < 1y con | > 1son los mismos para
ambos puntos fijos [23].

La prueba del teorema anterior se sigue del teorema de Hartman-Grobman, dado
gue cerca de un punto fijo hiperbolico el sistema es topologicamente equivalente a su
linealizacion x m Ax y las condiciones adicionales a los productos se deben al hecho de
gue los sistemas dinamicos pueden definirse como mapeos que preservan la orientacion
0 mapeos de orientacion reversa en las variedades estables e inestables cerca del punto
fijo. Un difeomorfismo en RI preserva la orientacion en Rl si det(J) > 0O, donde J es la
matriz jacobiana, y de otra manera invierte la orientacion. Dos mapeos topologicamente
equivalentes deberian tener las mismas propiedades de orientacion. Los productos en el
teorema anterior son exactamente los determinantes de las matrices jacobianas del mapeo
x m f (x) restringido a sus variedades locales estables e inestables. Solamente se requiere
tomar en cuenta los multiplicadores reales para calcular estos signos, ya que el producto de
un par de multiplicadores complejos conjugados es siempre positivo.

2.3.2. Estados estacionarios hiperbolicos en sistemas de tiempo
continuo

Considere un sistema dinamico continuo definido como x = f (x), x e Rn, donde f es
continuamente diferenciable. Sea x* un estado estacionario del sistema (es decir, f (x*) = 0)
y sea A denota la matriz jacobiana £ evaluada en x*.

Sea m- ,m0y m+ los numeros de valores propios de A (contando multiplicidades) con
parte real negativa, cero y positiva respectivamente.

Definicion 18. Un estado estacionario es llamado hiperbélico sim0= 0, esto es, sino hay
valores propios en el eje imaginario.

Definicion 19. Un estado estacionario hiperbdlico es llamado punto silla si la cantidad de
m-,m+ = 0.

Para un estado estacionario x* (no necesariamente hiperbolico), introducimos dos
conjuntos invariantes: Ws(x*) = {x : §m x*,;t m +”} es llamado el conjunto estable
de x* y Wu(x*) = {x : pm x*,t m -rc>,} es llamado el conjunto inestable de x*, donde </
es el flujo asociado con x = f (x).

Teorema 6 (Variedades estables locales). Sea x* un estado estacionario hiperbdlico
(es decir mO = O,m- + m+ = n), entonces las intersecciones de Ws(x*) y Wu(x*)
con una vecindad suficientemente pequefia de x* contienen subvariedades continuamente
diferenciables W¢ c(x*) y WUc(x*) de dimensidon m- y m+ respectivamente.
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Mas aun W¢c(x*) es tangente en x* a Ts, donde Ts es el espacio propio generado por
los vectores propios de todos los valores propios de A con Re(A) < 0.

Similarmente, WU (x*) es tangente en x* a Tu, donde Tu es el espacio propio generado
por los vectores propios de todos los valores propios de A con Re(A) > 0.

La idea de la prueba de este teorema es como sigue: para la variedad inestable W u(x*),
tomamos la variedad lineal Tu que pasa a traves de un punto de equilibrio y le aplicamos
el mapeo "1, la imagen de Tu es alguna variedad no lineal de dimension m+ tangente a
Tuen x*. Si repetimos el proceso, podemos demostrar que las iteraciones convergen a una
subvariedad invariante continuamente diferenciable definida en la vecindad de x* y tangente
a Tuen x*. El limite es una variedad local inestable WUc(x*). Para el caso de la variedad
estable Ws(x*) tomamos la variedad lineal Tsy le aplicamos el mapeo "—

Teorema 7 (Teorema de Harman-Grobman). Sea x* un estado estacionario hiperbUlico
del campo vectorial f (x), entonces el sistema no lineal x = f (x) y su linealizaciun Z= AZ,
donde A es la matrizjacobiana evaluada en el estado estacionario x*, son topolUgicamente
equivalentes.

La prueba de este teorema se muestra con detalle en [19].
El siguiente teorema da la clasificacion topologica de los estados estacionarios
hiperbolicos.

Teorema 8. Los retratos fase del sistema x = f (x) cerca de dos estados estacionarios
hiperbodlicos x* y y* son localmente topolUgicamente equivalentes siy sélo si estos estados
estacionarios tienen los mismos numeros m—y m+ de valores propios con Re(A) < 0y con
Re(A) > 0, respectivamente.

La prueba del Teorema esta basada en dos ideas. Primero, es posible mostrar por el
teorema de Hartman-Grobman que cercano a un estado estacionario hiperbolico el sistema
x = f(X) es localmente topologicamente equivalente a su linearizacion Z = AZ, este
resultado se aplica a ambos estados estacionarios x* y y*. Segundo, se aplica el hecho
de que dos sistemas lineales topologicamente equivalentes tienen el mismo numero de
valores propios con Re(A) < 0y Re(A) > 0y no tienen valores propios en el eje imaginario.

Los resultados clasicos conocidos sobre la clasificacion de estados estacionarios
bidimensionales se muestran en la tabla (2.1). En sistemas de mayores dimensiones los
retratos fase son distintos, para mas detalle vease [15,20].

Hay tres clases topologicas de estados estacionarios en el plano: nodos y focos (
estables, inestables), sillas y centros.

Por otro lado, otro comportamiento de un flujo son los ciclos limites las cuales se definen
como trayectorias aisladas cerradas, es decir, no existen otras trayectorias cerradas en
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(m+, m— Valores propios Retrato fase Estabilidad
(0,2) 2 reales negativos nodo
estable
2 complejos foco

con parte real negativa

(1,1) 2 reales silla
uno negativo inestable
y uno positivo

(2,0) 2 reales positivos nodo
inestable
2 complejos foco
con parte real positiva
(0,0) 2 puramente centro  neutralmente
imaginarios estable

Tabla 2.1: Clasificacion de estados estacionarios en sistemas dinamicos continuos de dos
dimensiones.
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su vecindad y por lo tanto sus trayectorias vecinas se mueven en espiral acercandose o
alejandose a el. E ciclo limite es estable si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo
y es inestable si las trayectorias vecinas se alejan del ciclo; existen casos extranos donde
se dice que el ciclo es semiestable y se da cuando algunas trayectorias se alejan del ciclo y
otras tienden a el.

Los ciclos limite solo pueden ocurrir en sistemas no lineales; es imposible que sucedan
en sistemas lineales. Aunque un sistema lineal puede tener orbitas cerradas, estas no son
aisladas y corresponden a la dinamica causada por un punto de equilibrio tipo centro.

2.4. Teorema de Variedad Central

Hasta ahora hemos explicado el analisis de la estabilidad de un punto de equilibrio
hiperbolico, pero no hemos dicho nada acerca del punto de equilibrio no hiperbolico, un
resultado importante para este caso es el Teorema de la Variedad Central, este teorema
demuestra que el comportamiento cualitativo en una vecindad de un punto de equilibrio
no hiperbolico es determinado por su comportamiento sobre la variedad central cerca del
punto de equilibrio. En esta seccion enunciaremos el teorema para sistemas discretos, que
tambien es valido para sistemas dinamicos continuos.

Caso discreto

Considere un sistema dinamico discreto no lineal
X M f(x)

donde x e Rn, f es continuamente diferenciable y f (0) = 0. Sean Xl,...,Xn los valores
propios de la matriz jacobiana A evaluada en el punto fijo x* = 0. Supongamos que el punto
fijo x* es no hiperbolico, entonces existen valores propios sobre el circulo unidad (algunos
valores propios tienen modulo igual uno). Supongamos que hay m+ valores propios fuera
del circulo unitario, mOvalores propios en el circulo unitario y m- valores propios dentro del
circulo unitario.

Sea Tc el espacio propio generado por los vectores propios de todos los mO valores
propios de la matriz jacobiana sobre el circulo unidad. Considerando las suposiciones
anteriores enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 9 (Teorema de la variedad central). Existe una variedad invariante Wloo(x*), de
dimensién mO, definida localmente y conocida como la variedad centraldex m f (x), x € Rn
gue es tangente a Tc en x*. Ademds existe una vecindad U de x* tal que si y(x) e U para
todot > O(t < 0) entonces yt(x) M Wix*) parat M +ro(-ro).



36 CAPITULO 2. CONCEPTOS PRELIMINARES DE SISTEMAS DINAMICOS

Ahora considere un sistema dinamico continuo no lineal

x = f (x)

x e Rn, f es continuamente diferenciable y f (0) = 0. Sean Al,..., Anvalores propios de la
matriz jacobiana A evaluada en el estado estacionario x* = 0. Supongamos que el estado
estacionario x* es no hiperbolico, entonces existen valores propios con parte Re(A) = 0,
supongamos que existen m+ valores propios con parte Re(A) > 0, mOvalores propios con
parte Re(A) = 0y m- valores propios con parte Re(A) < 0. Sea Tc el espacio propio
generado por los vectores propios de los mOvalores propios con parte Re(A) = 0. Sea </ el
flujo asociado a x = f (x). El Teorema de la Variedad Central escrito para sistemas discretos
es valido tambien para sistemas dinamicos continuos.

Mientras que las variedades invariantes estable W s(x*) e inestable Wu(x*) son unicas,
la variedad central no necesariamente es unica. El Teorema de la Variedad Central nos
garantiza la existencia de la variedad central pero no nos dice como calcularla, y tampoco
nos dice como determinar la estabilidad del punto de equilibrio (punto fijo o estado
estacionario) no hiperbolico sobre esta variedad.

2.5. (Orbitas periodicas

Como dijimos en la seccion 2.1 despues del punto de equilibrio el siguiente compor-
tamiento mas simple en un sistema dinamico son las orbitas periodicas, estas tienen la
caracteristica de dividir el retrato fase en dos partes: una region dentro y la otra region fue-
ra de la orbita periodica. Uno de los criterios mas usado e importante para demostrar la
existencia de una orbita periodica es el teorema de Poincare-Bendixson, el cual no tiene
generalizacion para sistemas de mas de dos componentes, y el teorema del Criterio de
Bendixson. A continuacion escribiremos algunas definiciones que nos permitiran enunciar
los teoremas, ademas describiremos una tecnica para analizar la estabilidad de las orbitas
periodicas.

Las orbitas se pueden dividir de dos maneras, en orbitas positivas y orbitas negativas.
Consideremos un sistema dinamico discreto x m f (X) o continuo x = f (x) tal que </(x0)
es una orbita del sistema dinamico que comienza en un estado inicial X0 e X, donde X
es el espacio de estados y T e Z si el sistema dinamico es discreto o T e R si el sistema
dinamico es continuo. Las siguientes definiciones son dadas como en [10, 14].

Definicion 20. Una orbita positiva es el conjunto
O+(x0) = {x e X :Xx e <E*(x0) para todo t > O tal que **(x0) esta definido.}

Si f es una funcion continuamente diferenciable e invertible podemos definir una orbita
negativa.
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Definicion 21. Una orbita negativa es el conjunto
O- (x0) = {x e X :x e yt(x0) para todot < O tal que yt(x0) esti definido.}

De esta manera la orbita de un sistema dinamico es el conjunto O(x0) = O+(x0) u
O-(x0) = {x e X :x eyt(x0) paratodot e T tal que y (x0) esta definido}.

Existen dos tipos de puntos dentro del sistema dinamico que son de especial interes al
momento de describir la dinamica de un sistema, el punto de equilibrio y el punto limite.

Definicion 22. Un puntop e X es un punto limite positivo ( negativo ) del flujo yt(x0)
de un sistema dinimico si existe una sucesién monétona {tn}*=0 de numeros positivos
(negativos) dondetnm x (-<x> cuandon m x talque ytn(x0) m p cuandon m <&

Dos conjuntos importantes son el a-limite y el u-limite, se puede decir que son los
lugares geometricos donde nace o muere la orbita de un sistema dinamico.

Definicion 23. Se llama conjunto limite positivo u(x0) del flujo yt(x0) o de la érbita O(x0)
del sistema dinimico al conjunto de todos los puntos limite positivos de yt(x0) dondet > 0.

A este conjunto comunmente se le llama conjunto u-limite.

Definicion 24. Se llama conjunto limite negativo a(x0) del flujo yt(x0) o de la 6rbita O(x0)
del sistema dinimico al conjunto de todos los puntos limite negativos de yt(x0) dondet < Q.

A este conjunto se le llama conjunto a-limite. Ahora vamos a establecer una relacion
entre las orbitas periodicas y los conjuntos u-limite y a-limite.

Observese que si x* es un punto de equilibrio de un sistema dinamico el conjunto
u(x*) = a(x*) = x*. A continuacion escribiremos el teorema de Poincare-Bendixson, que
nos describe los comportamientos posibles en una region del espacio fase, en particular nos
garantiza la existencia de orbitas periodicas. Para sistemas dinamicos continuos se enuncia
como:

Teorema 10 (Teorema de Poincare-Bendixson). Consideremos un sistema dinimico
x = f(x), x e R2

Sea O+(x0) una Orbita positiva de x = f (X) con el conjunto u-limite. Si O+(x0) esti
contenida en un subconjunto compacto M ¢ R2y el conjunto u-limite no contiene al estado
estacionario de x = f (x), entonces el conjunto u-limite es una orbita periddica de x = f ().

La prueba de este teorema toma en cuenta que una curva cerrada en R2 que no se
intersecta a si misma separa el plano en dos regiones, una adentro y la otra fuera de
la curva, para mas detalle vease [10, 14]. El teorema tambien es valido para el conjunto
a - limite.
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De este teorema podemos decir que las posibles formas que presenta un sistema
dinamico en un conjunto limite compacto o region anular en R2 son puntos de equilibrio
u orbitas periodicas, y que si asumimos que esta region no contiene un punto de equilibrio
del sistema, entonces existe al menos una orbita periodica que atrae todas las trayectorias.

El siguiente criterio es de importancia ya que nos da las condiciones para verificar
cuando un sistema dinamico no presenta orbitas periodicas en ciertas regiones de su
espacio fase.

Teorema 11 (Criterio negativo de Bendixson). Sien una region simple conexa D ¢ R2,

f f
la expresion gxl §x2 = 0y no hay cambios de signo, el sistema dinémico x = f (x) no

tiene orbitas periodicas en D.

Una forma de demostrar este teorema es por contradiccion, suponiendo que en D hay
una orbita periodica, para cualquier punto que este en la orbita periodica, la funcion vectorial
f evaluada en el punto es tangente a la orbita periodica. Ocupando el Teorema de Green y
la continuidad de operador de divergencia se llega a una contradiccion; vease [10].

Observese que si consideramos un sistema dinamico x = f(x), x e R2 la expresion

]:jxl BXZ es la traza de la matriz jacobiana de x = f (x).

El teorema de Poincare-Bendixson solo se aplica para sistemas dinamicos continuos,
donde hay muchas maneras de encontrar la region compacta sin el estado estacionario,
vease [10, 14]. Y para el caso de sistemas dinamicos discretos se sigue del teorema de
bifurcacion de Hopf.

2.6. Introduccion a las bifurcaciones

Considere un sistema dinamico que depende de sus parametros. En el caso de tiempo
continuo podemos escribirlo como:

x =f(x,a)

mientras que en el caso discreto

x m f(x,a)

donde x e Rn es la variable de estado y a e Rn es un parametro que no depende del
tiempo t. Considere los retratos fase de estos sistemas, al variar los valores del parametro,
el retrato fase tambien varia, por lo que hay dos posibilidades: o el sistema permanece
topologicamente equivalente o su topologia cambia.

Definicion 25. La aparicion de una topologia no equivalente en el retrato fase bajo la
variacion de parometros es llamada bifurcacién [15].
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Entonces, una bifurcacion es un cambio de tipo topologico del sistema cuando sus
parametros pasan por un valor de bifurcacion (critico). Las bifurcaciones se clasifican en
globales o locales.

Las bifurcaciones locales son aquellas que pueden ser analizadas a traves de
cambios en la estabilidad local de los puntos de equilibrios, orbitas periodicas u otros
conjuntos invariantes cuando los parametros atraviesan un valor de bifurcacion. Ejemplos
de bifurcaciones locales son: Bifurcacion silla-nodo, tridente, transcritica, Hopf, entre otras.

Y las bifurcaciones globales son aquellas que ocurren cuando grandes conjuntos
invariantes de un sistema dinamico "chocan” entre si, o0 con puntos de equilibrio del sistema.
Algunos ejemplos de bifurcaciones globales son: la bifurcacion homoclinica, heteroclinica,
entre otras.

Un representacion utili que nos ayuda a visualizar como y donde ocurren las
bifurcaciones es el diagrama de bifurcacion.

Definicion 26. Un diagrama de bifurcacion del sistema dinUmico es una estratificacion
de su espacio de parumetros inducida por la equivalencia topolUgica, junto con los retratos
fase representativos de cada estrato.

Si un sistema dinamico tiene dimension uno o dos y solo depende de un parametro, el
diagrama de bifurcacion se representa como un plano donde en uno de los ejes se colocan
los valores del parametro y en el otro eje se indica la estabilidad del sistema. Es comun
que los equilibrios estables se representen mediante lineas continuas, mientras que los
inestables se representen con lineas punteadas.

Intuitivamente esperariamos que si dos sistemas dinamicos son topologicamente
equivalentes, los diagramas de bifurcacion seran "equivalentes”. Esto se explica usando
la forma normal.

Forma normal de una bifurcacion.

Una de las herramientas basicas para el estudio del comportamiento dinamico de un
sistema cerca de un valor de bifurcacion es la teoria de las formas normales topologicas,
esta se utiliza generalmente para verificar si un sistema dinamico presenta un tipo de
bifurcacion local; en particular, proporciona la forma general de un sistema tal que cualquier
otro sistema que cumpla las mismas condiciones de bifurcacion sea topologicamente
equivalente a el.

Para realizar el analisis de bifurcacion de un sistema dinamico con la forma normal, se
ocupa una transformacion invertible local que depende de un parametro, este transforma el
sistema dinamico original en un nuevo sistema de tipo polinomico, que sea topologicamente
equivalente al sistema dinamico dado. Mas adelante explicaremos con mas detalle la forma
normal de la bifurcacion de Hopf.

Estabilidad estructural.
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Existen sistemas dinamicos tales que su estabilidad y su retrato fase no cambia bajo
peqguenas perturbaciones, estos sistemas se conocen como estructuralmente estables bajo
perturbaciones.

Ejemplo 1. Sea x = f(x), x e Rn, donde f es una funcién continuamente diferenciable,
a este sistema le aplicamos una pequefia perturbacién e y obtenemos el nuevo sistema
x = f (x) + eg(x), X e Rn, donde g es una funcién continuamente diferenciable. Notese que
sie = 0 obtenemos el sistema original.

El siguiente teorema nos dice bajo que condiciones un sistema dinamico discreto o
continuo de dos dimensiones sera estructuralmente estable.

Teorema 12 (Andronov-Pontryagin). Un sistema dinbmico x = f (x) ox m f (x), x e R2,
donde f es continuamente diferenciable, se dice que es estructuralmente estable en una
region DOc R2siy solo si:

m Tiene un numero finito de equilibrios y ciclos limites en DO y todos ellos son
hiperbodlicos

m No hay separatrices de un punto silla regresando al mismo punto silla o conectando
dos puntos sillas diferentes en DO.

Recordemos que las separatrices son las orbitas que entran y salen de un punto
de equilibrio del tipo silla, estas orbitas "separan” el comportamiento de las soluciones
totalmente distintas.

2.6.1. Bifurcacion de Andronov-Hopf

La bifurcacion de Hopf se presenta cuando al variar el parametro de un sistema, un punto
estacionario o fijo de dicho sistema cambia su estabilidad al obtenerse un par de valores
propios puramente imaginarios, apareciendo un ciclo limite cuya amplitud y frecuencia
dependen del valor del parametro. Es decir, la bifurcacion de Hopf es un punto critico en
el que la estabilidad de un sistema cambia y surge una solucion periodica. La bifurcacion
puede ser supercritica o subcritica, dando como resultado un ciclo limite estable o inestable.
Escribiremos el Teorema de Bifurcacion de Hopf para sistemas dinamicos continuos y
discretos de manera separada, estos solo se aplican para sistemas de dos dimensiones.

2.6.1.1. Caso discreto

Teorema 13. Seax m f (x, a), x € R2y a e Rn un sistema dindmico discreto donde a es un
parometro del sistema, tal que satisface
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m f (0,a) = 0para todo a

m La matrizjacobiana A del sistema evaluada en x = 0 tiene valores propios A(a) = azx¢ ft
con |A(O)| = 1y A(O) diferente de la k-esima raiz de la unidad para k= 1,..., 5.

d

m — |A(@)| > Ocuando a= 0.
= 1A@)

m En la forma normal

rl
$1

|Alr + ft(A)r3+ O(5)
0+ a(A) + Y(A)r2+ O(5)

donde A= |Aleiay ft y y son constantes y O(5) indica tUrminos de orden cinco, o de
mayor potencia, el termino ft (A(0)) < 0.

Entonces existe un e > 0y una curva cerrada C(a) en la forma r = r(0, a) definida para
0 < a < e e invariante bajo f (x, a). AdemUs C(a) es estable en una vecindad de x = Oy
C(@) 4 Ocuandoa4 O.

La suposicion de que d_ilA(a)l > 0 cuando a = 0 significa que los valores propios cruzan
de adeatro hacia afuera del circulo unitario cuando a crece.

Si £|A(a)| < Ocuando a = 0y de la forma normal el termino ft(A(0)) > O, el teorema es
valido. Sin embargo, despues de la bifurcacion, el circulo invariante es inestable mientras
gue el origen es estable. Para mas detalles de este teorema vease [20].

2.6.1.2. Caso continuo

Teorema 14. SupUngase que el sistema dinUmico x = f (x,a) con x e Rn, a e R es un
parUmetro del sistema y tiene un estado estacionario x0 cuando a = a0 tal que satisface lo
siguiente:

m La matriz jacobiana A evaluada en el estado estacionario x0 tiene un par de valores
propios puramente imaginarios

m Sean A(a)l2= a + gau los valores propios de la matriz jacobiana que son imaginarios
para a = a0 tal que aRe(A(aO)) =d=0.

Entonces existe una variedad central que pasa a travUs de x0y un sistema de coordenadas
continuamente diferenciables para la cual la expansiUn de Taylor de grado tres en la
variedad central en coordenadas polares estU dada como

r
0

(da+ /r2r

u+ca+ br2
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donde | es el primer coeficiente de Lyapunov, by c son constantes. Si | = o existe
una region de orbitas periodicas del sistema dinamico sobre la variedad central. Si | < 0
entonces estas orbitas periodicas son ciclos limites estables, mientras que si | > o las
orbitas periodicas son inestables. Para sistemas bidimensionales existe una expresion para
encontrar el primer coeficiente de Lyapunov.

Considere el sistema dinamico x = Jx + F(x) donde J 0 -u L F (%) \Fi(x)
u o F2(x)
F (0) = Oy la matriz jacobiana A de F evaluada en x = Oes cero. Entonces | = a0 (RI+R?2),

donde

Rl = FlxiX (FIxixi + FIx2Q) F2XXR(Faxixi + F2%X)  FIxixi F2xixi + FIx22F2x2%

R2  FlIxixixi + FIXiX22 + Faxixixz + F2xeXX%.

La prueba de este teorema se sigue como en la demostracion del teorema de la Variedad
Central, vease [12,14,19].

De esta manera podemos decir que una bifurcacion de Hopf ocurre cuando una solucion
periodica o ciclo limite, que rodea un punto de equilibrio, surge o desaparece cuando el
parametro a varia. Cuando un ciclo limite estable rodea un punto de equilibrio inestable, la
bifurcacion se denomina bifurcacion de Hopf supercritica y si el ciclo limite es inestable
y rodea un punto de equilibrio estable, la bifurcacion se denomina bifurcacion de Hopf
subcritica [17].

2.7. Reacciones quimicas con retardo

Los cambios de concentracion de los reactivos en una transformacion quimica se
representan a traves de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n provenientes de
la leyes de velocidad.

Para obtener ecuaciones de este tipo hay que hacer una serie de suposiciones clave,
algunas de las cuales suelen ser explicitas, otras mas ocultas [8], por ejemplo:

m No consideramos la temperatura como una variable, de ser asi las leyes de velocidad
tendrian la forma de funciones trascendentales no polinomiales.

m |gnoramos las fluctuaciones, de modo que podemos utilizar ecuaciones deterministas
en lugar de una formulacion estocastica.

m Consideramos que el medio esta bien mezclado, con todas las especies uniforme-
mente distribuidas. Cualquier gradiente espacial requeriria la inclusion de terminos de
difusion y el uso de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales.
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m Se considera que los fenomenos ocurren instantaneamente, que un cambio en la
concentracion [A] en el tiempo t genera un cambio en [B] en el tiempo t y no en
un tiempo posterior t + t [8].

En esta tesis nos interesa observar el comportamiento dinamico de nuestro modelo
tomando en cuenta un tiempo de retardo, el retardo puede ser discreto (cuando el retardo
toma un valor fijo) o continuo. En algunos modelos puede haber mas de un retardo discreto
o distribuido, o bien haber combinaciones de ambos tipos de retardo, en particular en esta
tesis tomaremos el modelo discreto con retardo discreto, para esto, mencionamos algunos
conceptos importantes. Denotaremos un retardo discreto como

AT AT@E) ~@t T,

donde t,T e Z, de esta manera escribimos al sistema de ecuaciones en diferencias con un
retardo discreto como

xt+#1  f (xt,~T).

Tecnica de modelado con ecuaciones en diferencias con retardo.

Sea

xt+l = f (xt) 2.7
un sistema de ecuaciones en diferencias donde xt = (x1tx2t,...,xnt) es un vector del
espacio de estados, f : Rn m Rn. Decimos que el sistema de ecuaciones en diferencias
(2.7) tiene un retardo discreto *T en la variable xit si xit = ~T,con i = 1,2,...,n y el
sistema de ecuaciones en diferencias (2.7) se transforma en el sistema xt+1 = f (xt,”T)
donde f : Rntl m Rn+l. Observese que al colocar un retardo al sistema de ecuaciones
en diferencias su dimension aumenta una unidad. Una vez que obtenemos el sistema de
ecuaciones el analisis cualitativo se realiza de la misma manera que para un sistema de
ecuaciones en diferencias.

2.8. Conceptos matematicos aplicados a la Quimica.

Como en esta tesis nuestro interes es analizar un modelo matematico que describe un
comportamiento quimico, a continuacion explicaremos a que corresponden los conceptos
matematicos estudiados en este capitulo interpretados desde la cinetica quimica.

2.8.1. Matematicas aplicadas a la Quimica.

En el universo los procesos ocurren a muy distintas escalas de tiempo. Los procesos
geologicos, por ejemplo, ocurren a velocidades menores que los procesos evolutivos de los
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seres vivos en el planeta Tierra. Los procesos biologicos, a su vez, ocurren comunmente a
velocidades menores con respecto a numerosas reacciones quimicas que suceden dentro
de los seres vivos. Profundizaremos en la escala de tiempo de las reacciones quimicas.

Con el proposito de estudiar y conocer el efecto de diversas condiciones sobre la rapidez
de las reacciones quimicas (reactantes, productos, cofactores, catalizador, pH, temperatura,
etc.), se manipulan las condiciones para que la reaccion de interes pueda seguirse
con instrumentos como un cronometro, un colorimetro, un espectrometro de resonancia
magnetica nuclear, o un acelerador de particulas para la produccion de luz sincrotron.
Ademas, para que la medicion sea posible, el regimen de flujo de la reaccion se limita
al intervalo en que la cantidad del reactante consumido o producto acumulado cae dentro
del intervalo de sensibilidad del metodo de medicion. El regimen de flujo mas comunmente
empleado y que cumple con estas condiciones se denomina estado estacionario.

Se dice que un sistema o proceso esta en estado estacionario si las variables que defi-
nen su comportamiento (las llamadas variables de estado), respecto del tiempo, permane-
cen invariantes. La expresion matematica expresaria que para aquellas propiedades p del
sistema, la derivada parcial de p respecto del tiempo es nula:

S -=m
paratodote T

El concepto de estado estacionario cobra relevancia en campos como la termodinamica
y las ingenierias involucradas con trasformaciones. En particular, un sistema fisico esta en
estado estacionario cuando sus caracteristicas no varian con el tiempo. En este fundamento
se basan las teorias de la electrostatica y la magnetostatica, entre otras. Suele ser la
situacion a considerar en gran parte de los supuestos de la termodinamica. El estado
estacionario tambien se conoce como el estado en el que se encuentra la naturaleza.

En cinetica quimica el estado estacionario tambien se puede emplear para determinar
la constante de velocidad de una reaccion a traves de varias experiencias en las cuales
se puede suponer que una concentracion de algun producto o reactivo no varia. Tambien
se dice que un sistema esta en estado estacionario si las variaciones con el tiempo de
las cantidades fisicas son periodicas y se repiten de manera identica a cada periodo,
una vez que los fenomenos transitorios han desaparecido. Es el caso, por ejemplo de un
interferometro, donde hay ondas cuya amplitud y frecuencia no varia, o0 como en los circuitos
electricos alimentados con generadores alternativos.

El estado estacionario es el estado de referencia en termodinamica de procesos irre-
versibles. En un sistema abierto que esta en equilibrio, se define como aquel en el que no
varian las variables de estado (temperatura, volumen, presion, etc.) y, por tanto, tampoco
se modifican con el tiempo, las funciones de estado (entropia, entalpia, etc.). El estado es-
tacionario es un estado de minima produccion de entropia.
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Equilibrio quimico.

Es el estado al que se llega al final de cualquier sistema quimico. La expresion
matematica que representa al Equilibrio Quimico, se conoce como Ley de Accion de Masas.

Sea vd la velocidad de reaccion hacia la derecha aA + bB * cC + dD, y v la velocidad
de reaccion hacia la izquierda cC + dD ™ aA + bB, entonces el equilibrio dinamico ocurre
cuando vd = v, esto quiere decir que el equilibrio se alcanza cuando en la reaccion no
podemos observar cambios aparentes, aunque la reaccion esta ocurriendo, esto debido a
gue en el mismo instante en que un mol del producto se crea, un mol ya creado del producto
se consume para volver a ser un reactivo y la relacion de concentraciones entre reactivos y
productos permanece constante. La figura (2.2) explica con mas detalle como ocurre este
equilibrio.

(@) Comportamiento de las velocidades de reaccion (b) Variacion de la concentracion de reactivos y
cuando se alcanza el equilibrio dinamico. productos cuando se alcanza el equilibrio dinamico.

Figura 2.2: (a) Comportamiento de las velocidades en una reaccion. (b)Comportamiento de
las concentraciones de reactivos y productos.

Interpretacion de punto fijo o estado estacionario

En la teoria de sistemas dinamicos un concepto fundamental es el de punto fijo (o
estado estacionario). En un sistema de ecuaciones quimicas donde existen productos
intermedios el estado estacionario o punto fijjo ocurre cuando la tasa de formacion del
producto intermedio es igual a su tasa de desaparicion, es decir, si tenemos el siguiente
sistema quimico

donde el producto intermedio es X , el estado estacionario o punto fijo en este sistema ocu-

rre cuando d|X] ~ 0O, es decir, no hay acumulacion de [X], dado que [X] se forma de [A]
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tan rapido como se consume para formar [B], en consecuencia la concentracion de [X] es
casi cero [22]. Tambien en la Quimica este punto es conocido como estado estacionario.

Relacion entre equilibrio y estado estacionario

El equilibrio quimico es un caso especial del estado estacionario, debido a que si un sis-
tema quimico esta en equilibrio esta en un estado estacionario, pero un sistema en estado
estacionario no necesariamente esta en equilibrio, esto es, en un sistema quimico cuando
se alcanza el equilibrio dinamico las velocidades de formacion y desaparicion de producto
son iguales. Por otro lado, cuando un sistema quimico alcanza el estado estacionario, es
decir, la cantidad de concentracion del producto intermedio no cambia con respecto al tiem-
po, el sistema puede estar muy lejos o cerca del equilibrio dinamico.

Interpretacion quimica de la estabilidad del estado estacionario o punto fijo

Dado un estado estacionario o punto fijo (a,ft), consideraremos una perturbacion como
el cambio en cantidad de las concentraciones (a + e,ft + €), donde e e R.

Interpretamos un estado estacionario o punto fijo estable como aquel que le permite al
sistema quimico quedarse cerca del estado estacionario o punto fijo ante perturbaciones.

Interpretamos un estado estacionario o punto fijo inestable como aquel en el que el
sistema quimico se aleja del estado estacionario o punto fijo cuando sufre perturbaciones.

Interpretamos un estado estacionario o punto fijo del tipo punto silla como aquel en que
el sistema quimico se aleja 0 acerca al estado estacionario o punto fijjo dependiendo del tipo
de perturbacion.

En 1990 Peter Gray y Stephen K. Scott [9], hicieron una comparacion de la teoria de
sistemas dinamicos con sistemas de reaccion-difusion de dos componentes. Este sistema
captura dos procesos esenciales, la distribucion espacial de la concentracion de reactivos y
el proceso de difusion en un medio bidimensional [8]. A continuacion enunciamos algunos
de los principales resultados.

(@) Si el estado estacionario o punto fijo es un nodo estable, cualquier perturbacion a este
estado estacionario o punto fijo disminuira y desaparecera monotonamente.

(b) Si el estado estacionario o punto fijjo es un foco o espiral estable, cualquier
perturbacion decaera de nuevo al estado estacionario o punto fijjo, como los valores
propios son complejos conjugados, la exponencial imaginaria es equivalente a una
funcion seno o coseno, lo que implica que la perturbacion oscilara a medida que se
desintegra y vuelve al final al estado estacionario o punto fijo.

(c) Si el estado estacionario o punto fijo es un foco o espiral inestable, las perturbaciones
creceran y giraran en forma de espiral alejandose del estado estacionario o punto fijo.
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(d)

€)

()

Si el estado estacionario o punto fijo es un nodo inestable, cualquier perturbacion
crecera exponencialmente lejos del estado estacionario o punto fijo.

Si el estado estacionario o punto fijo es un punto de silla, los valores propios seran
reales: uno positivo y otro negativo, por lo tanto las trayectorias se aproximan al
estado estacionario o punto fijo a lo largo del vector propio correspondiente al valor
propio negativo, pero luego se alejan del estado estacionario a lo largo de la direccion
transversal.

Si el estado estacionario o punto fijo es un centro, los valores propios se vuelven
puramente imaginarios, lo que hace posible que surjan orbitas periodicas o ciclos
limites a traves de una bifurcacion de Hopf. Si el ciclo limite es estable, en cuyo caso
se dice que la bifurcacion es supercritica, el estado estacionario o punto fijo pierde su
estabilidad y cualquier pequena perturbacion hara que el sistema evolucione hacia un
estado de oscilaciones sostenidas. En una bifurcacion de Hopf subcritica, el estado
estacionario mantiene su estabilidad, pero queda rodeado por un par de ciclos limite,
siendo el interno inestable y el externo estable.



Capitulo 3

Analisis de modelos del Bruselador

Con las técnicas propuestas en el capitulo anterior, en este capitulo analizaremos la
dinamica del Bruselador usando un modelo continuo, dos propuestas de modelo discreto, y
una propuesta de modelo discreto con retardo.

3.1. Analisis con sistemas dinamicos continuos

El mecanismo de reaccion del Bruselador esta dado por cuatro ecuaciones quimicas
elementales representadas por las siguientes ecuaciones

A X
2x+y & 3x
B + X Y +D

x % g

cuya ecuacion de reaccion neta es
A+B 4 D+E.

Para cada una de las reacciones quimicas que componen este mecanismo calculamos
las ecuaciones de velocidad, y aplicamos la ley de velocidad.
De
A -4 X

la velocidad de la reaccion esta dada como v = -[A] = +[X] y por la ley de la velocidad
v = fci[A]. A partir de las dos ecuaciones anteriores tenemos entonces que

[A] = —ki[AL [X] = ki [A].

48
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De
2X+Y -M 3X

la velocidad de la reaccion esta dada como v = - i21X] = -[Y] = +§[X] y por la ley de
velocidad v = k2[X]2[Y]. A partir de lo anterior tenemos que

X = ke[X]2[Y], [?] = -k2[X]2[Y].

De
B+XMY+D

la velocidad de la reaccion esta dada como v = - [B] = - [X] = +[Y] = +[D] y por la ley de
velocidad v = k3[B][X]. En consecuencia

[B] = -h[B][X], [X] = -h[B][X], [¥= ka[B][X], [D] = h[B][X].

De
XM E

la velocidad de la reaccion esta dada como v = -[X] = +[E] y por la ley de velocidad
v = k4[X], de esta manera
[X] = -ka[X], [E] = ka[X],

entonces la variacion de concentracion de los productos intermedios X e Y, dejando como
constantes a los reactivos A y B, se expresa como

[X]

KITAl = ke [X]2[Y] = -ka[B][X] = -h[X]
-k2[X]2[Y] = ka[B][X]

gue se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este
analisis por simplicidad tomamos las constantes de velocidad kl = k2 = ks = k4= 1
El sistema de ecuaciones diferenciales es

[X]
[/\

[A] - [BI[X] - [X] + [X]2[Y]
[BI[X] - [X"[Y}

Escribiendo [X]= x, [Y] =V, [X] = X, [Y]=VY,[A] = ay [B] = breescribimos el sistema
de ecuaciones anterior como,
X = a- bx- x+x2 (1) (3.2)
y bx- x2 (2

por implicaciones quimicas asumimos que a> 0y b> 0. Para hallar el estado estacionario
consideramos x = 0Oy y = 0, sumamos ambas ecuaciones (1) y (2), despejamos X y
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sustituimos en (2), asi determinamos que el unico estado estacionario es x* = (a,g).
Dado que el sistema de ecuaciones (3.2) es no lineal, por el teorema de Hartman-Grobman
podemos linealizar el sistema para observar la estabilidad del estado estacionario. De esta
manera la matriz jacobiana evaluada en x* es

b—1 a2
A b a2

en consecuencia, para el sistema linealizado la traza de la matriz jacobiana es tr(A)

b— (a2 + 1), el determinante es det(A) = a2y los valores propios son Aj2

b—@2+ 1)+ "(b —(a2+ 1))2—(2a)2 . . "
( ) ( ( )2—(2a) , Observese que el determinante es siempre positivo.

De acuerdo con I2a teoria de sistemas dinamicos continuos sabemos que podemos
determinar la estabilidad del estado estacionario analizando la componente real de los
valores propios de la matriz jacobiana A.

Si (a—1)2< b< (a+ 1)2 el discriminante

tr(A)2—4det(A) = (b—(a2+ 1))2—(2a)2= (b—(@+ 1)2b —(@a—1)2) < 0,

de esta manera la parte real es Re(A) = ----—-—-—-—-- y la parte compleja es Im(A) =

Nb —(a2+ 1))2—(2a)2 2 2 .
vib—(@2+ 1))2—@a)2 (a+ 1)20b< (a—1)2el discriminante

tr(A)2—A4det(A) = (b—(a2+ 1))2—(2a)2= (b—(@+ 1)2(b —(a—1)2 > O,
en consecuencia la parte real es Re(A) = soemeoem AN Vb—(a_2_-_|-___1_)_i__3{@_—@2y+n%))Z—(Za
tenemos parte compleja.

Observese que si b > a2+ 1 los valores propios ALy A2 son complejos conjugados
con parte real mayor que cero, es decir, la traza es positiva, en consecuencia el estado
estacionario es inestable.

Por otro lado si b < a2+ 1, los valores propios Aly A2 son complejos conjugados con
parte real menor que cero, de esta manera, la traza es negativa, y el estado estacionario es
estable.

Si b= a2+ 1los valores propios Al y A2 son puramente complejos, de esta manera el
estado estacionario es un centro, para mas detalle observese la tabla (2.1). Ademas para
cualquier valor de b = a2+ 1 ocurre una bifurcacion de Andronov-Hopfy parab> a2+ 1
ocurre un ciclo limite estable, vease [21].

En la tabla (3.1) se muestran los comportamientos de las orbitas del sistema al variar los
parametros ay b, observese que el parametro clave es h
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parametro b Discriminante Traza Tipo de estado estacionario
b< (a—1)2 >0 >0 nodo inestable
(a—1)2<b< (a+1)2 <0 >0 espiral inestable
b= a2+ 1 <0 =0 centro
(a—1)2<b< (a+1)2 <0 <0 espiral estable
b> (a+ 1)2 >0 <0 nodo estable

Tabla 3.1: Comportamiento del retrato fase al variar los valores de los parametros ay b

En la figura (3.1) podemos observar las regiones de estabilidad del sistema dinamico
(3.2) y el comportamiento de los valores propios para distintos valores de ay b

(a) Las superficies de color rojo y azul muestran  (b) Para cualquier valor de a y b en la region
la parte real de los dos valores propios de A oscura el estado estacionario es estable y en
cuando se varian los parametros ay b. El plano la region gris claro el estado estacionario es
de color negro es el plano cero. inestable.

Figura 3.1: Valores propios y regiones de estabilidad e inestabilidad para el estado
estacionario del modelo continuo del Bruselador.

La figura (3.2) muestra el comportamiento del sistema dinamico al tomar algunos valores
de ay bespecificos, estas figuras se obtuvieron al resolver numericamente el sistema (3.2)
y se utilizo el metodo de Runge-Kutta de orden 4 programado en Octave, vease el apendice
A.
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(@) Espacio fase para los productos intermedios X eY cuandoa= 1lyb= 1

(b) Variacion de los productos intermedios X e Y cuando a=1 yb= 1

Figura 3.2: Ejemplo de la dinamica del sistema cuando b > (a2+ 1) y el discriminante es
negativo en el modelo continuo.
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(@ Cuando a= 1y b= 2en el espacio fase se presenta una bifurcacion de Andronov-Hopf.

(b) Variacion de los productos intermedios X e Y cuando a=1 yb= 2

Figura 3.3: Ejemplo de la dinamica del sistema cuando b = (a2+ 1) y el discriminante es
negativo en el modelo continuo.



54 cap6tulo 3. ANGLISIS

(@) Cuando a=1 y b= 3en el espacio fase se presenta un ciclo limite.

(b) Variacion de los productos intermedios X e Y cuando a= 1y b= 3

Figura 3.4: Ejemplo de la dinamica del sistema cuando b < (a2+ 1) y el discriminante es
negativo en el modelo continuo.
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(&) Comportamiento del espacio fase cuando a= 0.2y b= 2

(b) Variacion de los productos intermedios X e Y cuando a= 0.2y b= 2

Figura 3.5: Ejemplo de la dinamica del sistema cuando b > (a+ 1)2y el discriminante es
positivo en el modelo continuo.
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(@) Comportamiento del espacio fase cuando a= 2y b= 0.2.

(b) Variacion de los productos intermedios X e Y cuando a= 2y b= 0.2.

Figura 3.6: Ejemplo de la dinamica del sistema cuando b < (a —1)2y el discriminante es
positivo en el modelo continuo.
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En la tabla (3.2) resumimos el comportamiento de este sistema cuando el discriminante
es menor que cero y se varian los parametros.

b<a+ 1 b=a+1 b>a + 1
Sistema dinamico estable  Bifurcacion de Hopf Sistema dinamico inestable

b
Tabla 3.2: Variacion de la estabilidad del estado estacionario x* = (a,a-) cuando los

parametros ay bvarian, observese que se produce un ciclo limite estable por lo que ocurre
una bifurcacion de Hopf supercritica en el modelo continuo.

3.2. Analisis con sistemas dinamicos discretos |

El modelo del Bruselador planteado como un sistema dinamico discreto es un sistema
de ecuaciones que escrito como ecuaciones en diferencias es el siguiente

Xi+1

a- bxt- Xt+ xtyt (3.3)
bxt - xlyt

yt+i

donde a,b > 0. Observese que tomamos el sistema (3.2) y solo indicamos que t e Z. Un
punto fijo de este sistema debe satisfacer las ecuaciones

a- bxt- xt+ xtyt
bxt - x2yt

xt (1)
yt. (@

Sumando las ecuaciones (1) y (2) obtenemos yt = a - 2xt. Los puntos fijos del sistema
estan dados por las parejas (xt,yt), donde xt se obtiene de las raices del polinomio cubico

p(x) = -2x3+ax2- (b+2)x+ g (3.4)

obtenido a partir de la sustitucion de yt = a - 2xt en (1). Llamemos pi a las raices del
polinomiopconi = 1,..., 3, en consecuencia tendremos tres puntos fijos x* = (p,, y).
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Debido a que buscamos aplicaciones observables, en esta tesis solo nos interesa
observar la estabilidad de los puntos fijos reales. Para determinar cuantos puntos fijos son
reales y cuantos son imaginarios utilizaremos el siguiente teorema, que nos permite obtener
esta informacion sin calcularlos explicitamente.

Teorema 15 (Formula de Cardano). Seap(x) = x3+ aix2+ a2+ a3 = 0 un polinomio cubico,

s . L P A\ - i
Q= ?’."31.2_5_.6_‘1 R = 9aia? glas 2a1 yD = Q3Q+ R2, donde D es comunmente I?amaldo

discriminante.

m SiD > 0, el polinomio posee una raiz realy las otras son complejas conjugadas.

mSiD

0, las tres raices son reales, dos son iguales.
m SiD < 0, todas las raices son reales y diferentes.

La demostracion de este teorema se realiza mediante un cambio de variable, y luego se
sigue como la demostracion de la formula de solucion de ecuaciones de segundo grado. Se
puede encontrar en [?].

El discriminante del polinomio cubico (3.4) es

’[‘) _[6(b+ 2 —a2x3+ ,36a —9ab + a3
B \[/ 36 )+ ( 216 j72

el cual tiene diferentes valores para ciertos valores de parametros a> 0y b> 0.

60

40

30

0 10 20 30 40 50 60
a

(a) La superficie de color azul representa el discrimi- (b) Las regiones de color azul A y B indican que
nante del polinomio cubico (3.4) y el plano de color D > 0, la region C de color negro indica que D < 0
negro es el plano cero. y en la frontera entre la region negray azul D = Q.

Figura 3.7: Discriminante D del polinomio (3.4) cuando variamos los valores de los
parametros ay b.
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Como explicamos anteriormente, en nuestro analisis del comportamiento del Bruselador
solo nos interesa observar la dinamica del sistema (3.3) en los puntos fijos reales. Por lo
que analizaremos la estabilidad de los puntos fijos reales en cada region mostrada en la
figura (3.7).

El sistema de ecuaciones en diferencias (3.3) es no lineal, por el teorema de Hartman-
Grobman podemos linealizar el sistema para observar la estabilidad del punto fijo al variar
los parametros.

La matriz jacobiana del sistema evaluada en el punto fijo x* tiene la siguiente forma

2xy —(b+1) (x)2 2pi(a —2pi) —(b+ 1) (pi)2

A b—2xy  —(x)2 XY b—2pi(a —2pi)  —(pi)2

donde la traza es tr(A) = —5p2+ 2api —(b + 1), el determinante es det(A) = 1y el valor
propio es de la forma

_ (—bp2+ 2api —(b+ 1)) +y j(—bp2+ 2api —(b+ 1))2—4
12= 2 '

Debido a que no podemos indicar de manera explicita para que valores de ay b el
sistema (3.3) es estable o inestable recurrimos a tecnicas numericas, en particular para
hallar raices ocupamos el comando roots() de Octave, el cual halla la matriz companera
del polinomio y luego calcula sus valores propios, que son las raices del polinomio [13].
Despues de realizar el analisis numerico hemos observado que los valores propios del
punto fijo se comportan de diferentes manera en cada region. En las regiones Ay B el
discriminante es positivo por lo que tendremos un punto fijo real, pero la estabilidad del
punto fijo cambia dependiendo si el discriminante se encuentra en la region A o B, observe
la figura (3.8).

En la region C el discriminante es negativo por lo que tendremos tres puntos fijos reales
y diferentes. La figura (3.9) muestra la estabilidad de cada punto fijo cuando el discriminante
se encuentra en la region C.

Por ultimo si el discriminante se encuentra en la frontera entre la region Ay C, Cy B,
es decir cuando el discriminante es igual a cero, el polinomio (3.4) tiene tres raices reales,
dos de ellas son iguales, eso ocurre por ejemplo en a= 20y b= 52.08730341302305 donde
los puntos fijos son xi = (4.78128,10.457), x2 = (4.78128,10.457) y x3 = (0.43743,19.125), los
valores propios de la matriz A evaluada en los puntos fijos son: para x* y x2 tenemos que
Al = 22.86068 y A2 = 1.00003 los cuales tienen modulo mayor que 1y para x3 los valores
propios de la matriz A son Al= —36.542 y A2= —0.0052364 de los cuales uno tiene modulo
mayor que 1y otro menor que 1 En conclusion cuando D = 0 tenemos dos puntos fijos,
donde uno es inestable y uno inestable del tipo punto silla.
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Comportamiento de los valores propios

(a) Las superficies de color rojo y azul representan (b) Las superficies de color rojo y azul representan
los valores propios de la matriz A. El plano de color los valores propios. El plano de color negro es el
negro es el plano unitario. En consecuencia el punto  plano unitario. En consecuencia el punto fijo situado
fijo situado en esta region es inestable del tipo silla.  en esta region es inestable.

Figura 3.8: Si el discriminante se encuentra en la region A los valores propios de la matriz A
se comportan como en la figura (a), es decir el punto fijo es inestable del tipo punto silla. Si
el discriminante se encuentra en la region B los valores propios de la matriz A se comportan
como en la figura (b), es decir el punto fijo es inestable.

3.3. Analisis con sistemas dinamicos discretos Il.

Ahora planteamos el modelo con sistemas dinamicos discretos de la siguiente manera,
primero escribimos las ecuaciones diferenciales del sistema, y luego aplicamos la siguiente

tecnica de discretizacion:
x(k + 1) —x(k)
x(t) H
donde H es una constante positiva suficientemente pequena que indica la proporcionalidad
entre la diferencia del estado en los tiempos ky k+ 1y la razon de cambio. No es la unica
manera de realizar esta discretizacion, vease [2,11].
El modelo del Bruselador planteado como un sistema dinamico discreto es un sistema

de ecuaciones que escrito como ecuaciones en diferencias es

xt+] (@ —bxt —xt + x&y )H + xt (3.5)

(bxt —x&y )H +y

yt+i

donde a, b H > 0.
Un punto fijo de este sistema satisface

xt + H (a —bxt —xt + xByt)
yt + H (bxt —x&yt)

1l 1
s X
= 0
= =
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(a) Las superficies de color rojo y azul representan (b) Las superficies de color rojo y azul representan
los valores propios de A. El plano de color negro los valores propios de A. El plano de color negro es
es el plano unitario. Observe que el punto fijo es el plano unitario. El punto fijo es del tipo punto silla.
inestable.

Comportamiento de los valores propios

(c) Las superficies de color rojo y azul representan
los valores propios de A. El plano de color negro es
el plano unitario. El punto fijo es del tipo punto silla.

Figura 3.9: Si el discriminante se encuentra en la region C los valores propios de la matriz
A evaluada en x* = (pt,y) se comportan como en la figura (a), es decir, x* es inestable.
Los valores propios de la matriz A evaluada en x* = (p2,y), se comportan como en la figura
(b), X2 es un punto fijo inestable del tipo punto silla. Si los valores propios de la matriz A
evaluada en x* = (ps3,y), se comportan como en la figura (c), x3 es un punto fijo inestable
del tipo punto silla.



62 CAPITULO 3. ANALISIS

sumando las ecuaciones (i) y (i), despejando vy sustituyendo este valor en yt, obtenemos

el punto fijo x* = (a, -) de este sistema de ecuaciones en diferencias. Para observar la
estabilidad del sistema (3.5) linealizamos el sistema. La matriz jacobiana evaluada en el

punto x* es
'‘b- )H+ 1 aH

XA = _bH aM+1

donde latraza es tr(A) = (b- (@2+ 1))H + 2 el determinante es det(A) = H(b - (a2+ 1) +
a2H) + 1y los valores propios son de la forma

_ (b- (@2+ 1)H + 2+y/((b - (a2+ 1))H + 2)2- 4(H(b - (a2+ 1) + a2H) + 1)

N2 >

Para diferentes valores de H la estabilidad del punto fijo sera diferente, para nuestro analisis
tomamos H = 0.01. En este modelo no podemos decir explicitamente que condiciones
deben satisfacer los parametros ay b para que el punto fijjo sea estable o inestable, por
lo que haremos el analisis de manera numerica. La figura 3.10 muestra las regiones de
estabilidad de los puntos fijos y el comportamiento de sus valores propios al variar los
parametros ay b

(a) Las superficies de color rojo y azul representan (b) En la region de color azul el punto fijo es

los valores propios de la matriz Ay el plano de color inestable. En la region negra el punto fijo es estable.

negro es el plano unitario En la region de color rojo el punto fijo es inestable
del tipo silla.

Figura 3.10: Valores propios y regiones de estabilidad e inestabilidad para el punto fijo del
modelo discreto del Bruselador, con H = 0.01.

Como mencionamos, un valor de H diferente puede dar lugar a comportamientos
diferentes. La figura (3.11) muestra el comportamiento del sistema cuando H = 5. Como
deseamos tener un comportamiento parecido al modelo continuo optamos por tomar H =
0.01.
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(a) Las superficies de color rojo y azul representan (b) Espacio fase para los productos intermedios X e
los valores propios de la matriz A y el plano de color Y cuandoa= 1, b= 1yH =5.

negro es el plano unitario. Para cualquier valor de

a y b el modulo de los valores propios se situan

arriba del plano unitario, por lo tanto el punto fijo

es inestable.

1 15 2 25 3 35 4
t

(c) Variacion de los productos intermedios X e
Ycuandoa= 1 b=1yH =5

Figura 3.11: Estabilidad del sistema dinamico (3.5) al variar los parametros ay b con H = 5,
observe que el punto fijo es inestable.
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Las figuras (3.12, 3.13, 3.14, 3.15) se realizaron con Python y Octave, tomamos los
mismos valores de parametros que en el sistema continuo (3.2) y algunos valores en las
diferentes regiones de estabilidad.

3.4. Analisis con sistemas dinamicos discretos con retar-
do.

El modelo del Bruselador con retardo lo planteamos de la siguiente manera.
Tomemos el sistema dinamico continuo discreto

Xt+i (@ —bxt —xt + xy )H + xt

yt+i (bxt —xht)H + yt

donde a,b,H > 0, escogemos este sistema debido a que el modelo de la seccion 3.2
no muestra un comportamiento similar al modelo continuo, en particular la estabilidad de
punto de equilibrio es distinta, mientras que el modelo de la seccion 3.3 si muestra un
comportamiento muy parecido, en particular tienen regiones de estabilidad similares.

Vamos a poner un retardo en el sistema, sea wt = yt-1 en consecuencia tenemos el
sistema

xt+i = (a—bxt —xt + x\wt)H + xt (3.6)
yt+i = (bxt —x2WtH)H + wt
wt+i =yt

Un punto fijo para este sistema es un punto (xt,yt,wt) tal que

(@ —bxt —xt + x2mt)H + xt = xt (1)
(bxt —x2tvt)H + wt =yt (2)
yt = wt (3
El punto fijo de este sistema lo calculamos sumando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos xty

despues lo sustituimos en yt, de esta manera el punto fijo del sistema (3.6) es x* = (a, it )-
La matriz jacobiana evaluada en el punto fijo x* es:
b—1H+1 0 azH

A —bH 0 —az2H +1
0 1 0

donde el polinomio caracteristico es p(A) = —A3+ A2(H(b —1) + 1) + A(1l —a2H) + H (a2(1 —
H)+ 1—b) — 1y los valores propios son las raices de dicho polinomio.
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(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuandoa= 1y b= 1

a=1, b=1 y H=0.01

carticed

1

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X e Y cuandoa= 1, b= 1

Figura 3.12: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto en la region donde
el punto fijo es estable, parte negra figura 3.10.
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JC
(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuandoa= 1y b= 2

a=1, b=2 y H=0.01

carticed

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X e Y cuando a= 1y b= 2

Figura 3.13: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto en la region donde
el punto fijo es inestable, parte azul figura 3.10.
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(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuandoa= 1y b= 3

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X e Y cuando a = 1y b= 3

Figura 3.14: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto en la region donde
el punto fijo es inestable, parte azul figura 3.10.
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o 5 10 15 20 25 30
[

(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuando a= 16y b= 5

a=16, b=5y H=0.01

O 200 400 600 800 1000

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X e Y cuando a = 16y b= 5

Figura 3.15: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto en la region donde
el punto fijo es inestable del tipo punto silla, parte roja figura 3.10.
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Para nuestro analisis tomamos el valor de H = 0.01 como en el modelo planteado en la
seccion anterior. Debido a que no podemos decir explicitamente el comportamiento de los
valores propios, recurrimos a técnicas numéricas. En la figura (3.16) podemos visualizar las
regiones de estabilidad del punto fijo y el comportamiento de sus valores propios al variar
los parametros ay b

(&) Las superficies de colores azul, rojo, verde (b) En la region negra el punto fijo es estable.
representan los valores propios del punto fijo x*  En las dos regiones de color azul el punto fijo es
y el plano de color negro es el plano unitario. inestable del tipo punto silla.

Figura 3.16: Valores propios y regiones de estabilidad e inestabilidad para el punto fijo del
modelo discreto con retardo del Bruselador con H = 0.01.

En las figuras (3.17,3.18, 3.19) podemos visualizar el espacio fase para los productos
intermedios y la variacion de las concentraciones de los productos intermedios Xe Y
para algunos valores de parametros especificos tomados en las diferentes regiones de
estabilidad.

Observese que si escogemos un valor de H diferente el sistema tiene un comportamien-
to distinto a cuando se escoge H = 0.01, vease la figura (3.20).
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(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuando a=1, b=1.

a=1, b=1 y H=0.01

cantidad

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X eY cuandoa= 1, b= 1

Figura 3.17: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto con retardo en la
region donde el punto fijo es estable, parte negra figura 3.16.
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a=1,b=3 y H=0.01

T

[

4 8
X

(a) Espacio fase para los productos intermedios X eY cuandoa= 1, b= 3.

a=1, b=3 y H=0.01

cantidad

(b) Variacion de la concentracion de los productos intermedios X e Y cuando a=1, b= 3.

Figura 3.18: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto con retardo en la
region donde el punto fijo es inestable del tipo punto silla, parte azul figura 3.16.
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(a) Espacio fase para los productos intermedios X e Y cuando a =16, b= 5.

cartickd

(b) Variacion de la concentracién de los productos intermedios X e Y cuando a = 16, b= 5.

Figura 3.19: Ejemplo de la dinamica del sistema en el modelo discreto con retardo en la
region donde el punto fijo es inestable del tipo punto silla, parte azul figura 3.16.
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Comportamiento de los valores propios

00

(@) Las superficies de colores azul, rojo, verde (b) En la region negra el punto fijo es inestable del
representan los valores propios del punto fijo x* y tipo silla y en la region de color azul el punto fijo es
el plano de color negro es el plano unitario. inestable.

Figura 3.20: Valores propios y regiones de estabilidad e inestabilidad para el punto fijo del
modelo discreto con retardo del Bruselador cuando H = 5.



Capitulo 4

Discusion y conclusiones

El objetivo de este capitulo es analizar los diferentes modelos planteados en el capitulo
anterior y discutir las implicaciones dinamicas de cada uno considerando una serie de
ecuaciones representadas en el Bruselador.

El primer modelo tratado es el modelo del Bruselador planteado como un sistema
dinamico continuo, es decir, planteado como un sistema de ecuaciones diferenciales,
en este observamos que para los parametros a y b estrictamente positivos, la dinamica
depende de la relacion entre dos cantidades: by a2+ 1, si b> a2+ 1, los valores propios Ai
y A2 son complejos conjugados con parte real mayor que cero, en consecuencia el estado
estacionario es inestable, por otro lado si b< a2+1, los valores propios Aly A2son complejos
conjugados con parte real menor que cero, en efecto el estado estacionario es estable, y si
b= a + 1los valores propios Aly A2 son puramente complejos, de esta manera el estado
estacionario es un centro, mas aun, para b= a2+1 ocurre una bifurcacion de Andronov-Hopf
supercritica y para b> a2 + 1ocurre un ciclo limite estable.

El segundo modelo es el Bruselador planteado como un sistema dinamico discreto,
es decir, planteado como un sistema de ecuaciones en diferencias, en este modelo no
ocupamos ningun metodo de discretizacion, solo asumimos que t e Z, en este modelo
observamos que bajo cualquier cambio de parametros a > 0y b> 0 el punto fijjo es de
la forma x* = (pi,y) donde p es una raiz del polinomio p(x) = —2x3+ ax2 —(b+ 2)x + a
yy = a—2p para i = 1,2,3, ademas dependiendo del valor del discriminante de este
polinomio se tiene un numero de raices reales, las cuales tienen diferente tipo de estabilidad
vease latabla (4.1).

El tercer modelo es el Bruselador discreto, planteado con un sistema de ecuaciones en
diferencias usando la tecnica de discretizacion:

x(k + 1) —x(k)
h

X (t) --

donde H es una constante positiva que indica la proporcionalidad entre la diferencia del
estado en los tiempos ky k + 1y la razon de cambio. En este modelo podemos observar
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gue la estabilidad del sistema depende de los valores propios de la matriz jacobiana

(b- 1)H +1 azH

A -bH -aZ2H +1

podemos notar que el comportamiento es similar al del Bruselador continuo cuando H =
0.01, en general las regiones de estabilidad cambian dependiendo del valor de H, en este
caso escogimos H = 0.01 ya que obtenemos una region donde el punto fijo es inestable,
otra region donde el punto fijjo es estable, y otra donde el punto fijo es inestable del tipo
punto silla, en este caso no podemos dar explicitamente la relacion entre los valores de los
parametros ay ben la que ocurre este comportamiento, sin embargo si podemos observar
las regiones de estabilidad e inestabilidad mediante tecnicas numericas. Graficando en
los mismos valores de parametros que en el caso continuo podemos observar el mismo
comportamiento, se produce una orbita periodica y se presentan oscilaciones. La diferencia
notable entre este modelo y el continuo es la amplitud y la frecuencia de las oscilaciones,
esto puede notarse en las figuras (3.12,3.13 y 3.14), donde X y Y varian entre 0y 5 pero en
el modelo continuo una oscilacion completa puede observarse en un rango de tiempo de 10
unidades, en cambio en el modelo discreto completar la oscilacion toma alrededor de 1000
unidades.

Por su parte el modelo con retardo, presenta tambien una region en donde el punto fijo
es inestable del tipo punto silla y otra donde es estable. De la misma manera que en el
modelo anterior las regiones de estabilidad varian dependiendo del valor de H escogido,
en este caso tomamos H = 0.01. Como en los casos anteriores graficando en los mismos
valores de parametros se presentan orbitas periodicas. Una diferencia es que la region
de estabilidad no es igual a la del sistema discreto y a la del sistema continuo, se logra
la estabilidad en una region de parametros mas amplia. Y una oscilacion completa puede
observarse en un rango de tiempo de 1500 unidades. La siguiente tabla muestra con mas
detalle la comparacion entre los diferentes modelos analizados.



"Jopejasnig |pp Sodnewsalew soppow @ selsendoid s anue ugeredwo) Ty egeL

Ecuaciones Ecuaciones Teoria Punto de equilibrio Andlisis y Regiones Existencia de
ocupadas software de estabilidad Orbitas periddicas
X = a—bx —ic+ x2y Ecuaciones Sistemas x* = (a, 1;—) Numérico Inestable y estable. Ciclo limite estable
y = bx —x2y diferenciales dindmicos con Octave  Existen muchos
continuos trabajos realizados

con este modelo.

xt+l = a- bxt- xt+ x\yt Ecuaciones en  Sistemas X* = (Pi,yt) donde Numérico Si D > 0 existe una raiz real: No hay érbitas
yt+i = bxt- x\yt diferencias dindmicos  Pi es una raiz de con Octave  x* es inestable del tipo punto periédicas
discretos p{x) = —2a;3+ ax2—(b+ 2)x + a silla si D esta en la region A.
yy = a—2pi para ¢(=1,2,3. x* es inestable si D esta en B.

Si D = 0, existen 3 raices reales,

2 son iguales.

x\ = x\ es inestable.

icg es inestable del tipo punto silla.

Si D < 0, hay 3 raices reales distintas:
x\ es inestable.

x\ es inestable del tipo

punto silla.

icg es inestable del tipo

punto silla.
xt+l = (a- bxt- xt+ x1lyt)H + xt Ecuaciones en  Sistemas x* = {a, l;—) Numeérico Las regiones de estabilidad Orbitas periddicas
Vt+l = (bxt- x2yt)H + yt diferencias dindmicos con Octave  varian dependiendo del
discretos y Python valor de H escogido.
Para H = 0.01 se presentan
regiones inestables, estables
e inestables del tipo punto silla.
%t+1 = (“ - bxt- xt+ x~wt)H + xt Ecuaciones en  Sistemas x* = fa, Jl;—, ;) Numeérico Las regiones de estabilidad Orbitas periddicas
Vt+l = (bxt- xawt)U + wt diferencias dinamicos con Octave  cambian dependiendo del
wt+l = yt discretos valor de H escogido.

Para H= 0.01 se presentan
regiones inestables del

tipo silla y estables.
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En nuestro analisis hemos visto que cada modelo estudiado tiene similitud en la
localizacion de las regiones de estabilidad, y la presencia de oscilaciones. El modelo
continuo es muy conocido y ha sido muy estudiado, en esta tesis hicimos dos propuestas de
modelos discretos y una propuesta de modelo discreto con un retardo, donde para realizar
el analisis se ocuparon tecnicas numericas.

La importancia de realizar modelos matematicos que describen fenomenos quimicos
radica en que estos permiten validar comportamientos observados experimentalmente y
puede dar informacion sobre las reacciones previo a realizar el analisis experimental,
ademas nos permite observar el comportamiento de productos intermedios antes de
obtener el producto final.

En algunas otras areas tambien aparecen oscilaciones, como se describira a continua-
cion.

Un ejemplo particular es el ciclo de glaciacion el cual se ha estudiado desde hace
mucho tiempo, existen muchas teorias y modelos que intentan comprender, explicar y
predecir como ocurre una glaciacion y porque se repite cada cierto tiempo, un articulo
gue revisa algunos de estos modelos planteados con sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, es decir analizadas con teoria de sistemas dinamicos continuos, es Oscillators
and relaxation phenomena in Pleistocene climate theory escrito por Michel Crucifix [6].

Un ejemplo especifico de un fenomeno oscilatorio que se puede modelar con ecuaciones
en diferencias, es decir con sistemas dinamicos discretos, son las redes regulatorias, en
estas las oscilaciones estan relacionadas con la homeostasis que son aquellos procesos
en el cuerpo humano que permiten mantener la estabilidad como la respiracion, digestion,
etc. [5].

Ejemplos de fenomenos oscilatorios modelados por sistemas dinamicos discretos con
retardo son modelos de crecimiento poblacional vease [16,24].

Queda como trabajo a futuro profundizar en el analisis de los modelos propuestos de
sistemas dinamicos discretos.



Apéndice A

Método de Runge Kutta de orden 4

Los métodos de Runge-Kutta son métodos iterativos que utilizan promedios de la funciéon
de pendiente f (t,y) en dos o mas puntos en el intervalo [tn-i,tn] para calcular yn para
aproximar las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, en particular del problema
de valor inicial.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

X

f (t,X,y)
a(t,x,y)

con condiciones iniciales x(t0) = xo y y(t0) = y0. De esta manera el algoritmo Runge-Kutta
de orden 4 para el sistema de ecuaciones con la condicion inicial anterior esta dada por

tn tn—+ h

Xn Xn-1 + Jé}(kl + 2k2+ 2k, + kd)

h
yn = yn-l + Z?(pi + 202 + 2ps + Ps)
donde h es el tamano de paso fijo y

Kl f (tn-1,xn—,yn—)
h h h
k2 = f(tn-l + 2 ,Xn-1 + 2 kl,yn-1 + ~PI)

h h h
ka = f(tn-l +2 ,Xn-1 + 2 k2,yn-1 + ~ 2)
kd = f(tn-1 + h, Xn-I + hk3,yn-l + hp3)

pl g(tn-1,Xn-1,yn-1)
h h h
P2 = g(tn-I + 2 ,Xn-I + 2kl,yn-1 + 2PI)
h h h

Ps = g(tn-1 + 2 ,Xn-I + 2k2,yn-1 + 2P2)
P+ = g(tn-l + h, Xn-l + hks,y,n-1 + hP3)
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Observese que en este metodo se utiliza un promedio ponderado de pendientes en el punto

. h . .
medio tn-1 + - y en los puntos extremo tn-1 y tn, para mas informacion vease [3].



Apéndice B

Segunda ley de la termodinamica

La termodinamica es el estudio cientifico de la interrelacion entre el calor y otras formas
de energia. En la termodinamica se analizan los cambios en el estado de un sistema, estos
estados son propiedades macroscopicas como la concentracion, energia, temperatura,
presion y volumen.

En la Quimica uno de los objetivos principales al estudiar la termodinamica, es poder
predecir si ocurrira alguna reaccion cuando se mezclen los reactivos en condiciones
especiales (cierta temperatura, presion y concentracion).

Una reaccion que si ocurre en determinadas condiciones se llama espontanea y si no
ocurre en esas condiciones se dice que no es espontanea. Ejemplos de comparacion entre
estas reacciones son:

La expansion de un gas en un recipiente vacio es un proceso espontaneo, mientras
que el proceso inverso, la contraccion de la moleculas de un gas dentro de un recipiente
no es espontaneo. Una cascada de agua cae de manera espontanea pero nunca sube
espontaneamente.

La entropia (S) de un sistema se define como una medida de aleatoriedad o una medida
del desorden de un sistema, es decir describe el grado en que los atomos, las moleculas o
los iones se distribuyen en forma desordenada en una determinada region del espacio. A
medida que aumenta el desorden de un sistema, mayor sera su entropia. Para un sistema
quimico, el cambio de entropia esta dada como d—S = Sf —Si donde Sf y S, son las entropias
del sistema en los estados inicial y final, respectivamente.

La segunda ley de la termodinamica nos dice que la entropia del universo aumenta
en un proceso espontaneo y se mantiene constante en un proceso que se encuentra en
equilibrio. Debido a que el universo esta constituido por el sistema y su entorno, el cambio
de entropia del universo (dS(undi%/erso)) en cualquier proceso es igual a la suma de los

cambios de entropia del sistema (d—S (ﬂzft‘?mﬂ)-) y de sus alrededores (d—S (ja_l_r_(_a_d__ei(_j_c_)_r_e__s_)_).

De esta manera, podemos reescribir la segunda ley de la termodinamica de la siguiente
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manera:
Para un proceso espontaneo:

dS (universo)
dt dt

Para un proceso en equilibrio:

dS(universo)  dS(sistema)
dt dt

Para mas detalle vease [4].

dt

dS(alrededores) _ Q
dt
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