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Resumen

La diabetes es un problema social y econémico en ascenso, que representa la primera causa de muerte en el
mundo. Una de sus principales complicaciones es el pie diabético, el cual constituye un problema de salud relevante
por su repercusion en la calidad de vida del paciente, ademas de ser la principal causa esencial de amputacion de
alguna extremidad. La complejidad del pie diabético y su gravedad, requieren un manejo multidisciplinario, ya que
sus factores ocurren en modo simultdneo y pueden ser atendidos de forma integral. De esta manera, podemos
enfrentar el problema utilizando herramientas matematicas que involucren algunos parametros fisiologicos del
desarrollo de las Ulceras en el pie diabético; en particular se utiliza la teoria de grafos y cadenas de Markov,
dichas herramientas permiten representar graficamente las transiciones de las Ulceras y ayudan a predecir la
probabilidad de sanar o empeorar el estado de la Ulcera. Los resultados muestran que es posible incorporar
los parametros fisiolégicos en el grafo para modelar el desarrollo de las Ulceras en el pie diabético. Se puede
generar una estructura mediante arboles que permite describir todos los posibles caminos que tiene un paciente
diabético de desarrollar una Ulcera. Los arboles son completos e incompletos, con profundidad 4y con profundidad
de desbalance, respectivamente, esto se debe a que existe un estado critico en las ulceras (U3), es decir, es
irreversible. Las cadenas de Markov muestran la dinamica de probabilidad de sanar o empeorar el estado de la
Ulcera en base a la concentracidon de oxigeno. Esto es, puede proporcionar informacion para llegar al estado critico

y asi evitar una posible amputacion.

Palabras clave: Pie diabético, Ulcera, grafo, cadena de Markov.



Abstract

Diabetes is a rising social and economical problem which is one of the leading causes of death around the world.
One of the most severe complications in diabetes is diabetic foot, a very relevant health problem given that there
are important repercussions in a patients quality of daily life. Diabetic foot is the principal cause of the amputation of
limbs. The complexity of diabetic foot disease and its severity require multidisciplinary management given that factors
appear in a simultaneous manner and should be addressed in an integral form. In this manner, we can confront
the problem by employing mathematical tools which involve certain physiological parameters in the development
of ulcers which occur in diabetic foot. The graph theory and Markov chains in particular are applied, to allow the
graphical representation of the transitions that occur in ulcers and are specially adapted to predict the probability of
recovery. The results presented show that it is possible to incorporate physiological parameters in the graph to model
the development of diabetic foot ulcers. It is possible to generate a structure through trees that allows for describing
all possible paths that a diabetic patient has of developing of an ulcer. Trees are complete and incomplete, with a
depth of 4 and a depth of imbalance, respectively, this is because there is a critical state in ulcers (U3), i.e., that is
irreversible. The Markov chains show the dynamics of the probability of recovery based on the oxygen concentration.

That is to say, it makes it possible to give information on the critical state of an ulcer and prevent possible amputation.

keywords: Diabetic foot, ulcer, graph, Markov chain.
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Capitulo 1

Introduccion

La diabetes es un problema de salud publica, que se ha convertido en un gran reto para la sociedad médica, amén
del alto costo econdmico social que presenta. En el actual capitulo se explicara la importancia de estudiar una de
las complicaciones catastroficas de la diabetes mellitus tipo 2: el sindrome del pie diabético. Ademas, se hara un

bosquejo de las investigaciones realizadas a dicho enigma.

1.1. (/Qué es la diabetes?

La diabetes mellitus es una enfermedad cronica que ocurre cuando el pancreas no produce suficiente insulina o
bien el organismo no la utiliza adecuadamente (resistencia a la insulina -situacion causada por la ingesta de alta
fructosa- motivo de la actual epidemia mundial de la diabetes tipo 2). La insulina es una hormona producida en las
células beta de los islotes de Langerhans, que son parte del sistema endrocrino pancreatico; se encarga de regular
la cantidad de glucosa en la sangre, facilitando su paso a través de la membrana celular hacia las mitocondrias,
lugar donde se metaboliza ingresando al ciclo de Krebs para obtener energia y agua; por lo tanto esta fuente de
energia es elemental para el funcionamiento del cuerpo humano [1].

Existen tres tipos principales de diabetes mellitus: tipo 1, tipo 2y gestacional, sin embargo el 90 % de los casos se
trata de diabetes mellitus tipo 2, enfermedad crénica que hoy dia se presenta a cualquier edad. En fases tempranas
no existen signos ni sintomas patognomoénicos de la patologia, frecuentemente el diagnéstico es posible durante
un examen de rutina en el cual se reportan niveles elevados de glucosa en sangre (hiperglucemia) o en la orina
(glucosuria), a menudo se asocia al sobrepeso u obesidad y al sindrome metabdlico [1].

En el mundo hay méas de 382 millones de personas con diabetes (véase Figura 1.1), aproximadamente 1 de cada 12
personas tiene diabetes mellitus tipo 2y por cada caso de diabetes diagnosticado existe otro sin diagnosticar; para

el afio 2035, el nimero de diabéticos aumentara hasta 592 millones. La epidemia actual de diabetes representa un
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problema de salud publica ya que es una de las principales causas de muerte en el mundo, pues cada 6 segundos

muere un paciente por complicaciones de la misma.

Figura 1.1: Numero de personas con diabetes por region de la FID, 2013 [1].

1.2. Complicaciones de la diabetes

Los altos niveles de glucosa en sangre pueden causar grandes problemas de salud. La diabetes es la principal
causa de las enfermedades cardiovasculares, de la ceguera, de la insuficiencia renal y de la amputacion de
miembros inferiores (véase Figura 1.2). Conservar los niveles normales de glucosa en sangre, presion arterial
y colesterol previenen y/o retrasan las complicaciones de la diabetes.

Datos estadisticos recientes revelan que entre el 10% y 15 % de los infartos se producen en personas con diabetes,
asi como el 2% de los diabéticos son ciegos y 10% tienen una disminucién en la agudeza visual, ademas el 75 %
de los diabéticos mueren por complicaciones de arterioesclerosis, es decir, angina de pecho o infarto de miocardio,
arteriopatia de las extremidades inferiores o accidentes vasculares cerebrales (infarto cerebral). También el 10%
de las personas dializadas son diabéticos y finalmente entre el 5% y 10 % de los diabéticos son o seran amputados

de un dedo del pie o de una extremidad inferior [12].
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Figura 1.2: Las principales complicaciones de la diabetes [1].

La enfermedad cardiovascular

El motivo principal de muerte en las personas diabéticas es la enfermedad cardiovascular, que incluye la
angina de pecho, el infarto de miocardio (ataque al corazon), la enfermedad arterial periférica y la insuficiencia
cardiaca congestiva. Si los pacientes con diabetes presentan altos niveles de colesterol, de glucosa en sangre
y de hipertension arterial descompensada, ademas de otros factores de riesgo, incrementan la posibilidad de

complicaciones cardiovasculares [1].

La enfermedad renal

La diabetes es una de las principales causas de la enfermedad renal crénica y de la insuficiencia renal aguda. Esta
enfermedad es causada por el dafio a los pequefios vasos sanguineos, que puede provocar que los rifiones sean
menos eficientes, o que fallen por completo. Mantener niveles normales de glucosa en sangre y de presién arterial

reducen en gran medida el riesgo de nefropatia [1].
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El dafio en el sistema nervioso

El sistema nervioso periférico es dafiado por la disminucién del flujo sanguineo y un alto nivel de glucosa en
sangre. Por lo anterior la diabetes mellitus es causa directa por neuropatia. Ademéas que puede producir
trastornos digestivos y disfuncién eréctil, sin embargo las zonas méas afectadas son las extremidades inferiores,
particularmente los pies. El dafio a los nervios en estas zonas se llama neuropatia periférica y se manifiesta con

dolor, hormigueo y pérdida de la sensibilidad [1].

El pie diabético

Los pacientes con diabetes descompensada desarrollan procesos infecciosos, inflamatorios y ulceracién en los pies
como consecuencia de las alteraciones del sistema nervioso periférico y de los vasos sanguineos situacion que
nos puede llevar a una complicacién catastréfica, la amputacion de extremidades y hasta la muerte del paciente.
Evidentemente un tratamiento enteral y multidisciplinario puede prevenir gran parte esas complicaciones. A los

pacientes diabéticos se les recomienda la autoexploracion de sus pies y el uso del calzado adecuado [1].

La enfermedad de los ojos

Las personas con diabetes comunmente sufren dafio ocular (retinopatia diabética), manifestando pérdida de la
agudeza visual hasta ceguera. Mantener altos niveles de glucosa en sangre, hipertension arterial y de colesterol,
son la principal causa de esta patologia. La lesién de las arteriolas que nutren al nervio 6ptico dafa también a
la retina que es el tejido sensible a la luz situado en la parte posterior del ojo. La retinopatia se puede evitar

manteniendo niveles normales de glucosa ademas de la revision y cuidado de los ojos por el oftalmélogo [1].

1.3. El pie diabético

El sindrome del pie diabético es una complicacién catastréfica de la diabetes mellitus tipo 2, ya que el 20% de las
personas que lo padecen mueren antes de un afio o requieren de amputar alguna extremidad, asi el pie diabético
se caracteriza por manifestaciones neuroisquémicas, infecciéon y deformidad en el pie [1].

Mantener cifras elevadas de glucosa en la sangre (hiperglucemia) y de hemoglobina glucosilada por arriba de
6.5%, es determinante en el incremento de sorbitol intraneural que provoca la degeneracién del sistema nervio-
so periférico disminuyendo la velocidad de conduccién de los impulsos a través del tejido nervioso afectado; la
misma hiperglucemia sostenida provoca alteraciones en la vasculatura endoneural (vasos capilares del nervio) dis-
minuyendo el flujo sanguineo del mismo (hipoxia neural), generando asi el mecanismo fisiopatologico inicial de
la neuropatia, cuyo componente sensitivo y motor del tejido nervioso en el pie diabético causa pérdida sensorial
térmica, vibratoria y tactil, haciendo vulnerable al pie ante posibles traumatismos, apareciendo callosidades y de-
formaciones 6seas. El componente motor de la neuropatia cursa con atrofia de los misculos intrinsecos del pie,
con deformidades crecientes en la region plantar, secundario a subluxaciones y fracturas en los huesos del pie a

nivel de las articulaciones metatarsofalangicas (pie de Charcot) y en la regién dorsal interfalangica ocasionando
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los dedos en garra o dedos en martillo. La neuropatia por dafio al sistema nervioso autonomo es responsdable
de la sequedad de la piel (anhidrosis), fisuras, callos en la zona plantar del pie principalmente, causa apertura de
cortocircuitos arteriovenosos con desviaciones del flujo de los capilares nutricios originando déficit de aporte de
sangre oxigenada y nutrientes, por otro lado la pérdida de la vasoconstriccion postural produce edema, siendo res-
ponsable de la calcificacion en la capa media arterial, también puede existir lesi6n macrovascular formando placas
de ateroma y en consecuencia estenosis, disminucion del flujo sanguineo e isquemia por el bloqueo de la luz de la

arteria tibioperonea [6].

1.4. Estudios al pie diabético

En la actualidad, se han realizado estudios al pie diabético, se describirdn algunos de ellos; Boyko, et. al.
(1999), muestra un analisis de los efectos y las caracteristicas de la diabetes, la deformidad del pie, factores
de comportamiento y la funcién neurovascular en el riesgo de ulcera del pie, el estudio fue realizado a 749
veteranos diabéticos con 1483 miembros inferiores. Durante el seguimiento 162 desarrollaron ulceras, 32 fueron
significativamente relacionados para el riesgo de Ulcera en el pie. Los siguientes factores se relacionaron de forma
independiente con el riesgo de la Ulcera en el pie: insensibilidad, historia pasada de la amputacidn, insulina, presion
transcutanea de oxigeno, mala visién, peso corporal, entre otros. El riesgo de una Ulcera superior se asocié con
la deformidad del dedo del pie y la historia de la fotocoagulacion con laser en ciertos subgrupos. Los factores que
no tuvieron relaciéon con el riesgo de Ulcera en el pie son: la duracidon de la diabetes y el tipo, raza, tabaquismo,

educacién sobre la diabetes, la movilidad articular, la presion arterial y otras deformidades del pie.

Por otro lado, Rauner, et. al. (2004) utilizé6 un modelo de Markov para evaluar el costo-efectividad de las estrategias
de prevencion del pie diabético en Austria [2], este estudio se encargd de realizar una evaluacion de los costos
a largo plazo de una cantidad determinada de personas con pie diabético, con dichas personas se hizo una
clasificacion de acuerdo a su edad y al grado de la Ulcera que presentaron, dicha clasificacion fue representada
mediante un arbol de decisién (véase Figura 1.3). Los costos se tomaron de estudios actuales, material estadistico

y entrevistas a expertos.
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S3: Infecci' n profunda en el pie

S4:" leera en el pie e isquemia cr'tica

S5: Cicatrizad' n primaria

$6: Amputad' n Menor

S7: Amputad' n Mayor

D: Muerte

RI: No hay riesgo de ' leerd 0 amputad’ n

R2: Neurépat a sensorial

R3: Enfermedad vascular y/o deformad' n de los pies
R4: Al menos una ' leera anterior / amputad' n

Figura 1.3: Estructura del modelo de Markov [2].

Se lleg6 a la conclusion de que el costo del tratamiento depende del grado de la Ulcera que presente la persona.
Se realiz6 una simulacion al modelo para 5 afios (escenario 1) y otra para 10 afios (escenario 2). Los resultados
de este trabajo para un grupo de riesgo pueden observarse en la Figura 1.4, apreciandose la comparacion con el

escenario de referencia.

Figura 1.4: Costos totales en euros para un grupo de diabéticos en riesgo [2].

Otro estudio es presentado por Beckert, et. al. (2006), cuyo objetivo principal fue establecer un nuevo sistema
de puntuacion clinico en base a las Ulceras del pie diabético, anticipando las posibilidades de curacién y riesgo
de amputacién. El estudio se realiz6 a 1000 pacientes, los resultados obtenidos mostraron que la probabilidad de

curaciéon fue mayor. Cuando los pacientes fueron divididos en subgrupos de acuerdo al grado de la Ulcera que
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presentaban, se encontraron diferentes probabilidades de curacidon. Se mostré una probabilidad decreciente de la
cicatrizacién de las Ulceras con alto grado. Un aumento en el grado de la Ulcera reduce la oportunidad de curacién
en un 35%. Del mismo modo, cuanto mayor sea la gravedad de la Ulcera es mas probable la necesidad de cirugia
o de hospitalizacion.

Las probabilidades de curacién resultantes son obtenidas mediante un analisis de Kaplan-Meier para un periodo

de seguimiento de 365 dias (véase Figura 1.5).

Dias

Figura 1.5: Probabilidad de curacién de acuerdo a la gravedad de la tlcera [3].

Finalmente en el estudio de Lepantalo, et. al. (2011), se observa que hay una necesidad urgente de un cambio
de paradigma en el cuidado del pie diabético, es decir, un nuevo enfoque y una clasificacion de los diabéticos con
insuficiencia vascular en lo que respecta a la practica clinica y a la investigacion. Es necesario aplicar un enfoque
multidisciplinario de manera sistematica con un cirujano vascular como miembro del equipo. Dicho estudio se realiz6
a 554 diabéticos con insuficiencia vascular, se observo que la presion del dedo del pie puede dar informacion fiable
sobre el nivel de capacidad de flujo distal. La probabilidad de cicatrizacion de la tlcera de un pie diabético esta
claramente relacionada con las presiones de perfusion, los resultados obtenidos en este trabajo se muestran en la

Figura 1.6.
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Probabilidad de curacion (%)

*Presi®n del tobillo APresien del pie [d 02 mmHg

Figura 1.6: Probabilidad de curacién de la tlcera en relacion con los diferentes niveles de presion sistélica en el
tobillo, en la presion del pie y en la presién transcutdnea de oxigeno (Tcp02). Desde el Consenso Internacional
sobre el Pie Diabético, 1999 [5].

1.5. Contenido de la presente tesis

La construccion de modelos matematicos es una de las herramientas utilizadas hoy en dia para el estudio de di-
versos problemas, sus objetivos primordiales son describir, explicar y predecir fendmenos o procesos en diferentes
areas. Sin embargo, su aplicacion se ve limitada con frecuencia por la falta de conocimientos e informacién acerca
de los principios basicos del modelamiento matematico. Un modelo matematico explica relaciones que no son ob-
vias a primera vista y es posible extraer de él propiedades y caracteristicas de las relaciones entre los elementos
que de otra forma permanecerian ocultas; algunas veces en el mundo real no es factible realizar experimentos, ya
que puede ser muy costoso, peligroso, inmoral o incluso imposible. Asi, es natural intentar superar esta dificultad
con la construccion de un modelo que describa de manera adecuada las caracteristicas basicas de la enfermedad
y ayude a predecir las consecuencias de introducir cambios especificos.

El objetivo principal de esta tesis es sintetizar un modelo matematico para interpretar el desarrollo de Ulceras en el

pie diabético utilizando teoria de grafos y cadenas de Markov. El contenido de la tesis es el siguiente:

m Capitulo 2: Se explicard en qué consiste la problematica del pie diabético, ademas se describira la
clasificacion de las Ulceras de acuerdo a su severidad y se hara la especificaciéon del rango fisioldgico de

cada una de ellas.

m Capitulo 3: Se describira la estructura del grafo, asi como un analisis de los cambios de estado de las Ulceras

mediante un arbol, incorporando los parametros fisiolégicos involucrados.

m Capitulo 4: Se desarrollara un algoritmo recursivo estocéstico en Matlab® que nos permita modelar las

probabilidades de transicion de las Ulceras de un pie diabético.

m Capitulo 5: Se especificaran las conclusiones del trabajo realizado.



Capitulo 2

Desarrollo de uUlceras en el pie diabético

El pie diabético es un importante problema médico, social y econémico en todo el mundo, sin embargo, la frecuencia
registrada de ulceracion y amputacion varia considerablemente. Esto podria ser consecuencia de las diferencias
en el criterio de diagnéstico, ademas de los factores sociales y econémicos de cada region. Las infecciones del
pie diabético son de gran complejidad, debido a los diversos factores que intervienen en su desarrollo; quienes lo
padecen tienen un riesgo 30 veces mayor de sufrir una amputacion. La clasificacion mas aceptada y utilizada es
la de Wagner. Los procesos fisiopatoldgicos del pie diabético deben ser vistos en forma integral, ya que todos los

fenémenos ocurren en modo simultaneo y tienen que ser manejados con una estructura multidisciplinaria.

2.1. Las ulceras en el pie diabético

La isquemia es la causa de Ulceras y gangrena en el paciente diabético. La enfermedad vascular en pacientes
diabéticos ocurre a una edad mas joven y tiene patrones mas difusos a través de la extremidad inferior. Aunque
mucho se ha avanzado acerca del concepto de enfermedad de los pequefios vasos, no se ha identificado de manera
concluyente una lesion que en el nivel subarteriolar correlacione con niveles disminuidos de flujo y ulceracion. El
pie debe resistir de manera cotidiana a una tremenda cantidad de fuerzas repetitivas, compresivas y de roce. La
ulceracion resulta de la presion repetitiva que excede el umbral de tolerancia de los tejidos blandos y conduce a la
destrucciéon mecanica de los tejidos. Las ulceraciones plantares son secundarias a la presidon de soporte del peso
al permanecer en pie o caminar, mientras que las ulceraciones laterales, mediales o dorsales casi siempre son
resultado de la presion del zapato. Las ulceraciones no ocurren con un patrén aleatorio sobre o bajo el pie, mas
bien se encuentran en areas de distribucion de alta presion. El pie diabético responde a la presion excesiva con la
formacion de callos, los cuales pueden incrementar la presion hasta un 30%. La mayoria de las Ulceras plantares
del pie diabético se localizan bajo las cabezas metatarsales. Las ulceraciones del antepié ocurren frecuentemente

sobre la parte plantar media del dedo grueso, sobre las articulaciones intrafalangicas y sobre el dorso de los dedos
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de garra. Otras localizaciones comunes incluyen las prominencias del dedo medio [7].
En la actualidad las Ulceras del pie diabético se clasifican segin su severidad (gravedad, profundidad y gangrena)
en 6 estados (Meggitt-Wagner); se utilizara esta clasificacion ya que es ampliamente aceptada por la Federacion

Internacional de la Diabetes [8]:

Grado Lesién Caracteristicas
0 Ninguna, pie de riesgo (Uq) Callos gruesos, deformidades 6seas.
1 Ulceras superficiales (U\) Destruccion total del espesor de la piel.
2 Ulceras profundas {U¢) Penetra en la piel, sin afectar hueso, infectada.
3 Ulceras profundas mas absceso (U3) Extensa, profunda, secrecion y mal olor (presencia de isquemia).
4 Gangrena limitada (U4) Necrosis de parte del pie.
5 Gangrena extensa (U5) Todo el pie afectado, efectos sistémicos.

Cuadro 2.1: Clasificacion de las Ulceras.

La neuropatia también produce sequedad en la piel y hace que se genere un engrosamiento y endurecimiento
de la misma (callosidades) en las zonas del pie que soportan mas peso. Ademas, la forma de caminar suele
alterarse; es frecuente la falta de equilibrio en personas con lesiones nerviosas diabéticas. Como resultado de
estos factores, algunas zonas de la planta del pie se ven obligadas a soportar una mayor presién al caminar. Bajo
estas areas de alta presion podrian desarrollarse Ulceras (véase Figura 2.1). La infeccion del pie diabético, causada

por alteraciones de los vasos sanguineos y los nervios, a menudo se complica con Ulceras que obligan a amputar.

Figura 2.1: Zonas prevalentes para el desarrollo de las tlceras en un pie diabético [9].

Estudios muestran que existen factores importantes que contribuyen al cambio de estado de la Ulcera de un pie
diabético, estos factores son la concentracion de glucosa, la concentracion de oxigeno, el proceso de angiogénesis

y el flujo sanguineo [10], [11]. Ademas existen otros factores que pueden ocasionar este cambio pero debido a la
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falta de informacidon no pueden considerarse de manera precisa en este trabajo.

2.2. Parametros fisioldégicos de concentracidon de oxigeno en las ulceras de un
pie diabético

La presion transcutanea de oxigeno (TcpU2) es un método no invasivo que refleja el equilibrio entre la oferta de
oxigeno local y oxigenacion de la piel, ademés es particularmente valiosa en la enfermedad vascular diabética, ya
gue sus medidas no son influenciadas por las calcificaciones arteriales mediales. Se utiliza como un complemento
de diagnéstico en la prediccién de la cicatrizacion de heridas en pacientes diabéticos, también es una herramienta

para determinar la decision de realizar la revascularizacion o la amputacion de la extremidad afectada [13].

Cada estado de la UGlcera contiene una determinada concentraciéon de oxigeno. Se realiz6 un monitoreo durante 365
dias en pacientes con Ulceras, los intervalos de concentracion de oxigeno en cada estado de la Ulcera quedaron de
la siguiente manera [5]:

U0 € (79.8,100)mmHg, Ul € (58.8,79.8)mmHg, U2 € (39.9,58.8)mmHg, U3 € (30.1,39.9)mmHg, U4 €

(21,30.1)mmHgy U5 € (18,21)mmHg. Estos rangos de concentracion de oxigeno seran utilizados en este estudio.



Capitulo 3

Representacion de las ulceras de un pie
diabético en un grafo GU

En este capitulo se hara la representacion de las Ulceras de un pie diabético mediante un grafo, en el cual se
incluyen algunos parametros fisioldgicos necesarios para que se lleve a cabo el cambio de estado de las Ulceras,

es decir, el grafo describe de manera explicita las transiciones que ocurren en las Ulceras.

3.1. Grafo cu

Un grafo G es una terna ordenada (V(G), E(G), Yg), que consiste de un conjunto no vacio V(G) de vértices de G,
un conjunto E(G) de aristas de Gy una funcién incidente Y g que asocia con cada arista de G un par no-ordenado
de vértices de G [14].

Un camino en G es una secuencia alternante finita W = Welvlie2V2...vk-1 ekvk de vértices y aristas, tales que
para 1" i N k los extremos de ej son v 1y vi. Los vértices W y vk son llamados origen y terminacién de W
respectivamente y vl,..., w- 1 son vértices internos. El entero k denota la longitud de W [14].

Un camino es cerrado si su origen y terminacion son el mismo vértice. Un camino cerrado en el que todas sus
aristas y vértices internos son distintos es un ciclo. Un grafo G es conexo si y solo si, dados cualesquiera dos

vértices v, w € V(G) existe un camino de va w. Un grafo aciclico es un grafo que no tiene ciclos [14].

3.1.1. Arbol

Un arbol es un grafo aciclico conexo [14]. En base a la teoria de grafos, se describe mediante un arbol la
representacion de los cambios de estado de las Ulceras de un pie diabético.

Sea GU un arbol con las siguientes caracteristicas:

12
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m Gu representa el arbol de los cambios de estado de las uUlceras de un pie diabético.

m Gu tiene vértices que representan los estados de las Ulceras, de acuerdo a su severidad los estados se
visualizan de manera diferente (UO = color blanco, Ul = color azul, U2 = color verde, U3 = color vino, U4 =
color rosa y U5 = color naranja), ademas Gu tiene todas sus aristas orientadas, es decir, que de cada vértice

salen las transiciones posibles de cada Ulcera (véase Figura 3.1) de acuerdo a sus caracteristicas fisiologicas.

m Cada arista e es etiquetada con la funcién f : E(G) — >(R+ UO0)P, donde P indica el nimero de parametros

A A

fisiologicos.

Uo Ui u2 u3 u4 us

Figura 3.1: Transiciones de las Ulceras.

3.2. Parametros fisioldégicos en Gu

Las aristas en Gu se etiquetan con la funcion f : E(G) — >(R+ U0)P, donde P es el nimero de parametros
fisiolégicos considerados para la transicion de estados de la Ulcera. En este trabajo, los parametros que forman
parte de las etiquetas son: la concentracion de oxigeno (Coxy), el estado de la ulcera (Ui) y la probabilidad de
sanar o empeorar el estado de la Ulcera (Poxy). Coxy esta definida en el rango [18,100lmmHg, Ujconi = 0,1,...,6

representa cada estado de la Ulcera y finalmente Poxy € (11.2,100) definida como:

Poxy(Coxy) = 47(tanh(0.5Coxy- 1)+ 1), +E = 1125 (3.1)



CAPITULO 3. REPRESENTACION DE LAS ULCERAS DE UN PIE DIABETICO EN UN GRAFO Gu 14

Cabe mencionar que dicha funcion es obtenida haciendo un ajuste tangencial hiperbélico a la Figura 1.6 (véase
Figura 3.2) que muestra la presion transcutanea de oxigeno (TcpO?2) para cada estado de la Ulcera. Con frecuencia
se utiliza este tipo de funciones para describir procesos fisiolégicos, ademas muestra una aproximacion de error

mas pequefia comparada con una funcion polinomial.

Ajuste de datos para Tcp02

0 20 40 60 80 100 120
mmHg
Concentracion de oxigeno

Figura 3.2: Funcion de probabilidad de sanar: Poxy(Coxy) = 47(tanh(0.5Coxy—1) + 1).

En base a la Figura 3.1 y a los pardmetros a considerar en Gu, se observa el comportamiento de las transiciones

de las Ulceras con aristas orientadas y etiquetadas, por ejemplo:

Figura 3.3: Transicion del estado U2.

Debido a que no existe monitoreo de todos los parametros involucrados en el cambio de estado de las Ulceras de

un pie diabético, s6lo se consideran los parametros mencionados.



Capitulo 4

Modelado matematico de las ulceras del pie
diabético

En este capitulo se describira un modelo matematico que nos permita interpretar el desarrollo de las Ulceras en
el pie diabético en base a los parametros fisiolégicos involucrados en Gu utilizando teoria de grafos y cadenas de

Markov.

4.1. Transiciones de las Ulceras en Gu

Para tener una mejor interpretacion grafica de las transiciones que tiene cada Ulcera, Gu se dividid en subarboles
(véase Figura 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5y 4.6) donde la raiz de cada uno de ellos es un estado de la Ulcera.

Sea Gyjconi = 0,1,2,3,4 y 5 un subarbol generado a partir de los cambios de estados posibles de las Ulceras de
un pie diabético, todos los subarboles tienen raiz (R) de grado 0, 2 0 3y hojas (H) de grado 1, ademas las raices
de los subarboles son representados por U y estos denotan el estado de la Ulcera. Cada subarbol tiene hojas

etiqguetadas de la siguiente manera:
- Guo:R= Uo, H = Uo,Ui,U2y U3.

- Gu:R=Ui,H=Uo,UiU,U3y U4

- Gu2ZR=U2,H=Uo,Ui,Uu,U3U 4y U5.

- GU3R= U3 H Ui,u2,U3,U4y US.

15
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- GUAR= U4, H = Udy US.

Gu5: R = U5, no tiene H.

Figura 4.4: Subarbol con raiz en el estado U3.

Figura 4.5: Subarbol con raiz en el estado U4, se Figura 4.6: Subarbol con raiz en el estado U5, se
observa que en este estado solo se generan dos observa que en este estado no existen transiciones.
transiciones.

Se observa que los subarbololes con raiz en U0, Ui y U2 son completos con profundidad 4y los subarboles U3, U4

y U5 son incompletos con profundidad de desbalance.
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En general, se construyen todos los posibles caminos que puede tener un paciente con pie diabético (véase Figura

4.7 y Cuadro 4.1), esto uniendo raiz y hojas de los subarboles mencionados anteriormente.

Profundidad del subarbol Raiz Hojas Posibles caminos
4 Uuo UO,Uh U2,U3 UoUo, UOUh UOU2y UOU3
4 w  UQuhu2udud UM.UiUi.Uity.UiUsyU Ui
4 U2 Uo,UU U2,U3,UA U5 U2U0, U2Uh U2U2, U2U3, U2UAyY U2U5
4 (UK} UhUZU3U4U5 U3uh U3U2, U3U3, U3U4y U3U5
4 Ui ui,ubs UiliyUiUs

Cuadro 4.1: Posibles caminos.
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Ademas al considerar subarboles de mayor profundidad, se observan los siguientes posibles caminos (sélo se hizo

el caso para U0, para los demas estados se hace de manera anéloga):

u2
u3
u4

uo
ul

uzs

us

u4
us

ul

u3 <

3

u4
us

U1

u3

uo

u2
u3
U4

u1l
u2

U4
Ui

Ejemplo 1. Siun paciente presenta una Ulcera en el estado U0, se observa en el Cuadro 4.1 que la Ulcera tiene

cuatro posibles caminos. Sipor ejemplo el camino a seguir es U0UO, entonces en base a la estructura anterior, se

tiene que los posibles caminos son:

uo uo uo
uououl
uouou2
uouou3

4.2. Propiedad de Markov

Se puede describir la probabilidad de sanar una ulcera utilizando cadenas de Markov, pero antes se necesita des-

cribir que es un proceso estocastico:

Definicion 1. Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias Xt donde t es un parametro corriendo

sobre un conjunto T de indices adecuados (donde convenientemente se escribe X (t) en lugar de Xt).

En

una situaciéon comaun, el indice t corresponde a unidades discretas de tiempo, y el conjunto de indices es

T= {0,1,2,...}. En este caso X puede representar los resultados en tiradas sucesivas de una moneda, las
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respuestas repetidas de un sujeto en un experimento de aprendizaje, o las observaciones sucesivas de algunas

caracteristicas de una poblacién determinada [15].

A continuacion se define que es una cadena de Markov:

Definicion 2. Un proceso de Markov {Xt} es un proceso estocastico con la propiedad de que, dado el valor de X
los valores de Xs, para s > t no estan influenciados por los valores de Xupara u < t, es decir, la probabilidad de
cualquier comportamiento futuro particular del proceso, cuando su estado actual se conoce con exactitud, no se
altera por el conocimiento adicional con respecto a su comportamiento pasado. Una cadena de Markov de tiempo
discreto es un proceso de Markov cuyo espacio de estados es un conjunto finito o contable, y cuyo conjunto de

indices es T = (0, i, 2,...). En términos formales, la propiedad de Markov es:

Pr{Xn+i =jX0=i0,--,Xn-i = jn-i, Xn= j}
= Pr{Xn+i = j\, Xn =i}

Puesto que U3 es un estado critico que muestra irreversibilidad con U0y ademas presenta interaccién con Ui y U2,
es necesario hacer un arreglo a los estados de las Ulceras para poder aplicar la definicibn 2. Se agregaron dos
estados en el proceso Markoviano, los cuales son definidos como Ui/y U2, ambos con exactamente las mismas
caracteristicas de Ui y U2, respectivamente. La figura 4.8, describe el proceso de markov de la dinamica de la

evolucién del cambio de estado de las Ulceras, considerando todos los estados incluyendo los estados auxiliares

(Ui'y Uv).

Figura 4.8: Proceso Markoviano

4.3. Algoritmo recursivo estocastico

La representacién de la dinamica de las Ulceras de una cantidad determinada de pacientes y diferentes tiempos
de monitoreo se describe en una matriz, la cual debe cumplir las siguientes caracteristicas: Mp := Pjj, Pjj €
M88(R+ UO0) coni,j = 0,i,...,7, Pjj representa la probabilidad de transicién entre los estados de la Ulcera en

funcioén de la probabilidad de sanar (véase ecuacion 3.1), ademas Pjj € [0, i] y p representa el nimero de pacientes.
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/ UWw Ux U2 U3 Uv Uv UA U5\

Uo

Ux

U2

Mp = U3
/

Se desarrollé un algoritmo recursivo estocastico en M atlab® que modela la funcién 3.1 y genera los cambios
de estado de las Ulceras de un pie diabético, para distintas cantidades de pacientes y diferentes tiempos de
monitoreo; el tiempo que se considera es relativo, ya que el cambio de estado de la Ulcera depende de varios

factores relacionados con los habitos del paciente. El algoritmo proporciona los valores para describir a M p.

El programa se fundamenta de un parametro importante el cual varia dependiendo del estado de la Ulcera, este
parametro es la concentracidon de oxigeno (Cow), y estos valores son proporcionados de datos experimentales. Por
otro lado, para decidir si el paciente se queda en el mismo estado de la Ulcera, se crearon nuevos rangos de Coxy
de la siguiente manera:

Se obtuvo un rango promedio en los estados de la Ulcera:

Si Uj € (Coxy, COxy), entonces

ji __ V9toxy~
uP 2

Asi, el nuevo rango es:

Ni= (Up-R,Up+ R)

Cada estado de la Ulcera se caracteriza por tener una cantidad definida de Coxy, en general el algoritmo que des-

cribe la representacion de la dinamica de las Ulceras de un nimero determinado de pacientes es el siguiente:
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Algoritmo 1 Transiciones de los estados de las Ulceras
Entrada ny t > n numero de pacientes y t tiempo de monitoreo
Salida Matriz total de transiciones M 8*8

1 parak: 1lton hacer

2 Generar valor aleatorio de Coxy > Coy € (18,100)mmHg
3 Asignar U segun el valor de Coxy >i=0,1,2,3,4,5,Vy 2/
4 para | = 2to t hacer

5 Calcular Pi,j

6 siU= U0 or U= U4 or U= U5 orU = Ulentonces

7 U— Ui or U — Utl > Dependiendo del valor de Pi,j
8 si no

9 Ui—U— or Ui—Ui or Ui—U+1 > Dependiendo del valor de Pij
10 fin si

n Obtener matriz de transicion M mt

12 fin para

13

S oow
14 Obtener matriz total de transiciones M 8*8

4.3.1. Ejemplos

El programa se ejecuté para 100 pacientes y diferentes tiempos de monitoreo como son: t = 25, t= 50, t= 75y
t = 100, esto se hizo con la finalidad de ver si la matriz de transicion generada para la dinamica de los pacientes
variaba mucho de acuerdo al incremento de t, se eligieron los valores de las probabilidades de conexién y se hizo
la representacion mediante una matriz.

Transicién de estados para t = 25:

uo ul u2 u3 ur uz u4 us
uo 0.9334 0.0666 0 0 0 0 0 0
ul 0.2303 0.1573 0.6124 0 0 0 0 0
u2 0 0.4054 0.5541 0.0405 0 0 0 0
U3 0 0 0 0.5789 0 0.2895 0.1316 0
Uv 0 0 0 0 0.9187 0.0813 0 0
uz/ 0 0 0 0.1000 0.3750 0.5250 0 0
U4 0 0 0 0 0 0 0.4286 0.5714
us 0 0 0 0 0 0 0 1
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Transicion de estados para t = 50:

( uo Ui u2 UK Uv Ue., U4 us
Uo 0.9368 0.0632 0 0 0 0 0 0
Ui 0.2599 0.1908 0.5493 0 0 0 0 0
U2 0 0.5000 0.4419 0.0581 0 0 0 0
U3 0 0 0 0.5769 0 0.3077 0.1154 0
Uv 0 0 0 0 0.9237 0.0763 0 0
u2 0 0 0 0.0196 0.5294 0.4510 0 0
U4 0 0 0 0 0 0 0.3030 0.6970

\ U5 0 0 0 0 0 0 0 1

Transicion de estados para t = 75:

( uo Ui u2 us Uv U< u4 us
uo 0.9364 0.0636 0 0 0 0 0 0
Ui 0.1906 0.2077 0.6017 0 0 0 0 0
U2 0 0.5055 0.4066 0.0879 0 0 0 0
U3 0 0 0 0.4286 0 0.5143 0.0571 0
Uv 0 0 0 0 0.9368 0.0632 0 0
uz 0 0 0 0.0448 0.3806 0.5746 0 0
U4 0 0 0 0 0 0 0.3846 0.6154
us 0 0 0 0 0 0 0 1

Transiciéon de estados para t = 100:

( uo Ui u2 U3 Uv u2 U4 us
uo 0.9371 0.0629 0 0 0 0 0 0
Ui 0.2569 0.i647 0.5784 0 0 0 0 0
u2 0 0.38i4 0.5508 0.0678 0 0 0 0
U3 0 0 0 0.4894 0 0.3404 0.i702 0
Uv 0 0 0 0 0.9302 0.0698 0 0
U2< 0 0 0 0.0486 0.4097 0.54 7 0 0
U4 0 0 0 0 0 0 0.4783 0.52i7
us 0 0 0 0 0 0 0 i
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Al generar una matriz de transicion de estados, se puede predecir la probabilidad a largo plazo de sanar o empeorar
la Ulcera de un paciente con pie diabético. En este trabajo se analizara dicho comportamiento para las matrices

generadas por el algoritmo.

4.4. Matriz de transicién en n pasos

Una cadena de Markov esta completamente definida por su matriz de probabilidad de transicion de un solo paso y
la especificacion de una distribucidon de probabilidad sobre el estado del proceso en el tiempo 0. La preocupacion
principal del andlisis de una cadena de Markov es el calculo de las probabilidades de las realizaciones posibles del
proceso. Para calcular las probabilidades de transicion de n pasos existen dos teoremas, los cuales seran descritos
a continuacion:

Teorema 4.1. Las probabilidades de transicion de n pasos de una cadena de Markov satisfacen

donde definimos

0 si i¢ j

A partir de la teoria de matrices reconocemos la relacion (4.1) como la formula para la multiplicacion de matrices,
es decir, P 1= P x Fn_1. lterando esta férmula, se obtiene

=P-...P=PD,

nfactores

en otras palabras, las probabilidades de transicion de n pasos de F * son las entradas de la matriz Pn, la enésima
potencia de P[15].
Teorema 4.2. Sea Puna matriz de transicién de nx n con n valores propios distintos k j.k-¢,.... A.,. Sean vj.v,.... v,
vectores columna de IR" tales que vj es un vector propio correspondiente a ki parai = 1,2,...,/?. Sea C la matriz
nxn que tiene a vi como i—ésimo vector columna. Entonces C es invertibley C 1PC = D, con D la matriz cuyas en-

tradas estan dadas pordu = Xjy du Osii/ j,i.je 1.2..... n. Ademas, la k—ésima potencia de P, esta dada por

p(k) = CFAK)C r\

y las entradas de D K estan dadas por (i/j = dfj parai,j£ 1,2,...,n [16].
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4.4.1. Ejemplo

Para predecir un comportamiento a largo plazo, se aplicaron los dos teoremas mencionados anteriormente.

24

Se

ejecutd el algoritmo recursivo estocastico para i00 pacientes y para t = 50, la matriz de transicion resultante se

muestran a continuacion:

Ui
u2

U3
Uv

o2
U4
us

uo

Ui
uo 0.9368 0.0632

u2
0

0.2599 0.1908 0.5493

0

O O O O o

u3
0

0

0.5000 0.4419 0.0581

0

O O O o

0

O O O o

0.5769
0

0
0

Uv
0
0
0
0

0
0

U2 u4
0 0
0 0
0 0

0.3077 0.1154
0.9237 0.0763 0
0.0196 0.5294 0.4510 0
0 0.3030
0 0

o o oo oC

0.6970
1

Al aplicar el teorema 1, se determina de manera exacta el valor de n que muestra la matriz de equilibrio a largo

plazo. Se observa que el comportamiento de M 00 cuando n — >¥ es el siguiente:

80

O O O O o o oo

O O O O O o o o

O O O OO o o o

O O O O O o o o

O O O OO O o o

0.0002
0.0002
0.0002
0.0001
0.0002
0.0002

0

0

O O O OO O o o
O O O OO O o o

0.0246
0.0243
0.0241
0.0226
0.0312
0.0310

0

0

0.0009
0.0009
0.0009
0.0008
0.0011
0.0011

0

0

0.0035
0.0035
0.0034
0.0032
0.0045
0.0044

0

0

0.0001
0.0001
0.0001
0.0001
0.0002
0.0002

0

0

O O O O o o o o

O O O O O o O o

0.9717
0.9720
0.9722
0.9740
0.9640
0.9644

0.9990
0.9990
0.9990
0.9991
0.9987
0.9987
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Al aplicar el teorema 2, el valor de n que muestra el comportamiento a largo plazo es muy grande y no es exacto.

Matriz de autovectores de Mn00

0.0434 0.6503 -0.2818 -0.0095 0.0288
-0.8020 0.5619 0.5682 0.0879 -0.1537
0.5957 0.5113 0.7732 0.0305 -0.1278
0 0 0 -0.8029 0.9767
0 0 0 -0.0781 -0.0165
0 0 0 0.5836 0.0703
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Matriz de autovalores de M 00
/| -0.2313 0 0 0 0
0 0.9914 0 0 0
0 0 0.8094 0 0
0 0 0 0.3532 0
0 0 0 0 0.5990
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
vV 0 0 0 0 0

cuando n — >¥, se tiene que

Mcm = CDC-1 =

-0.3779
-0.3740
-0.3716
-0.3473
-0.4810
-0.4768

0

0

o O o o

0
0.9993
0
0

-0.0053
0.0536
0.0135

-0.4934

-0.0143
0.1166
0.8601

O O O o o

0
0.3030
0

B O OO0 oo oo

0.3536
0.3536
0.3536
0.3536
0.3536
0.3536
0.3536
0.3536
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Para la matriz de transicion de estados M 100 de este ejemplo, se observa que al utilizar ambos teoremas, la matriz
tiende a tener valores fijos, ademas todos los miembros de una misma columna convergen hacia un mismo valor,
esto muestra que existe una matriz de equilibrio en su comportamiento a largo plazo, es decir, el sistema se dirije a

U5 con probabilidad 1, de modo que es un estado absorbente.



Capitulo 5

Conclusiones

Se estudio el desarrollo de las Ulceras en el pie diabético utilizando teoria de grafos y cadenas de Markov. En
el presente trabajo se muestra que el desarrollo de las Ulceras se puede representar mediante un arbol Gu con
vértices que representan cada estado de la tlcera, ademas sus aristas son orientadas y etiquetadas segun las leyes
fisioldgicas de cada estado de la Ulcera. Las cadenas de Markov pueden describir las probabilidades de transicion
entre los estados de las Ulceras, asi como su comportamiento a futuro. Ambas herramientas matematicas estan
basadas en los parametros fisioldgicos Coxy, U para i = 0,..., 6 y Poxy, permitiendo representar graficamente la
evolucién de las Ulceras describiendo todos los posibles caminos que tiene un paciente con pie diabético y ayudando

a predecir la probabilidad de sanar o empeorar el estado de la Ulcera, respectivamente.

Cada estado de la Ulcera se caracteriza por tener una cantidad determinada de concentraciéon de oxigeno, de modo
que Uj depende de esta cantidad. En base a la funcién de probabilidad de sanar Poxy, la cual es obtenida de
datos experimentales, se deducen las probabilidades de conexién entre los estados de las Ulceras. Los resultados
muestran que las probabilidades varian dependiendo del grado de la Glcera. Se observa que las Ulceras en los
estados U2, U3y U5 presentan una probabilidad mayor de permanecer a dicho estado. Si los pacientes no han
estado en U3, podemos notar que para Ul la probabilidad de conexion con U2 es mayor. Luego, si el sistema se
encuentra en U4 la probabilidad de cambiar a U5 es mayor que quedarse en U4. Por ultimo, la probabilidad mayor

de todo el sistema se presenta en el estado U5, ya que no presenta conexion con los demas estados.

La teoria de grafos muestra que podemos hacer la representaciéon de los cambios de estado de las Ulceras tomando
en cuenta su comportamiento y sus parametros fisioldgicos. De igual forma, nos permite tener una apreciacion clara
y precisa de la estructura de los niveles de gravedad de las Ulceras de los pacientes con pie diabético. Ademas, se
obtienen todos los posibles caminos que puede tener el desarrollo de la Ulcera. Los Gujcon i = 0,..., 5 obtenidos
son completos e incompletos, debido a que U3 muestra irrevesibilidad con U0y sin embargo presenta interaccion

con los estados U y U2.

27
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El modelo markoviano empleado proporciona el comportamiento de las probabilidades de transicion de los estados
de las Ulceras, esto para una determinada cantidad de pacientes y diferentes tiempos de monitoreo. La dinamica es
descrita mediante una matriz que contiene las probabilidades de conexién entre los estados. Al analizar cada una
de las matrices obtenidas con este modelo, se observa que en un comportamiento a largo plazo, existe una matriz
de equilibrio, es decir, el sistema se dirje a U5 con probabilidad 1, asi se deduce que este estado es absorbente,

pues cuando el sistema llega a este estado ya no puede salir de él.

La contribucién de esta tesis es el modelado matematico del desarrollo de Ulceras en el pie diabético incorporando
parametros fisiolégicos. Uno de los principales factores que contribuye al cambio de estado de la Ulcera es la
concentracion de oxigeno, es por ello que se considera en el modelo. El programa generado nos permite cuantificar
las transiciones de las Ulceras, considerando cada uno de los parametros fisiolégicos para modelar su desarrollo.
De esta manera, el modelo presentado podria ser utilizado en un dispositivo 6ptico (que se encuentra en fase de
desarrollo), que ademas de ayudar con el monitoreo de concentracién de oxigeno (en zonas prevalentes para el
desarrollo de las ulceras), ayude a crear un esquema preventivo. De tal forma que el médico pueda utilizar este
dispositivo para un monitoreo de concentracion de oxigeno y de la glucosa, pensando en un plan de control, con el
fin de evitar el desarrollo de la Ulcera o bien una amputacion de alguna extremidad. Lo que se busca es mejorar la

calidad de vida del paciente con pie diabético en la problemética del desarrollo de Ulceras.

En suma, la complejidad del pie diabético y su gravedad requieren un manejo multidisciplinario, que incluya la
participacién de los matematicos en el enfoque, ya que a través de la teoria de grafos y cadenas de Markov se
proporciona una base matematica para modelar el desarrollo de la evoluciéon de las Ulceras en el pie diabético

incorporando parametros fisioldgicos.
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